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ANALISIS KESTABILAN MODEL EPIDEMIK SIR 

DENGAN NONLINEAR INCIDENCE RATE  

DAN WAKTU TUNDA  

 

 

ABSTRAK 

 

 

Skripsi ini membahas model penyebaran penyakit SIR dengan 

memodifikasi interaksi antara populasi Susceptibles (   dan populasi 

Infective    . Interaksi antara populasi Susceptibles (   dan populasi 

Infective     dapat diasumsikan sebagai             , dengan   

adalah laju interaksi antara populasi   dan  , serta    adalah tingkat 

incidence. Analisis kestabilan dilakukan dengan  linearisasi sistem di 

sekitar titik kesetimbangan.  

Penambahan waktu tunda     pada model SIR dengan tingkat 

incidence  nonlinear dapat menyebabkan perubahan kestabilan pada 

model. Adanya waktu tunda tidak berpengaruh terhadap kestabilan 

titik kesetimbangan bebas epidemik, namun mengakibatkan 

terjadinya perubahan terhadap kestabilan limit cycle di sekitar titik 

kesetimbangan epidemik. Jika besar waktu tunda melebihi titik kritis 

tundaan     , maka tidak terbentuk limit cycle di sekitar titik 

kesetimbangan epidemik. Dengan kata lain, untuk     , terbentuk 

limit cycle yang stabil di sekitar titik kesetimbangan epidemik.  

 

Kata kunci : Model SIR, tingkat incidence, waktu tunda    , titik 

kritis tundaan     ,  kestabilan,  titik kesetimbangan, 

limit cycle. 
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ANALYSIS STABILITY OF EPIDEMIC SIR MODEL  

WITH NONLINEAR INCIDENCE RATE 

AND TIME DELAY 

 

 

ABSTRACT 

 

 

This final project discusses a disease spread SIR model which 

constructed by modifying interaction between population of 

Susceptibles (   and Infective     . Interaction between population of 

Susceptibles (   and Infective      can be expressed by         
    , where   is interaction rate between   and   , and     is 

incidence rate.  Stability analysis can be done by linearizing system 

around the equilibrium points.  

Time delay     addition on the SIR model with nonlinear 

incidence rate influence to stability of  the model. The time delay 

does not influence to the free epidemic equilibrium, but it causes the 

changing on limit cycle stability around the epidemic equilibrium of 

SIR model. If the time delay increase exceed critical value of delay 

    , then there isn’t stable limit cycle around epidemic equilibrium. 

In other words, when     , there is stable limit cycle around 

epidemic equilibrium.   

 

Keywords  : SIR model, incidence rate, time delay    , critical 

value of delay     , stability, equilibrium, limit cycle. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Salah satu penerapan matematika dalam bidang epidemiologi 

adalah pemodelan penyebaran epidemik  penyakit. Penggunaan 

model akan sangat membantu dalam merepresentasikan terjadinya 

wabah penyakit dan penyebarannya. Salah satu model epidemik 

penyakit adalah SIR (Susceptibles–Infective–Recovery). 

Pemodelan epidemik penyakit merupakan penerapan 

persamaan diferensial (PD). Pada umumnya solusi persamaan 

diferensial digunakan untuk menganalisis jenis kestabilan yang 

terjadi. Ada dua kestabilan pada sistem persamaan diferensial, yaitu 

kestabilan titik kesetimbangan dan kestabilan limit cycle. Persamaan 

diferensial dengan menambahkan waktu tunda disebut dengan 

persamaan diferensial tundaan (PDT). Penambahan waktu tunda 

pada persamaan diferensial akan menyebabkan terjadinya perubahan 

jenis kestabilan. Perubahan tersebut dapat dianalisis dengan melihat 

adanya titik kritis waktu tunda dan kondisi transversal. Menurut 

Forde (2005), kondisi transversal adalah suatu kondisi dimana 
 

 

  
     |

          
    

dengan   adalah akar persamaan karakteristik dan   adalah waktu 

tunda. 

Pada skripsi ini dibahas model epidemik SIR dengan 

nonlinear incidence rate dan waktu tunda. Pada model SIR dengan 

waktu tunda penularan penyakit tidak langsung membuat populasi 

Susceptibles     menjadi populasi Infective    , sehingga interaksi 

antara   dan   dinyatakan dalam              dimana    adalah 

laju interaksi antara    dan  . Sementara itu, interaksi antara   dan   

dengan tingkat incidence    , dinyatakan dalam bentuk nonlinear 

sebagai              , sehingga interaksi antara   dan   dengan 

tingkat incidence     dan waktu tunda    , dinyatakan sebagai, 
 

 
    

        
         

Waktu tunda pada model SIR merupakan masa inkubasi yaitu 

interval waktu antara kontak awal dengan bibit penyakit dan awal 
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munculnya gejala penyakit yang dikaitkan dengan infeksi tersebut. 

Jenis kestabilan pada model SIR dengan waktu tunda perlu dianalisis 

untuk melihat ada tidaknya perubahan jenis kestabilan yang 

diakibatkan oleh penambahan waktu tunda. Jika terjadi perubahan 

jenis kestabilan maka dapat ditentukan kondisi yang mengubah 

kestabilan tersebut. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, dapat dirumuskan masalah 

sebagai berikut. 

1. Bagaimana model SIR dengan nonlinier incidence rate dan 

waktu tunda? 

2. Bagaimana pengaruh penambahan waktu tunda terhadap 

kestabilan model SIR dengan nonlinier incidence rate? 

 

1.3. Batasan Masalah 

Pembahasan dalam skripsi ini dibatasi pada 

1. model SIR pada populasi tertutup sehingga hanya ada laju 

kematian dan laju kelahiran, dan 

2. penularan hanya terjadi secara horizontal. 

 

1.4. Tujuan 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan yang ingin dicapai 

adalah 

1. Mengetahui model SIR dengan nonlinier incidence rate dan 

waktu tunda. 

2. Menganalisis pengaruh penambahan waktu tunda terhadap 

kestabilan model SIR dengan nonlinier incidence rate. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1. Persamaan Diferensial 

Teschl (2011) menyebutkan bahwa Persamaan Diferensial 

Biasa (PDB) adalah suatu persamaan yang berbentuk 

 (                      )                                        

untuk suatu fungsi yang tidak diketahui                dan  

         
   

                  

dimana        dengan          dan variabel bebas    . 

Turunan tertinggi dari   disebut orde persamaan diferensial. Suatu 

solusi persamaan diferensial biasa adalah fungsi         dimana 

      adalah suatu interval, sedemikian sehingga 

 (                      )      

Persamaan (2.1) akan menjadi Persamaan Diferensial Parsial (PDP) 

jika                   .  

 

Terdapat dua jenis persamaan diferensial, yaitu persamaan 

diferensial linear dan persamaan diferensial nonlinear. 

 

2.1.1. Persamaan Diferensial Linear 

Purcell, Varberg, dan Rigdon (2003) mengatakan bahwa 

sebuah persamaan diferensial termasuk persamaan diferensial linear 

jika tidak mengandung bentuk perkalian antarfungsi     , atau 

turunan yang satu dengan turunan lainnya, atau fungsi      dengan 

turunan. Bentuk umum persamaan differensial linear orde k adalah  

            
                  

                 
 

2.1.2. Persamaan Diferensial Nonlinear 

Persamaan diferensial nonlinear adalah persamaan diferensial 

yang bukan persamaan diferensial linear. Grigorian (2009) 

mengatakan persamaan diferensial  (                      )     
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adalah persamaan diferensial nonlinear, jika salah satu dari berikut 

ini dipenuhi oleh F . 

a. F tidak berbentuk persamaan linear dalam                    . 

b. Terdapat perkalian antarfungsi                      dalam F. 

 

2.2. Sistem Persamaan Diferensial 

Teschl (2011) menyebutkan bahwa         dapat dinyatakan 

dalam suatu fungsi dari turunan yang kurang dari k. Oleh karena itu 

persamaan (2.1) dapat ditulis kembali dalam bentuk 

 

          (                        )  

Jika           dengan                        maka   

           
           

        dan akan diperoleh sistem 

persamaan diferensial sebagai berikut. 

  
           (                        )

  

  
           (                        )

     

 

2.3. Sistem Autonomous 

Grigorian (2009) menyebutkan bahwa sistem autonomous 

adalah sistem dimana variabel bebas tidak dinyatakan secara 

eksplisit. Misal diberikan persamaan diferensial biasa orde satu yang 

terdiri dari dua fungsi dengan bentuk umum  
 

       (         )

       (         )
                                            

 

Sistem (2.2) disebut sistem autonomous karena masing-masing ruas 

kanan persamaan tidak bergantung pada variabel bebas  .  

Sistem (2.2) mempunyai penyelesaian jika fungsi   dan   

adalah fungsi kontinu.  Penyelesaian tersebut tunggal jika diberikan 

nilai awal  

                        

dimana               {                        }.   

disebut bidang fase. Kurva yang dibentuk oleh penyelesaian 

            yang disajikan dalam bidang fase    disebut trayektori. 
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2.4. Titik Kesetimbangan 

Panfilov (2004) menyebutkan bahwa titik kesetimbangan 

sistem merupakan titik dimana sistem tersebut tidak mengalami 

perubahan sepanjang waktu. Secara matematis, definisi titik 

kesetimbangan dapat dituliskan dalam Definisi 2.1.  

 

Definisi 2.1 

Suatu titik          disebut titik kesetimbangan sistem (2.2) jika 
 

 
                  

                  
                        

 

2.5. Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous Linear 

Kestabilan titik kesetimbangan didefinisikan sebagai berikut. 

 

Definisi 2.2 

Titik kesetimbangan           disebut 

(a) stabil jika           sedemikian sehingga untuk 
‖                     ‖     

berlaku  
‖                     ‖         

(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atau tidak memenuhi 

kriteria (a) 

(c) stabil asimtotik jika          stabil dan            
 

sedemikian sehingga sebuah solusi 1 1( )x x t , 2 2 ( )x x t  yang 

memenuhi 
‖                     ‖      

bersifat  

   
   

                     

(Robinson, 2004). 

 

Grigorian (2009) menyebutkan bahwa suatu sistem 

autonomous dikatakan linear jika tidak ada perkalian di antara 

variabel tak bebasnya. Sebagai contoh, perhatikan sistem 

autonomous linear berikut. 
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dimana           . Sistem (2.3) dapat dinyatakan dalam bentuk 

matriks sebagai 

[
     

     
]   [

    

    
] 

dengan  

  *
  
  

+  

Apabila        maka titik       merupakan satu-satunya titik 

kesetimbangan sistem autonomous linear tersebut.  

Akar persamaan karakteristik merupakan solusi dari          
         . Akar persamaan karakteristik yang diperoleh, 

digunakan untuk menentukan jenis kestabilan titik kesetimbangan 

sistem. Adapun kriteria jenis kestabilan sistem autonomous linear 

berdasarkan akar persamaan karakteristik menurut Panfilov (2004)  

dan Hereman (2007) adalah sebagai berikut. 

 
Tabel 2.1 Kriteria kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous 

linear 

Nilai Karakteristik Bentuk Kestabilan 

          Simpul Tidak stabil 

          Garis Tidak stabil 

          Sadel Tidak stabil pelana 

          Simpul Stabil asimtotik 

          Garis Stabil netral 

          Sadel Tidak stabil pelana 

                Spiral Stabil asimtotik 

                Spiral Tidak stabil 

           Elips/Lingkaran Stabil pusat 

 

2.6. Deret Taylor 

Pada umumnya suatu fungsi dapat disederhanakan menjadi 

fungsi hampiran dalam bentuk fungsi polinomial yang lebih 

sederhana. Suatu fungsi dapat dihampiri dengan deret Taylor. Deret 

Taylor dapat didefinisikan sebagai berikut. 
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Definisi 2.3 

Jika fungsi      dapat diturunkan tak hingga kali secara kontinu 

pada selang      , dan         , maka untuk nilai   di sekitar 

  ,      dapat diekspansikan ke dalam deret Taylor sebagai 

           
      

  
       

      
 

  
         

 
      

 

  
                                             

 

Apabila        atau       , persamaan (2.4) dapat 

dinyatakan sebagai, 

              
 

  
       

  

  
         

 
  

  
          

(Purcell, Varberg, dan Rigdon, 2003). 

 

2.7. Linearisasi Sistem Autonomous Nonlinear 

Misal sistem persamaan (2.2) adalah sistem persamaan 

autonomous nonlinear. Jika          adalah titik kesetimbangan 

sistem, maka dapat diselidiki perilaku sistem di sekitar titik 

kesetimbangan. Misal       merupakan titik di sekitar titik 

kesetimbangan, maka         dapat dinyatakan sebagai 

                       

Sistem persamaan diferensial (2.2) dapat didekati dengan 

melakukan ekspansi deret Taylor di sekitar titik kesetimbangan,  
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{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
                   

          

  
       

          

  
      

                

           
          

 
 

           

    
            

 

           
          

 
  

                  
          

  
       

          

  
      

                   

           
          

 
 

           

    
            

 

           
          

 
  

 

atau 

[
      

      
]   [

         

         
]  

[
 
 
 
 
  

  

  

  
  

  

  

  ]
 
 
 
 

        

[
    

    ]         

           

[
 
 
 
 
   

   

   

    

   

    

   

   ]
 
 
 
 

        

[
    

    ]

                                                                                    

Karena        dan        cukup kecil, maka perkalian antara 
       dan        akan semakin kecil, sehingga suku ke tiga 

dan suku-suku selanjutnya pada persamaan (2.5) dapat diabaikan 

[
      

      
]   [

         

         
]  

[
 
 
 
 
  

  

  

  
  

  

  

  ]
 
 
 
 

        

[
    

    ]  
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          adalah titik kesetimbangan, sehingga nilai 

                     . Dengan demikian sistem persamaan 

(2.2) dapat didekati oleh 

[
      

      
]   [

  
  

]                               

atau 

[
     

     
]    [

  
  

]                           

dengan 

    

[
 
 
 
 
  

  
        

  

  
        

  

  
        

  

  
        

]
 
 
 
 

     

 disebut matriks Jacobi (Khamsi, 2004). 

 

2.8. Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous 

Nonlinear 

Khamsi (2004) menyebutkan bahwa jenis kestabilan sistem 

(2.2) dapat dianalisis dengan menentukan nilai eigen matriks Jacobi 

sistem yang dilinearkan dan dapat dihitung dengan menyelesaikan 
          atau dapat ditulis sebagai  

   

[
 
 
 
 
  

  
          

  

  
        

  

  
        

  

  
          

]
 
 
 
 

                  

Persamaan (2.6) menyatakan  polinomial berderajat 2 dengan 

variabel   

      ∑   
 

 

   

                                                

Dari persamaan (2.7) akan diperoleh akar-akar persamaan 

karakteristik, dimana akar-akar tersebut akan menentukan jenis 

kestabilan titik kesetimbangan sistem. Teorema berikut menjelaskan 

kriteria kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous nonlinear.  
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Teorema 2.1: Kestabilan sistem nonlinear 

Misal    dan    adalah akar persamaan karakteristik sistem linear 

yang berhubungan dengan linearisasi sistem nonlinear. 

a. Jika         adalah akar riil yang sama, maka trayektori 

pada sistem nonlinear berbentuk simpul dan bersifat stabil 

jika         , tidak stabil jika           
b. Jika    dan    adalah imajiner murni, maka trayektori pada 

sistem nonlinear berbentuk lingkaran atau elips, dan mungkin 

stabil asimtotik, stabil, atau tidak stabil. 

c. Selain (a) dan (b), titik kritis pada sistem nonlinear memiliki 

tipe dan jenis kestabilan yang sama dengan titik kritis       

pada sistem linear yang berhubungan dengan linearisasi 

sistem nonlinear. 

(Edward dan Penney, 1996). 

 

Jenis kestabilan titik kesetimbangan berdasarkan nilai 

karakteristik matriks Jacobi sesuai Teorema 2.1 dapat diringkas 

dalam Tabel 2.2. 

 
Tabel 2.2 Kriteria kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous 

nonlinear 

Nilai Karakteristik Bentuk Kestabilan 

          Simpul Tidak stabil 

          Garis Tidak stabil 

          Sadel Tidak stabil pelana 

          Simpul Stabil asimtotik 

          Garis Stabil netral 

          Sadel Tidak stabil pelana 

                Spiral Stabil asimtotik 

                Spiral Tidak stabil 

           Elips/Lingkaran Tidak dapat ditentukan 
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2.9. Limit Cycle 

Definisi limit cycle sebagaimana yang dijelaskan oleh 

Panfilov, disajikan dalam Definisi 2.3. 

 

Definisi 2.4 

Diberikan sistem (2.2). Suatu trayektori tertutup yang didekati 

secara spiral dari dalam atau dari luar oleh trayektori tak tertutup 

sistem (2.2) untuk      atau       dinamakan limit cycle 

sistem (2.2). 

 

Limit cycle yang stabil terjadi jika trayektori dari dalam limit 

cycle mengalami peningkatan amplitudo pada osilasinya. Sementara 

itu besarnya amplitudo osilasi trayektori dari luar akan mengalami 

penurunan hingga mencapai limit cycle. Limit cycle dapat terjadi 

sebagai hasil dari bifurkasi Hopf dimana terdapat perubahan tanda 

pada bagian riil akar persamaan karakteristik pada bidang kompleks. 

 

2.10. Persamaan Diferensial Tundaan 

Menurut Kuang (1993), persamaan diferensial dengan tundaan 

dinyatakan dalam bentuk: 

∑   

  

       

 

   

 ∑   

  

         

 

   

                         

dimana    adalah  waktu  tunda dan  
  

            .  Misal 

        ,  maka  

∑    
    

 

   

 ∑    
        

 

   

     

   (∑    
 

 

   

 ∑    
     

 

   

)      

Karena      , maka  

∑    
 

 

   

 ∑    
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Persamaan (2.9) disebut sebagai persamaan karakteristik dari 

persamaan (2.8). Misal  

      ∑    
 

 

   

            ∑    
 

 

   

   

maka persamaan (2.9) dapat ditulis kembali sebagai 

            
                                                  

Menurut Forde (2005), sistem persamaan diferensial dengan 

waktu tunda dinyatakan sebagai 

  
         (           )

  
  

         (           )

                                           

 

2.11. Eksistensi Nilai Kritis Tundaan 

Jika     , maka sistem persamaan (2.11) akan menjadi 

persamaan diferensial biasa yang jenis kestabilannya dapat dianalisis 

menggunakan kriteria pada Tabel 2.2. Menurut Forde (2005), untuk 

   , akar karakteristik     akan mengalami perubahan. Misal 

      . Dari kriteria kestabilan pada Tabel 2.2, sistem (2.11) 

bersifat stabil jika     dan tidak stabil jika    . Penambahan 

waktu tunda pada sistem (2.11) yang mengakibatkan adanya nilai 

kritis tundaan akan menyebabkan terjadinya transisi dari     ke 

   . Dengan demikian untuk mengamati terjadinya perubahan  

tersebut dipilih    . Oleh karena itu, akar persamaan karakteristik 

untuk sistem (2.11) adalah akar karakteristik kompleks murni dimana 

bagian riil dari akar persamaan adalah nol. Berdasarkan Tabel 2.2, 

maka jenis kestabilan pada sistem (2.11) tidak dapat ditentukan. 

Namun kestabilan tersebut masih dapat dianalisis.  

Misal akar persamaan (2.10) adalah            , dimana 

    , persamaan (2.10) menjadi 

                      

Jika bagian polinomialnya dipecah menjadi bagian riil dan imajiner, 

serta suku eksponennya diubah dalam bentuk trigonometri, maka 

diperoleh 

             (            )(                 )            
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dengan 

       ∑          
  

 

          ∑          
    

 

  

       ∑          
  

 

          ∑          
    

 

   

Agar persamaan (2.12) berlaku, bagian riil dan imajiner harus sama 

dengan nol. 

                                      

                                    
 

atau 

                                     

                                         
                         

Jika persamaan (2.13 dikuadratkan, maka 

                                         

                                             

                                       

                                             

                  

Selanjutnya kedua persamaan (2.14) dijumlahkan dan diperoleh 

                                                     

Misal    memenuhi persamaan (2.15) dan 

  √    
        

   , maka persamaan (2.13) dapat ditulis 

kembali dalam    

     
      (

    
  

 
          

    
  

 
        )  

      
      (

    
  

 
         

    
  

 
        )   

Misal 
      

 
       dan  

      

 
      , maka: 

     
      (                              ) 

        
      (                             )   
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Dengan menggunakan sifat-sifat trigonometri, diperoleh 

     
                   

       
                   

Nilai   dapat diperoleh dari persamaan (2.16), yaitu 

mengalikan baris pertama persamaan (2.16) dengan       dan baris 

kedua persamaan (2.16) dengan      , sehingga diperoleh 

 
     

                                                      

       
                                                      

                                                                               
     

             
                                

                        

 

     
             

        
                             

     
             

                     

          ,
     

             
        

 
-       

           

  
  

 

        ,
     

             
        

 
-  

   

    

                                                                

Dari persamaan (2.17) dapat dilihat bahwa terdapat beberapa 

  yang memenuhi persamaan (2.12). Karena terdapat banyak   

maka dipilih yang terkecil agar lebih efektif. Setelah ditemukan titik 

kritis tundaan, selanjutnya akan ditentukan apakah kondisi ini 

memenuhi kondisi transversal. 

 

2.12. Kondisi Transversal 

Perlu diselidiki kondisi yang dapat menyebabkan perubahan 

kestabilan dari titik tetap ketika waktu tunda berubah. Untuk itu 

perlu dibuktikan bahwa bagian riil akar karakteristik bergerak 

menuju bagian positif pada bidang kompleks ketika waktu tunda   

membesar melebihi  , dengan kriteria 

 

  
     |
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atau ekuivalen dengan 

 

  
     |

          
    

Kondisi di atas disebut kondisi tranversal atau nondegeneracy. Jika 

kondisi ini dipenuhi maka untuk     ,    mempunyai bagian riil 

negatif (Forde, 2005). 

Berikut lemma yang menjamin kondisi transversal atau 

nondegeneracy akan terpenuhi.  

 

Lemma 2.1 (Forde, 2005) 

Jika        dan      memenuhi persamaan karakteristik 

(2.10) maka  
 

  
     |

          
    jika dan hanya jika    

    
    

           
    

      
      

    
           

    
       

 

Bukti: 

Persamaan karakteristik (2.10) dapat ditulis sebagai 

        
     

     
  

sehingga 

      ( 
     

     
)  

Misal   adalah    .  Jika   diturunkan terhadap   akan diperoleh 

    
  

  
 

       
       

          

          
  
  

  
 

dimana    
 

  
.  Untuk         dan     , maka ruas kiri 

persamaan adalah           

  
. Karena     imajiner dan    

adalah riil, maka  
  

  
  imajiner jika dan hanya jika 
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bernilai riil.  Selanjutnya harus ditunjukkan bahwa persamaan 

(2.18) bernilai riil. Persamaan (2.18) akan dipisah bagian riil dan 

imajinernya,  

     
    

         
           

  

     
       

  
 

 
   

     
                       

     
  

                
 

 
(  

    
 )(  

      
   )  (  

    
 )(  

      
   )

(  
    

 )(  
    

 )
 

   
(  

    
 )(  

      
   )  (  

    
 )(  

      
   )

(  
    

 )(  
    

 )
  

Agar persamaan (2.18) bernilai riil maka  

(  
    

 )(  
      

   )  (  
    

 )(  
      

   )    

atau 

(  
    

 )(  
      

   )  (  
    

 )(  
      

   )  

Karena persamaan (2.15)  maka 

    
      

       
      

                                            

Agar persamaan (2.19) terpenuhi,  

 

  
     |

          
    

Dengan kata lain, 

 

  
     |

          
   

jika dan hanya jika 

    
    

           
    

      
      

    
           

    
       

 

Jika terdapat akar karakteristik dari persamaan (2.10), akan 

ditemukan suatu titik kritis tundaan   . Dengan demikian bagian riil 
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akar karakteristik dari sistem (2.11) akan menuju bagian positif 

bidang kompleks. 

 

2.13. Model Kompartemen Epidemik SIR 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Model SIR 

 

Heesterbeek dan Diekmann (2000) menjelaskan bahwa untuk 

memodelkan epidemik penyakit, total populasi   dibagi menjadi tiga 

kelas yaitu kelas rentan  , kelas terinfeksi  , dan kelas sembuh  . 

Laju penularan dan pemulihan dinyatakan dalam   dan  . Sementara 

itu laju pertumbuhan dan kematian dinyatakan dalam   dan  . Laju-

laju tersebut bersifat konstan. Laju perubahan antara   dan   

memiliki model khusus dengan mengasumsikan laju penularan 

penyakit proporsional dengan laju pertemuan kelas yang rentan 

terserang infeksi dan yang terjangkit, sehingga dijelaskan dalam 

bentuk    . 

Berdasarkan penjelasan dan asumsi yang ada, Gambar 2.1. 

dapat dikonstruksi model berikut. 
 

  

  
           

  
  

  
              

  

  
                    

                                                          

                        
 

dengan                 dan   adalah konstanta positif.  

 

 

 

S I R 

µ µ1 µ2 

  
β  
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2.14. Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar      merupakan parameter penting 

dalam matematika epidemilogi yang merupakan ambang batas 

(threshold) terjadinya penyebaran penyakit. Menurut Berihun (2009)  

bilangan reproduksi dasar merupakan bilangan yang menyatakan 

bertambahnya jumlah individu Infective terhadap berkurangnya  

jumlah individu Susceptibles ketika satu individu Infective 

dimasukkan ke dalam populasi yang sepenuhnya Susceptibles.  

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dari laju perubahan 

Infective. Baris ke dua persamaan (2.20) dapat ditulis sebagai 
 

  

  
        (

  

    
  )                                            

 

Dari persamaan (2.21) diperoleh bilangan reproduksi dasar         

   
  

    
. Populasi awal Susceptibles sama dengan jumlah total 

populasi       karena populasi tersebut masih belum terinfeksi, 

sehingga persamaan (2.21) dapat ditulis kembali menjadi 
 

  

  
        (

  

    
  ) 

 

atau  
  

  
                

Selanjutnya jika      maka 
  

  
    berarti jumlah individu 

Infective menurun dan berangsur-angsur menghilang. Sebaliknya jika 

      maka 
  

  
    berarti jumlah individu Infective meningkat 

dan kondisi ini akan menyebabkan terjadinya kondisi epidemik.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1. Model SIR dengan Nonlinear Incidence Rate dan Waktu 

Tunda 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.1  Model SIR dengan nonlinear incidence rate  

 

Berdasarkan Gambar 3.1  dapat dilihat bahwa suatu populasi 

total   dibagi menjadi tiga kelas yaitu kelas rentan  , kelas terinfeksi 

 , dan kelas sembuh  . Laju pertumbuhan populasi dinyatakan dalam  

 .  Suatu  populasi  yang  bebas  penyakit  akan  tumbuh mengikuti 

model pertumbuhan logistik yaitu populasi akan terus tumbuh 

sampai batas kapasitas tertentu dan dinyatakan sebagai    

        (   
    

 
)       

Suatu populasi yang terinfeksi penyakit, memiliki laju penularan dan 

pemulihan dinyatakan dalam   dan  . Dalam interaksi antara   dan   

dapat ditambahkan tingkat incidence    , sehingga interaksi antara   

dan   dinyatakan dalam bentuk nonlinear sebagai             . 
Laju kematian kelas terinfeksi  , dan kelas sembuh   dinyatakan 

dalam    dan   .  

Pada model SIR dengan waktu tunda penularan penyakit tidak 

langsung membuat individu    menjadi  . Beberapa penyakit 

memerlukan waktu inkubasi, yaitu interval waktu antara kontak awal 

dengan bibit penyakit dan awal munculnya gejala penyakit yang 

dikaitkan dengan infeksi tersebut. Waktu inkubasi merupakan 

perlambatan atau tundaan untuk model SIR. Lama waktu inkubasi 

dinotasikan sebagai  .  

S I R 

r 

β 

α 

 

µ1 µ2 
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Secara matematis model SIR dapat ditulis dalam sistem 

persamaan berikut. 
 

        (   
    

 
)       

    

        
       

        
    

        
                               

                                                                         

                                                                    

              

dengan                         adalah konstanta positif (Zhang 

dkk, 2008). 

 

3.2. Titik Kesetimbangan dan Bilangan Reproduksi Dasar 

Titik kesetimbangan dan bilangan reproduksi dasar diperoleh 

pada saat tidak terjadi masa inkubasi atau    . Sesuai yang 

dikatakan Panfilov (2004), titik kesetimbangan pada suatu sistem 

akan terjadi jika tidak ada perubahan lagi pada sistem. Dengan kata 

lain, laju perubahan pada sistem bernilai nol, sehingga model SIR 

akan mengalami kesetimbangan jika 
 

    (   
    

 
)       

    

        
                               

     
    

        
                                                     

                                                                                      

 

Dari persamaan (3.3) diperoleh 
 

( 
    

        
        )         

 

Misalkan         maka  
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             (        )    

                              

(          )            

                                                                 
      

(          )
    

Jadi 

 ̂  
      

(          )
    

 

Jika persamaan (3.2) dan (3.3) dijumlahkan, diperoleh 
 

 (   
    

 
)                    

                                                  (   
    

 
)     

                                                           
     

      
(   

    

 
) 

atau  

 ̂  
  ̂

      
(   

 ̂

 
)                                                  

 

Selanjutnya dari persamaan (3.4) diperoleh 
 

      
     

  
            ̂   

  ̂

  
   

 

Dengan demikian jika nilai setiap parameternya diketahui maka 

dapat ditemukan titik kesetimbangan  ̂  ( ̂  ̂   ̂).  

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dari laju perubahan 

Infective.  Persamaan ke dua pada sistem (3.1) dapat ditulis kembali 

menjadi 

                ( 
    

(        )      
    )  

 

Karena populasi S menuju K, diperoleh 
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                 ( 
 

             
    ) 

atau 
 

                 ( 
         

      
    )   

 

Bilangan reproduksi dasar sesuai dengan Berihun (2009), yaitu 
 

   
 (          )

      
                                           

 

Berdasarkan persamaan (3.6), maka persamaan (3.5) dapat ditulis 

kembali sebagai  

 ̂  
  ̂

      
(   

 

  
)                                           

 

Dua jenis titik kesetimbangan lain pada model epidemik, yaitu 

 

a. Titik kesetimbangan bebas epidemik 

Titik kesetimbangan bebas epidemik berarti        atau 

 ̂     pada saat waktu menuju tak hingga.  Selanjutnya dapat 

ditemukan   ̂  dari persamaan (3.7) yaitu 
 

  
  ̂

      
(   

 ̂

 
)  

 

Artinya 
  ̂

      
    atau    

 ̂

 
  . Untuk  

  ̂

      
  , diperoleh 

 ̂   . Sementara itu, untuk     
 ̂

 
  , diperoleh  

 ̂

 
     atau 

  ̂   . Selain itu,   ̂    diperoleh dari persamaaan (3.4). Dengan 

demikian titik kesetimbangan bebas epidemik pada model adalah   

(0, 0, 0) atau (K, 0, 0). 
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b. Titik kesetimbangan epidemik 

Titik kesetimbangan epidemik menandakan bahwa terdapat 

epidemik pada suatu populasi. Artinya        atau  ̂    pada saat 

waktu menuju tak hingga, sehingga didapat  ̂  ( ̂  ̂   ̂) dimana 
 

 ̂  
      

(          )
   ̂  

  ̂

      
(   

 

  
)        ̂   

  ̂

  
   

 

Titik kesetimbangan epidemik ( ̂  ̂   ̂) akan terjadi jika besarnya 

bilangan reproduksi     . Jika bilangan reproduksi dasar     , 

maka akan terjadi titik kesetimbangan bebas epidemik, karena 

dengan mensubstitusikan      ke dalam persamaan (3.7) akan 

diperoleh   ̂   . Sementara itu, jika besarnya bilangan bilangan 

reproduksi dasar     , maka titik kesetimbangan epidemik tidak 

akan terjadi karena dengan mensubtitusikan        ke dalam 

persamaan (3.7) akan diperoleh populasi  ̂ bernilai negatif. 

 

3.3. Analisis Kestabilan Model SIR tanpa Waktu Tunda 

Sistem (3.1) akan menjadi model SIR tanpa waktu tunda jika 

   . Perubahan      tidak memiliki pengaruh terhadap variabel 

yang lainnya sehingga sistem (3.1) dapat direduksi menjadi dua 

persamaan berikut. 

        (   
    

 
)       

    

        
     

         
    

        
                           

                       

Sistem (3.8) dapat disederhanakan dengan melakukan linearisasi. 

Linearisasi sistem dilakukan dengan menggunakan ekspansi deret 

Taylor hingga suku ke dua di sekitar titik kesetimbangan.  

Misal titik-titik di sekitar titik kesetimbangan adalah 

            maka             dapat dinyatakan dalam             

       ̂       dan         ̂        Oleh karena itu, sistem (3.8) 

dapat dilinearisasi sebagai berikut. 
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[
     

     
]  

[
 
 
 
    

      

 
   

    

(        )
   

    

        

 
    

(        )
  

    

        
       

]
 
 
 
 

  ̂      ̂  

*
       ̂

      ̂
+ 

[
     

     
]  

[
 
 
 
 
    

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
   

 ̂

     ̂

 
 ̂

(     ̂)
  

 ̂

     ̂
       

]
 
 
 
 
 

[
    
    

]              

 

diperoleh 

      (   
   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
 )       

 ̂

     ̂
     

       
 ̂

(     ̂)
       ( 

 ̂

     ̂
        )       

    

Selanjutnya untuk membentuk persamaan karakteristik dapat 

digunakan matriks Jacobi dari persamaan (3.9). Dengan demikian 

persamaan karakteristik dari persamaan (3.8) adalah 

|

|
   

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
      

 ̂

     ̂

 
 ̂

(     ̂)
  

 ̂

     ̂
         

|

|
    

Persamaan karakteristik dalam polinomial   adalah 
 

(   
   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
    )( 

 ̂

     ̂
         )

   
 ̂ ̂

(     ̂)
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  [    

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
   

 ̂

     ̂
       ] 

 ( 
 ̂

     ̂
       )(   

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
 ) 

    
 ̂ ̂

(     ̂)
          

      
   [    

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
   

 ̂

     ̂
       ]

  
 ̂

     ̂
(   

   ̂

 
)

       (   
   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
 )                 

 

3.3.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan              
Dengan mensubtitusikan nilai          ke dalam persamaan 

(3.10) akan diperoleh persamaan karakteristik 
 

                     
 

Diperoleh akar persamaan karakteristik            atau     . 

Karena        adalah konstanta positif, maka            

bernilai negatif dan      bernilai positif. Dengan demikian titik 

        tidak stabil pelana (sadel). 

 

3.3.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan              

Dengan mensubtitusikan nilai          ke dalam persamaan 

(3.10) akan diperoleh persamaan karakteristik 
 

      ( 
 

     
         )     

atau 

     ((  
     

     
)         )                     
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Dari persamaan (3.11) diperoleh akar-akar persamaan karakteristik 

      atau     (  
     

     
)       . Jenis kestabilan titik 

kesetimbangan dapat dibagi dalam 3 kasus. 

a. Jika      maka titik         tidak stabil pelana (sadel) 

karena terdapat dua akar persamaan karakteristik yang 

berlawanan tanda. 

b. Jika      , akan diperoleh       atau     . Sesuai Tabel 

2.2, maka titik kesetimbangan         bersifat stabil netral.  

c. Jika       maka titik         stabil asimtotik karena semua  

   bernilai negatif. 

Berdasarkan ketiga kasus kestabilan titik         maka dapat 

dikatakan bahwa titik kesetimbangan         stabil jika       . 

 

3.3.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan  ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan   ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

ke dalam persamaan (3.2) dan (3.3), diperoleh  
 ̂

     ̂
       dan  

 
 ̂

     ̂
     

 

  
, sehingga didapat 

 

||
 (   

 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)           

 

     ̂
(   

 

  
)   

||    

          [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]

       [
 

     ̂
(   

 

  
)]     

Dengan demikian nilai akar persamaan karakteristik  dapat 

ditentukan sebagai berikut. 
 

     
 (   

 
  

)   
 

     ̂
(   

 
  

)

 
 

 

√*  (   
 
  

)   
 

     ̂
(   

 
  

)+
 

        *
 

     ̂
(   

 
  

)+
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Dari akar persamaan karakteristik  , dapat ditentukan jenis 

kestabilan  ̂  ( ̂  ̂   ̂). Karena      maka 
 

 (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)                              

 

Berdasarkan  pertidaksamaan (3.12), jenis kestabilan  ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

dapat dibagai menjadi tiga kasus, yaitu 

 

i. *  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)+

 
        *

 

     ̂
(   

 

  
)+  

 

maka 
 

  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)

 √[  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]

 

        [
 

     ̂
(   

 

  
)]  

 

Oleh karena itu terdapat dua akar riil negatif yang berbeda 

sehingga titik kesetimbangan bersifat stabil asimtotik. 

 

ii. *  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)+

 
        *

 

     ̂
(   

 

  
)+  

 

maka terdapat sepasang akar kompleks dengan bagian riil 

bertanda negatif, sehingga titik kesetimbangan bersifat stabil 

asimtotik berbentuk spiral. 

 

iii. *  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)+

 
        *

 

     ̂
(   

 

  
)+  

 

maka terdapat akar riil negatif kembar, sehingga titik 

kesetimbangan bersifat stabil asimtotik. 

 

Dari ketiga kasus jenis kestabilan titik ( ̂  ̂   ̂), dapat dikatakan 

bahwa titik ( ̂  ̂   ̂) bersifat stabil jika       .  
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3.4. Analisis Kestabilan Model SIR dengan Waktu Tunda 

Sebagaimana metode linierisasi model SIR tanpa waktu tunda 

yang telah diuraikan di atas maka model SIR dengan waktu tunda 

juga akan direduksi, sehingga proses linearisasi dapat dilakukan. 

Sistem (3.1) akan direduksi menjadi dua persamaan, yaitu 

        (   
    

 
)       

    

        
        

         
    

        
                              

              

Dengan metode linearisasi, sistem persamaan (3.13) akan 

diubah menjadi sistem linear  

       (   
   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
 )       

 ̂

     ̂
            

        
 ̂

(     ̂)
        

 ̂

     ̂
                   

 

dengan          ̂       dan         ̂      . Selanjutnya didapat 

persamaan karakteristik  

|

|
   

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
      

 ̂

     ̂
    

 
 ̂

(     ̂)
  

 ̂

     ̂
             

|

|
      

        
   [    

   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
         ]

       [   
   ̂

 
   

 ̂

(     ̂)
 ]

  (   
   ̂

 
   ) 

 ̂

     ̂
                         

 

3.4.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan              
Persamaan karakteristik pada titik ini adalah 
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Dapat dilihat bahwa akar persamaan karakteristik pada titik 

kesetimbangan         adalah            atau     . Karena 

       adalah konstanta positif, maka            bernilai 

negatif dan      bernilai positif. Oleh karena itu titik 

kesetimbangan         tidak stabil pelana (sadel). Nilai  tidak 

berpengaruh untuk titik kesetimbangan         karena variabel yang 

mengandung   bernilai nol. 

 

3.4.2. Kestabilan Titik Kesetimbangan              

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan         ke 

dalam  persamaan (3.14) diperoleh persamaan karakteristik berikut. 

        
                     

         
 

     
       

      (   
 

     
           )       

atau   

      (  (  
     

     
    )       )                        

Dari persamaan (3.15) dapat dilihat bahwa ada akar karakteristik 

yang bernilai negatif yaitu       .  

Selanjutnya akan dilihat apakah untuk        dengan       

maka titik         akan tetap stabil. Dengan memisalkan        

dan mensubstitusikannya pada faktor persamaan yang kedua dari 

persamaan (3.14) yaitu 

  (  
     

     
    )           

akan diperoleh 

   (  
     

     
     )           

Suku eksponennya diubah dalam bentuk trigonometri, serta dipisah 

bagian imajiner dan bagian riilnya. 
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      (  
     

     
                 )        

      (  
     

     
      )

  (        (
     

     
      ))              

Agar memenuhi persamaan (3.16) maka 

      (  
     

     
      )    

        (
     

     
      )    

                               

Persamaan (3.17) dapat ditulis kembali sebagai  

             
     

     
       

          
     

     
                  

                          

Kedua ruas pada persamaan (3.18) dikuadratkan dan dijumlahkan. 

        (      
     

     
      )

 

 

          (      
     

     
      )

 

 

                                                          

            (      
     

     
)

 

 

          (  (
     

     
)
 

)     

           (  (
     

     
)
 

)  

Karena       maka        (  (
     

     
)
 
)   . Dengan 

demikian, tidak ditemukan bilangan riil    yang memenuhi faktor 
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kedua dari persamaan (3.15), sehingga adanya waktu tunda   tidak 

berpengaruh terhadap kestabilan titik kesetimbangan             . 
 

3.4.3. Kestabilan Titik Kesetimbangan  ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

4 Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan   ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

ke dalam persamaan (3.2) dan (3.3), diperoleh  
 ̂

     ̂
       dan  

 
 ̂

     ̂
     

 

  
, sehingga didapat persamaan karakteristik di titik 

 ̂  ( ̂  ̂   ̂) adalah  

||
 (   

 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)               

 

     ̂
(   

 

  
)                    

||     

Persamaan karakteristik dalam polinomial    dan   adalah 

                
                                         

dimana 

             [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ]

       [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]  

                          (   
 

  
)  

Persamaan karakteristik untuk titik ( ̂  ̂   ̂) memuat waktu 

tunda, sehingga adanya waktu tunda memungkinkan terjadinya 

perubahan kestabilan. Dengan demikian perlu ditunjukkan adanya 

titik kritis tundaan dan kondisi transversal terpenuhi. 

    

3.4.3.1. Eksistensi Waktu Tunda Kritis 

Misal        dengan      dan   memenuhi persamaan 

(3.19), maka persamaan tersebut ekuivalen dengan 

      [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ] 
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       [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)] 

 [                  (   
 

  
)]                       

Selanjutnya dipisahkan bagian riil dan imajinernya. 

               [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)] 

                      (   
 

  
)         

      [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ] 

                       (   
 

  
)          

Agar terpenuhi persamaan (3.19),  maka bagian riil dan imajiner 

harus sama dengan nol.  

          [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]               

        (   
 

  
)        

 [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ]               

         (   
 

  
)         

         

Kedua ruas pada persamaan (3.20) dikuadratkan lalu dijumlahkan, 

sehingga diperoleh 

     [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]

 

 
 

     ̂
(   

 

  
)        [   (   

 

  
)

  
 

     ̂
(   

 

  
)]                                             
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Misal  

  [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]

 

     

  
 

     ̂
(   

 

  
)        [   (   

 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]  

Dapat dilihat bahwa   akan selalu positif. Jika       maka tidak 

ada bilangan riil positif yang memenuhi persamaan (3.21), sehingga 

nilai   pada persamaan (3.19) tidak berada pada sumbu imajiner 

untuk setiap    . Untuk kasus ini adanya waktu tunda tidak 

menyebabkan perubahan kestabilan. 

Sebaliknya untuk      , terdapat bilangan positif    yang 

memenuhi persamaan (3.21). Dengan demikian persamaan tersebut 

mempunyai akar imajiner     . Dengan mensubtitusikan    ke 

persamaan (3.20), diperoleh  
  

 

           [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]                 

        (   
 

  
)          

  [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ]                

         (   
 

  
)           

       

Baris pertama persamaan (3.22) dikali dengan  (   
 

  
) dan  baris 

kedua persamaan (3.22) dikali dengan   , kemudian keduanya 

dikurangkan. 
 

 (   
 

  
) [           [  (   

 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]] 

    [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ]

  *    [ (   
 

  
)]

 

+                

        (   
 

  
) [  (   

 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)] 
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    [
 

     ̂
(   

 

  
)         ]

   *    [ (   
 

  
)]

 

+                 

 

Misalkan   *
 

     ̂
(   

 

  
)         + dan  

    *  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)+, maka 

 

*    [ (   
 

  
)]

 

+              

              (   
 

  
)  

        
            (   

 
  

) 

*    * (   
 
  

)+
 

+       

 

          

{
 
 

 
 

            (   
 
  

) 

*    * (   
 
  

)+
 

+       
}
 
 

 
 

       

           

 
  

  

        

{
 
 

 
 

            (   
 
  

) 

*    * (   
 
  

)+
 

+       
}
 
 

 
 

 
    

     

              
 

Jadi dapat ditemukan suatu nilai  
  yang memenuhi persamaan 

(3.20). 

 

3.4.3.2. Kondisi Transversal 

Setelah ditemukan titik kritis tundaan, akan ditentukan apakah 

sistem persamaan (3.1) memenuhi kondisi transversal, yaitu kondisi 

dimana 
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     |

          
    

 

Untuk menunjukkan bahwa kondisi transversal terpenuhi, akan 

digunakan Lemma 2.1 yaitu dengan menunjukkan bahwa 
 

    
    

           
    

      
      

    
           

    
       

 

Dari persamaan (3.20) akan diperoleh 

        [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)

        ]  

                 [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)]  

                dan 

             (   
 

  
)  

 

Ditentukan turunan pertama                    dan       

terhadap  .  
 

  
      [ (   

 

  
)  

 

     ̂
(   

 

  
)         ]  

  
          

  
             dan 

  
        

Dihitung        
            

     dan        
            

     

sebagai berikut. 
 

       
            

     

 (          [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)])       

  (  [  (   
 

  
)   

 

     ̂
(   

 

  
)         ]) 
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Jika  nilai    diganti dengan     maka diperoleh 
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 (             [  (   
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Dari persamaan (3.23) dan (3.24) dapat dilihat bahwa  
 

    
    

           
    

      
      

    
           

    
       

 

Dengan demikian sistem persamaan (3.1) memenuhi kondisi 

transversal, yaitu nilai 
 

  
     |

          
  , sehingga bagian riil 

dari akar karakteristik akan bergerak menuju bagian positif dari 

bidang kompleks seiring dengan bertambahnya waktu tunda. Karena 

 ̂  ( ̂  ̂   ̂) memiliki waktu tunda kritis    dan  ̂  ( ̂  ̂   ̂) 

memenuhi kondisi transversal, maka terbentuk limit cycle yang stabil 

di sekitar  ̂  ( ̂  ̂   ̂) untuk         . 
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3.5. Pengaruh Waktu Tunda pada Model SIR dengan Nonlinear 

Incidence Rate 

Misal diberikan suatu sistem epidemik SIR 

          (   
    

  
)         

    

            
       

          
    

            
                                           

                                                                                   
 

        

Sistem (3.25) mempunyai titik kesetimbangan epidemik 

              dengan bilangan reproduksi dasar     . Dengan 

melakukan perhitungan, diperoleh waktu tunda kritis         .  

Sistem (3.25) akan menjadi model SIR tanpa waktu tunda jika 

   . Perilaku sistem tanpa waktu tunda dapat diilustrasikan oleh 

Gambar 3.2.  

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

   (a)                                                          (b) 
 

Gambar 3.2 (a) Perilaku kelas Infective, (b) Plot sistem dengan 

parameter                               
                dengan nilai awal          dan 

         . 

 

Dari Gambar 3.2 (a) dapat  dilihat bahwa kelas Infective 

mengalami osilasi. Jika diambil nilai awal yang dekat dengan titik 

kesetimbangan, maka osilasi kelas Infective akan terus naik hingga 

mencapai amplitudo yang sama. Jika diambil nilai awal yang jauh 
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dari titik kesetimbangan, maka osilasi kelas Infective akan terus turun 

hingga mencapai amplitudo yang sama. Dari Gambar 3.2 (b) terlihat 

bahwa sistem (3.25) memiliki limit cycle yang stabil karena 

trayektori dari dalam limit cycle mengalami peningkatan amplitudo 

pada osilasinya. Sementara itu besarnya amplitudo osilasi trayektori 

dari luar akan mengalami penurunan hingga mencapai limit cycle.  

Sesuai teori, sistem (3.25) memiliki limit cycle yang stabil  

jika lama waktu tunda   kurang dari waktu tunda kritis     . 

Sebaliknya jika lama waktu tunda lebih besar atau sama dengan 

waktu tunda kritis     , sistem (3.25) tidak memiliki limit cycle. 

Untuk melihat ada tidaknya pengaruh waktu tunda terhadap sistem 

(3.25), perlu disimulasikan model guna mendeskripsikan perilaku 

sistem tersebut di sekitar titik kesetimbangan. Misal  waktu tunda 

pada sistem (3.25) adalah    , maka perilaku sistem tersebut dapat 

dilihat pada Gambar 3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                (a)                                                        (b)   
 

Gambar 3.3 (a) Perilaku kelas Infective, (b) Plot sistem dengan 

parameter                               
                      dengan nilai awal          

dan          . 

 

Dari Gambar 3.3 (a) dapat  dilihat bahwa kelas Infective 

mengalami osilasi. Jika diambil nilai awal yang dekat dengan titik 

kesetimbangan, maka osilasi kelas Infective akan terus naik hingga 

mencapai amplitudo yang sama. Jika diambil nilai awal yang jauh 

dari titik kesetimbangan, maka osilasi kelas Infective akan terus turun 

hingga mencapai amplitudo yang sama. Adanya waktu tunda 
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mengakibatkan berkurangnya waktu yang diperlukan kelas Infective 

mencapai amplitudo yang sama. Oleh karena itu, dengan fungsi yang 

sama     , jumlah individu pada kelas Infective akan menjadi lebih 

sedikit dibandingkan dengan jumlah individu Infective pada model 

SIR tanpa masa inkubasi. Dari Gambar 3.3 (b) terlihat bahwa sistem 

(3.25) memiliki limit cycle yang stabil karena trayektori dari dalam 

limit cycle mengalami peningkatan amplitudo pada osilasinya. 

Sementara itu besarnya amplitudo osilasi trayektori dari luar akan 

mengalami penurunan hingga mencapai limit cycle. Dengan 

demikian penambahan waktu tunda pada model SIR, dimana waktu 

tunda kurang dari waktu tunda kritis, tidak mengubah kestabilan limit 

cycle pada sistem (3.25) 

Selanjutnya, dengan mengambil waktu tunda yang lebih besar 

dari waktu tunda kritis, misal     , trayektori di sekitar titik 

kesetimbangan akan mengalami perubahan. Perilaku tersebut dapat 

dilihat pada Gambar 3.4.  

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (a)                                                      (b)   
 

Gambar 3.4 (a) Perilaku kelas Infective, (b) Plot sistem dengan 

parameter                               
                     dengan nilai awal          
dan          . 

 

Dari Gambar 3.4 (a) terlihat bahwa tidak terdapat solusi 

periodik pada kelas Infective. Dengan demikian tidak terbentuk limit 

cycle pada sistem (3.25). Hal ini tampak pada Gambar 3.4 (b).  

Perilaku ini menunjukkan adanya perubahan kestabilan limit cycle 

pada saat waktu tunda lebih besar dari waktu tunda kritis. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1. Kesimpulan 

Model SIR dengan waktu tunda mengalami perubahan pada 

model interaksi antara Susceptibles (   dan Infective    . Jika pada 

model SIR tanpa waktu tunda   dinyatakan dalam variabel  , 

sedangkan pada model SIR dengan waktu tunda   dinyatakan dalam 

variabel     dimana   adalah waktu tunda. Titik kesetimbangan 

bebas epidemik stabil jika     , sedangkan titik kesetimbangan 

epidemik stabil jika     . Adanya waktu tunda tidak berpengaruh 

pada titik kesetimbangan bebas epidemik, namun mengakibatkan 

terjadinya perubahan kestabilan limit cycle di sekitar titik 

kesetimbangan epidemik model SIR. Jika besar waktu tunda 

melebihi titik kritis tundaan     , maka tidak terbentuk limit cycle di 

sekitar titik kesetimbangan epidemik. Dengan kata lain, pada saat 

    , terbentuk limit cycle yang stabil di sekitar titik 

kesetimbangan epidemik.  

 

4.2. Saran 

Untuk pengembangan selanjutnya, disarankan  menganalisis 

model epidemik SIR dengan adanya pengaruh waktu tunda pada 

populasi Infective     dan Susceptibles    . Dengan kata lain waktu 

tunda terjadi pada saat populasi tumbuh maupun populasi individu 

yang terjangkit penyakit yang berinteraksi. 
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Lampiran 1 

 

Program Matlab untuk Menentukan Titik Setimbang,  

Bilangan Reproduksi Dasar, dan Titik Kritis Tundaan 

 

 
 

K = str2double(get(editK,'string')); 
r = str2double(get(editr,'string')); 
b = str2double(get(editb,'string')); 
a = str2double(get(edita,'string')); 
g = str2double(get(editg,'string')); 
m1 = str2double(get(editm1,'string')); 
m2 = str2double(get(editm2,'string')); 
S = (m1+g)/(b-a*(m1+g)); Ro = K/S; 
I = r*S*(1-1/Ro)/(m1+g); R = g*I/m2; 
p = (-r*(1-2/Ro)+r*(1-1/Ro)/(1+a*S))^2; 
q = r*(1-1/Ro)/(1+a*S)*(m1+g)^2*(-2*r*(1-

2/Ro)+r*(1-1/Ro)/(1+a*S)); 
    mu = (-p+sqrt(p^2-4*q))/2; 
    w = sqrt(mu); 
    u = r*(1-1/Ro)/(1+a*S)+(m1+g); 
    v = -r*(1-2/Ro)+r*(1-1/Ro)/(1+a*S); 
    m = (w^2*u-v*r*(m1+g)*(1-

2/Ro))/(w^2*(m1+g)+(m1+g)*(r*(1-2/Ro))^2); 
set(editS,'string',S); 
set(editI,'string',I); 
set(editR,'string',R); 
set(editRo,'string',Ro); 
set(editw,'string',w); 
set(editt,'string',m); 
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Lampiran 2 

 

Program Matlab Grafik SIR tanpa Waktu Tunda 

 
function epidemi 
options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',1e-7); 
figure(2); 
[t,y] = ode23(@epidemikg,[0 

2000],[28;3;7],options); 
plot(t,y(:,2),'r'); 
title('Perilaku kelas Infected terhadap waktu'); 
xlabel('time t'); 
ylabel('I(t)');grid; 
hold on; 
[t,y] = ode23(@epidemikg,[0 

2000],[30;24;9],options); 
plot(t,y(:,2),'g'); 
title('Perilaku kelas Infected terhadap waktu'); 
xlabel('time t'); 
ylabel('I(t)');grid; 
figure(3); 
[t,y] = ode23(@epidemikg,[0 

2000],[28;3;7],options); 
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3),'r'); 
title('Fase Model Epidemik SIR dengan Nonlinier 

Incidence Rate'); 
ylabel('I(t)'); 
xlabel('S(t)'); 
zlabel('R(t)');grid on; 
hold on; 
[t,y] = ode23(@epidemikg,[0 

2000],[30;24;9],options); 
plot3(y(:,1),y(:,2),y(:,3),'g'); 
title('Fase Model Epidemik SIR dengan Nonlinier 

Incidence Rate'); 
ylabel('I(t)'); 
xlabel('S(t)'); 
zlabel('R(t)');grid on; 
hold on; 
r = 0.1; K = 80; b = 0.1; m1 = 0.5; m2 = 0.1; a = 

0.05; g = 0.5; 
u = (m1+g)/(b-a*(m1+g)); 
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v = r*u*(1-u/K)/(m1+g); 
w = g*v/m2; 
plot3(u,v,w,'*'); 
plot3(28,3,7,'g*'); 
plot3(30,24,9,'m*'); 

  
function epid = epidemikg(t,y) 
r = 0.1; K = 80; b = 0.1; m1 = 0.5; m2 = 0.1; a = 

0.05; g = 0.5; 
epid = [r*y(1)*(1-y(1)/K)-b*y(1)*y(2)/(1+a*y(1)); 
        b*y(1)*y(2)/(1+a*y(1))-(m1+g)*y(2); 
        g*y(2)-m2*y(3)]; 
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Lampiran 3 

 

Program Matlab Grafik SIR dengan Waktu Tunda 

 
function epidemik 
figure (2); 
options = ddeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',1e-

7,'InitialY',[28,3,7]); 
sol = 

dde23(@epidemikf,30,@titik,[0,10000],options); 
plot(sol.x,sol.y(2,:),'r'); 
title('Perilaku kelas Infected terhadap waktu'); 
ylabel('I(t)'); 
xlabel('time t');grid; 
hold on; 
options = ddeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',1e-

7,'InitialY',[30,24,9]); 
sol = 

dde23(@epidemikf,30,@titik,[0,10000],options); 
plot(sol.x,sol.y(2,:),'g'); 
title('Perilaku kelas Infected terhadap waktu'); 
ylabel('I(t)'); 
xlabel('time t');grid; 
figure(3); 
options = ddeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',1e-

7,'InitialY',[28,3,7]); 
sol = 

dde23(@epidemikf,30,@titik,[0,10000],options); 
plot3(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol.y(3,:),'r'); 
title('Fase Model Epidemik SIR dengan Nonlinier 

Incidence Rate dan Waktu Tunda'); 
ylabel('I(t)'); 
xlabel('S(t)'); 
zlabel('R(t)');grid on; 
hold on; 
options = ddeset('RelTol',1e-4,'AbsTol',1e-

7,'InitialY',[30,24,9]); 
sol = 

dde23(@epidemikf,30,@titik,[0,10000],options); 
plot3(sol.y(1,:),sol.y(2,:),sol.y(3,:),'g'); 
title('Fase Model Epidemik SIR dengan Nonlinier 

Incidence Rate dan Waktu Tunda'); 
ylabel('I(t)'); 
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xlabel('S(t)'); 
zlabel('R(t)');grid on; 
hold on; 
r = 0.1; K = 80; b = 0.1; m1 = 0.5; m2 = 0.1; a = 

0.05; g = 0.5; 
u = (m1+g)/(b-a*(m1+g)); 
v = r*u*(1-u/K)/(m1+g); 
w = g*v/m2; 
plot3(u,v,w,'*'); 
plot3(28,3,7,'g*'); 
plot3(30,24,9,'m*'); 

  
function ttk = titik(t) 
r = 0.1; K = 80; b = 0.1; m1 = 0.5; m2 = 0.1; a = 

0.05; g = 0.5; 
ttk(1) = (m1+g)/(b-a*(m1+g)); 
ttk(2) = r*ttk(1)*(1-ttk(1)/K)/(m1+g); 
ttk(3) = g*ttk(2)/m2; 

  
function epi = epidemikf(t,y,Z) 
ylag1 = Z(:,1); 
epi = zeros(3,1); 
r = 0.1; K = 80; b = 0.1; m1 = 0.5; m2 = 0.1; a = 

0.05; g = 0.5; 
epi(1) = r*y(1)*(1-y(1)/K)-

b*y(1)*ylag1(2)/(1+a*y(1)); 
epi(2) = b*y(1)*ylag1(2)/(1+a*y(1))-(m1+g)*y(2); 
epi(3) = g*y(2)-m2*y(3); 

 

 


