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ABSTRAK

Suatu ring R disebut ring semiprima jika ݔܴݔ= 0 maka ݔ= 0
untuk setiap ݔ∈ .ܴ Beberapa pembahasan yang terkait dengan ring 
semiprima adalah derivation dan generalized derivation. Pada 
skripsi ini dibahas tentang orthogonal generalized derivation pada 
ring semiprima melalui pembahasan definisi maupun pembuktian 
teorema yang terkait. Dari studi pustaka yang telah dilakukan, 
diketahui bahwa Jika ܦ dan ܩ adalah orthogonal generalized 
derivation pada ,ܴ maka ܦ dan ܩ adalah generalized derivation
dengan ܦdan ܩadalah suatu pemetaan aditif dari ring semiprima ke 
dirinya sendiri. Jika ܩܦadalah generalized derivation pada ,ܴ maka 
terdapat ideal ܷdan ܸsedemikian sehingga ܷ∩ܸ= 0 dan ܷ⊕ܸ
disebut essential ideal atas .ܴ

Kata Kunci: pemetaan aditif, ring semiprima, ideal, essential ideal,
derivation, generalized derivation, orthogonal generalized 
derivation. 
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ABSTRACT

A ring iܴs called semiprime ring if ݔܴݔ= 0 then =ݔ 0 for allݔ∈ .ܴ There are some results about derivation and generalized 
derivation of semiprime ring. In this work, we present some results 
of definition and theorem about orthogonal generalized derivation of
a semiprime ring. ܦ and ܩare additive mapping. If ܦ and  areܩ
orthogonal generalized derivation, then ܦ and ܩ are generalized 
derivation. If ܩܦis generalized derivation of semiprime ring, then 
there exist ideal ܷand ܸof ܴsuch that ܷ∩ܸ= 0 and ܷ⊕ܸis 
essential ideal of .ܴ

Key Words: additive mapping, semiprime ring, ideal, essential 
ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized 
derivation.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang 
dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi 
aksioma tertentu. Salah satu struktur aljabar adalah ring. Ring adalah
himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan 
dan perkalian. Ring ܴyang memenuhi kondisi, jika =ݔܴݔ 0 makaݔ= 0 untuk setiap ݔ∈ dܴisebut ring semiprima.

Sejalan dengan perkembangan ilmu pengetahuan, muncul
pembahasan baru tentang ring semiprima, di antaranya  derivation
dan generalized derivation. Derivation adalah pemetaan aditif:ܴ݀→ ܴ yang memenuhi (ݕݔ݀) = +ݕ(ݔ݀) (ݕ݀)ݔ untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴdengan ܴadalah ring semiprima. Sedangkan generalized 
derivation merupakan generalisasi dari konsep derivation yang
dibangun oleh derivation dan left multiplier. 

Pada tahun 2004,  Nurcan Argac, Atsushi Nakajima dan Emine 
Albas dalam jurnal berjudul “On Orthogonal Generalized 
Derivations of Semiprime Rings” menjelaskan bahwa ortogonalitas 
dapat dihubungkan dengan generalized derivation.

Definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation 
menarik untuk dipelajari. Oleh karena itu, penulis bermaksud 
memaparkan dalam skripsi ini tentang definisi orthogonal 
generalized derivation pada ring semiprima beserta lema dan 
teorema yang mendukung.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dibahas 
dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi dan sifat-sifat orthogonal 
generalized derivation pada ring semiprima.

1.3 Tujuan 

Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi dan 
sifat- sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius) (Bhattacharya, 1990)
Misalkan ܣdan ܤadalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua 
pasangan terurut (ݕ,ݔ) dengan ݔ∈ ∋ݕ danܣ disebut Hasilܤ Kali 
Cartesius dari ܣdan ܤ. Selanjutnya, dinyatakan denganܣ× =ܤ ∋ݔ|(ݕ,ݔ)} ∋ݕ,ܣ .{ܤ
Definisi 2.1.2 (Relasi) (Bhattacharya, 1990)
Misalkan ܣ dan ܤ adalah himpunan tidak kosong dan ܴ adalah 
himpunan bagian (subset) dari ܣ× ܣ Maka dܴisebut relasi dari .ܤ
ke ܤ.

Definisi 2.1.3 (Pemetaan) (Bhattacharya, 1990)
Misalkan ܣdan ܤadalah himpunan tidak kosong. Suatu relasi d݂ari ܣke ܤ(dinotasikan :݂ܣ→ ܤ keܣ disebut pemetaan dari (ܤ jika 
untuk setiap ݔ∈ (ଵݕ,ݔ) berlaku jikaܣ ∈ ݂dan (ݕ,ݔଶ) ∈ ݂maka ݕଵ= ଶݕ dengan ݕଵ,ݕଶ∈ ܣ .ܤ disebut domain dan ܤ disebut 
kodomain.

Definisi 2.1.4 (Operasi Biner) (Whitelaw, 1995)
Misalkan ܣadalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner ∗
pada ܣadalah pemetaan dari ×ܵ ܵke ܵatau dinotasikan sebagai 
berikut. ∗∶ ×ܵ ܵ⟶ܵ

                             ( ,ܽ )ܾ ⟼ ∗ ( ,ܽ )ܾ = ∗ܽ .ܾ
2.2 Pemetaan Aditif

Definisi 2.2.1 (Pemetaan Aditif) (Bartle,dkk., 1992)
Misalkan ܤ danܣ adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan :݂ →ܣ ܤ disebut pemetaan aditif, jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܣ
memenuhi +ݔ݂) (ݕ = (ݔ݂) + .(ݕ݂)



4

Contoh 2.2.2
Diberikan himpunan matriks ordo 2x2 sebagai berikut.

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Pemetaan ܦ:ܴ→ yܴang didefinisikan oleh

ቀቂܽܦ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ+ 0 ቃ
untuk setiap ,ܽ ,ܾ ∋݌ܿ, ℤ merupakan pemetaan aditif.

Bukti. Diambil ∋ܤ,ܣ ܴ dengan ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ sebagai 
berikut.

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨dan =ܤ ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨
dengan

(ܣ)ܦ = ൬൤ܽଵܦ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌+ଵܽ݌ 0 ቃ
(ܤ)ܦ = ൬൤ܽଶܦ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 ଶܿ0݌+ଶܽ݌ 0 ቃ

Akan ditunjukkan ܦ merupakan pemetaan aditif. Berdasarkan 
Definisi 2.2.1 diperoleh

+ܣ)ܦ (ܤ = ൬൤ܽଵܦ ଵܾ0 ଵܿ൨+ ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰
= +൬൤ܽଵܦ ଶܽ ଵܾ+ ଶܾ0 ଵܿ+ ଶܿ൨൰= ቂ0 )݌ ଵܽ+ ଶܽ) )݌+ ଵܿ+ ଶܿ)0 0 ቃ

dan                   

(ܣ)ܦ + (ܤ)ܦ = ቂ0 +ଵܽ݌ ଵܿ0݌ 0 ቃ+ ቂ0 +ଶܽ݌ ଶܿ0݌ 0 ቃ
= ቂ0 +ଵܽ݌ ଶܿ0݌+ଶܽ݌+ଵܿ݌ 0 ቃ
= ቂ0 )݌ ଵܽ+ ଶܽ) + )݌ ଵܿ+ ଶܿ)0 0 ቃ

untuk setiap ଵܽ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܿ∈ ℤ. Karena untuk setiap ܤ,ܣ∈ ܴ
diperoleh +ܣ)ܦ (ܤ = (ܣ)ܦ + ,(ܤ)ܦ
sehingga ∎                                            .merupakan pemetaan aditifܦ
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2.3 Grup

Definisi 2.3.1 (Grup) (Fraleigh, 1997)
Suatu grup (ܩ,∗) adalah himpunan ܩyang bersifat tertutup terhadap 
operasi biner ∗ dan memenuhi kondisi berikut.
1. Assosiatif yaitu untuk setiap ,ܽ ,ܾܿ∈ ܽ∗berlakuܩ ( ∗ܾ )ܿ = ( ∗ܽ )ܾ ∗ .ܿ
2. Terdapat elemen identitas yaitu terdapat ∈݁ ܽ∋ untuk setiapܩ ܩ

sedemikian sehingga berlaku∗ܽ =݁ ∗݁ =ܽ .ܽ
3. Memiliki elemen invers yaitu untuk setiap ∈ܽ ∋terdapat ᇱܽܩ ܩ

sedemikian sehingga ∗ܽ ᇱܽ= ᇱܽ∗ =ܽ .݁

Contoh 2.3.2(ℤ, +) merupakan grup karena ℤ pada operasi penjumlahan bersifat 
assosiatif, memiliki elemen identitas dan elemen invers.

Definisi 2.3.3 (Grup Abel) (Fraleigh, 1997)
Suatu grup (∗,ܩ) disebut grup Abel jika (∗,ܩ) bersifat komutatif. 

2.4 Ring

Definisi 2.4.1 (Ring) (Ehrlich, 1991)
Ring ܴadalah himpunan dengan dua operasi biner penjumlahan (+) 
dan perkalian (⋅) yang memenuhi aksioma berikut.
1. ( ,ܴ +) adalah grup Abel.
2. ( ,ܴ⋅) bersifat tertutup dan assosiatif.
3. Berlaku hukum distributif.

Contoh 2.4.2(ℤ, +,⋅), (ℚ, +,⋅), dan (ℝ, +,⋅) merupakan ring.

Definisi 2.4.3 (Torsion Free) (Vukman, 2007)
Ring dܴisebut 2-torsion free, jika =ݔ2 0 maka ݔ= 0 untuk setiap ݔ∈ .ܴ

Contoh 2.4.4
Diberikan himpunan matriks segitigas atas yang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
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Berdasarkan sifat- sifat operasi pada matrik, himpunan ܴterhadap 
operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring. Himpunan ܴ
merupakan suatu 2-torsion free ring karena jika diambil ∋ܣ ܴdan ܣ≠ 0  dengan

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨
maka

=ܣ2 2൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨= ൤2 ଵܽ 2 ଵܾ0 2 ଵܿ൨≠ 0
untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ∈ ℤ. Jadi, ܴmerupakan 2-torsion free ring.  ∎
2.5 Ideal

Definisi 2.5.1 (Ideal) (Whitelaw, 1995)
Diberikan suatu himpunan tidak kosong ܷdan ܷadalah himpunan 
bagian dari ring .ܴ ܷdisebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi:
1. −ܽ ∈ܾ uܷntuk setiap ,ܾܽ∈ .ܷ
2. ∋ݎܽ ݎܷܽ) ∈ )ܷ untuk setiap ∈ܽ ܷdan ݎ∈ .ܴ
Jika ܷideal kanan dan ideal kiri atas ∋ݎܽ)ܴ ܷdan ܽݎ ∈ )ܷ maka ܷdisebut two-sided ideal.

Contoh 2.5.2
Diberikan ring sܴebagai berikut.

ܴ= ቄቂݔ 0ݕ ∋ݖ,ݕ,ݔቃቚݖ ℤቅ.
Suatu himpunan tidak kosong ܷyang didefinisikan oleh

ܷ= ቄቂݔ 0ݕ 0ቃቚݕ,ݔ∈ ℤቅ
merupakan ideal atas .ܴ

Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5.1, akan dibuktikan ܷ adalah ideal 
atas .ܴ Misalkan ݔଵ,ݔଶ,ݕଵ,ݕଶ∈ ℤ dan ܤ,ܣ∈ ܷdengan

=ܣ ቂݔଵ ଵ0ݕ 0ቃdan ܤ= ቂݔଶ ଶ0ݕ 0 ቃ.
Maka

=ܤ−ܣ ቂݔଵ ଵ0ݕ 0ቃ−ቂݔଶ ଶ0ݕ 0 ቃ= ቂݔଵ−ݔଶ ଶ0ݕ−ଵݕ 0 ቃ∈ .ܷ
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Ambil ,ଵݕ,ଵݔ ,ܽ ,ܾ ∈ܿ ℤ dan ܣ∈ ,ܷܺ∈ dܴengan

=ܣ ቂݔଵ ଵ0ݕ 0ቃdan ܺ= ቂܽ ܾ0 ቃܿ.
Maka 

ܣ =ܺ ቂݔଵ ଵ0ݕ 0ቃቂܽ ܾ0 ቃܿ= ቂݔଵܽ ଵܾݔ + ଵܿ0ݕ 0 ቃ∈ ܷ
dan 

=ܣܺ ቂܽ ܾ0 ቃܿቂݔଵ ଵ0ݕ 0ቃ= ቂܽݔଵ ଵ0ݕܽ 0 ቃ∈ .ܷ

Jadi, ܷmerupakan ideal atas .ܴ ∎
Definisi 2.5.3 (Annihilator) (Argac, 2004)
Misalkan ܷadalah ideal atas .ܴ Annihilator dari ܷdidefinisikan oleh

Ann ( )ܷ = ∋ݔ�} =ݑݔܴ| ∋ݑ∀,0 }ܷ.
Contoh 2.5.4
Diberikan suatu ring dܴan ideal ܷatas sܴebagai berikut.

ܴ= ቄቂݔ 0ݕ ∋ݖ,ݕ,ݔቃቚݖ ℤቅ  dan  ܷ= ቄቂݔ 0ݕ 0ቃቚݕ,ݔ∈ ℤቅ.
Akan ditentukan annihilator dari .ܷ Diambil ܺ∈ dܴengan

ܺ= ቂܽ ܾ0 ቃܿ
untuk setiap ,ܽ ,ܾ ∈ܿ ℤ. Berdasarkan Definisi 2.5.3,

0 = ܺ =ܷ ቂܽ ܾ0 ቃܿቂݔ 0ݕ 0ቃ= ቂܽ 0ݕܽݔ 0 ቃ.
Dengan =ܽ 0, maka

ܺ= ቂ0 ܾ0 ቃܿdan ܺ =ܷ ቂ0 ܾ0 ቃܿቂݔ 0ݕ 0ቃ= ቂ0 00 0ቃ.
Jadi, Ann ( )ܷ = ቄቂ0 ܾ0 ቃܿቚ∀ ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Definisi 2.5.5
Suatu ring ܴdapat didefinisikan sebagai external direct sum, yaitu 
jumlah dari ring ଵܴ, ଶܴ, … , ௡ܴdan dinyatakan denganܴ= ଵܴ⊕ …⊕ ௡ܴ.

Definisi 2.5.6
Misalkan ܴ adalah ring dan ଵܷ, ଶܷ, … , ௡ܷ adalah ideal atas ܴ
sedemikian sehingga

(i) ܴ= ∑ ௜ܷ௡௜ୀଵ
(ii) ௜ܷ∩ ∑ ௝ܷ௡௝ஷଵ = {0} untuk =݅ 1, … , .݊
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Maka ܴdisebut internal direct sum dari ideal ௜ܷdan ܴdinyatakan 
dengan ܴ= ଵܷ⊕ …⊕ ௡ܷ.

2.6 Ring Semiprima

Definisi 2.6.1 (Ring semiprima) (Argac, 2004)
Suatu ring R disebut ring semiprima jika =ݔܴݔ 0 maka ݔ= 0 untuk 
setiap ݔ∈ .ܴ

Contoh 2.6.2
Ring yܴang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ
merupakan ring semiprima karena jika diambil ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ≠ 0 dengan

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨∈ ܴ
maka

=ܣܴܣ                            ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨ቂܽ ܾ0 ቃܿ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨
= ൤ܽଵܽ ଵܾܽ + ଵܾܿ0 ଵܿܿ ൨൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨
= ൤ܽଵܽ ଵܽ ଵܽܽ ଵܾ+ ( ଵܾܽ + ଵܾܿ ) ଵܿ0 ଵܿܿ ଵܿ ൨
≠ 0

Berdasarkan Definisi 2.6.1, kontraposisi terpenuhi. Jadi, ܴ
merupakan ring semiprima.                                                               ∎
Lema 2.6.3
Misalkan ܴadalah ring semiprima dengan 2-torsion free. Jika untuk 
setiap ݔ, ,ܽ ∈ܾ ܴmemenuhi ܾ+ݔܽ ܽ=ݔܾ 0, maka ܾ=ݔܽ ܽ=ݔܾ 0,
untuk setiap ݔ, ,ܽ ∈ܾ .ܴ

Bukti. Diketahui untuk setiap ݔ, ,ܽ ∈ܾ bܴerlakuܽݔ+ܾ ܽ=ݔܾ 0.
Jika pada masing- masing ruas ditambahkan dengan (–ܾݔ)ܽ, maka 
diperoleh ܾ=ݔܽ ܽ.ݔܾ−
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Berdasarkan Definisi 2.6.1, dihasilkan
=ܾݔܽݕܾݔܽ                                  (2.1)                              ܾݔܽݕܾݔܽ−
Jika pada persamaan (2.1) masing- masing ruas ditambahkan dengan ܾܽݔܽݕܾݔ, maka dihasilkan2ܾܽݔܽݕܾݔ= 0.
Karena aܴdalah ring semiprima dengan 2-torsion free, sehinggaܾܽݔܽݕܾݔ= 0.
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga ܽݔ=ܾ 0.
Jadi, diperoleh ܽ=ݔܾ 0.
Terbukti, ܾ=ݔܽ ܽ=ݔܾ 0 untuk setiap ݔ, ,ܽ ∈ܾ .ܴ                         ∎
Lema 2.6.4 
Misalkan ܴ adalah ring semiprima. Jika untuk setiap ,ܽ ∋ݔܾ, ܾ=ݔܽ ܴ, 0 maka ܽ =ܾ ܾ =ܽ 0.

Bukti. Jika diambil ܾ(ܽ)ݔܾ(ܽ)maka berlakuܴ∋ݔ = ܽ(ݔܾܽ) =ܾ ܽ(ܾ)ݔܽ(ܾ),0 = ܾ(ݔܾܽ) =ܽ 0.
Berdasarkan Definisi 2.6.1 maka ܽ =ܾ ܾ =ܽ 0, untuk setiap ݔ∈ .ܴ∎
Definisi 2.6.5 (Essential ideal) (Argac N, 2004)
Diberikan ring semiprima ܴdan ideal ܷatas .ܴ Essential ideal atas 

dܴidefinisikan oleh ܷ⊕ Ann ( )ܷ dengan ܷ∩ Ann ( )ܷ = 0.

Contoh 2.6.6
Diberikan ring semiprima ܴdan ideal ܷatas ܴyang didefinisikan 
oleh

ܴ= ቄቂܽ 00 ቃܾቚܽ, ∈ܾ ℤቅdan  ܷ= ൜൤ݔ 00 ∋ݕ,ݔ൨ฬݕ ℤൠ
Diketahui annihilator dari ܷadalah

Ann( )ܷ= ቂ0 00 0ቃ.
Karena ܷ∩ Ann ( )ܷ = 0, sehingga terdapat ܷ⊕ Ann ( )ܷ yang 
merupakan essential ideal.
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2.7 Ring prima

Definisi 2.7.1 (Ring prima) (Argac, 2004)
Suatu ring ܴ disebut ring prima jika =ݕܴݔ 0 maka ݔ= 0 atau ݕ= 0 untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ

Contoh 2.7.2
Ring yܴang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ 00 ቃܾቚܽ, ∈ܾ ℝቅ
merupakan ring prima.

Bukti. Diambil ଵܽ, ଵܾ∈ ℤ dan ܯ∈ ,ܴ dengan

=ܯ ൤ܽଵ 00 ଵܾ൨.
Berdasarkan Definisi 2.7.1 akan dibuktikan ܯ adalah ring prima. 
Pembuktian dilakukan melalui kontraposisi. Diambil ,ܿ ,݀ ,݁ ∈݂ ℤ
dan ܤ,ܣ∈ dܴengan

=ܣ ቂܿ 00 ቃ݀dan ܤ= ൤݁ 00 ൨݂.
Maka diperoleh

=ܤܯܣ    ቂܿ 00 ቃ݀൤ܽଵ 00 ଵܾ൨൤݁ 00 ൨݂
                                         = ൤ܿ ଵܽ݁ 00 ܾ݀ଵ݂ ൨
                                         ≠ ቂ0 00 0ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ,ܿ ,݀ ,݁ ∈݂ ℤ. Kontraposisi terpenuhi, sehingga ܴ
merupakan ring prima.                                                                      ∎
2.8 Multiplier

Definisi 2.8.1 (Left  Multiplier) (Lahcen, 2010)
Misalkan ܴ adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan 
aditif →ܴ:ܪ .ܴ Jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴmemenuhi(ݕݔ)ܪ = ݕ(ݔ)ܪ
maka ܪdisebut left  multiplier.
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Definisi 2.8.2 (Right  Multiplier) (Lahcen, 2010)
Misalkan ܴ adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan 
aditif →ܴ:ܪ .ܴ Jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴmemenuhi(ݕݔ)ܪ = (ݕ)ܪݔ
maka ܪdisebut right multiplier.    

Contoh 2.8.3
Diberikan ring semiprima sܴebagai berikut.

ܴ= ൝൥ܽ 0 00 ܽ 00 0 ൩ܽอܽ∈ ℝൡ.
Ambil ܣ∈ dܴengan

=ܣ ൥݌ 0 00 ݌ 00 0 ∋݌,൩݌ ℝ
Suatu pemetaan ܪ:ܴ→ yܴang didefinisikan oleh(ݔ)ܪ = ݔܣ
memenuhi (ݕݔ)ܪ = =ݕ(ݔ)ܪ danݕ(ݔ)ܪ (ݕ)ܪݔ
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ
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BAB III
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas beberapa definisi, lema, dan teorema 
tentang Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima.

3.1 Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.1.1 (Bresar, 1988)
Misalkan ܴadalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif:ܴ݀→ .ܴ Jika untuk setiap ∋ݕ,ݔ bܴerlaku(݀ݕݔ) = +ݕ(ݔ݀) (ݕ݀)ݔ
maka d݀isebut derivation. 

Contoh 3.1.2
Diberikan ring semiprima yܴang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ
dan pemetaan aditif d݀an d݃idefinisikan sebagai berikut.

݀ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ− 0 ቃdan ݃ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 0ݎܾ− 0 ቃ
dengan ݌dan ݎadalah elemen tidak nol dari ℤ. Maka ݀dan ݃
merupakan derivation.

Bukti. Diketahui

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Diambil ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ dan ܤ,ܣ∈ sܴebagai berikut.       

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨dan =ܤ ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨
dengan 

(ܣ݀) = ݀൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ
(ܤ݀) = ݀൬൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 ଶܿ0݌−ଶܽ݌ 0 ቃ
(ܣ݃) = ݃൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 − ଵܾ0ݎ 0 ቃ
(ܤ݃) = ݃൬൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ
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Akan ditunjukkan (ܤܣ݀) = +ܤ(ܣ݀) ܣ .(ܤ݀)
Untuk ruas kiri diperoleh

(ܤܣ݀) = ݀൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰
                                                 = ݀൬൤ܽଵܽ ଶ ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ0 ଵܿܿ ଶ ൨൰
                                                 = ቂ0 ଵܽܽ݌ ଶ−݌ଵܿܿଶ0 0 ቃ

untuk setiap ଵܽ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܿ,݌∈ ℤ. Untuk ruas kanan diperoleh
+ܤ(ܣ݀)          ܣ (ܤ݀)

= ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨+ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨ቂ0 ଶܿ0݌−ଶܽ݌ 0 ቃ
         = ቂ0 (ଵܿ݌−ଵܽ݌) ଶܿ0 0 ቃ+ቂ0 ଵܽ(݌ଶܽ−݌ଶܿ)0 0 ቃ
         = ቂ0 (ଵܿ݌−ଵܽ݌) ଶܿ+ ଵܽ(݌ଶܽ−݌ଶܿ)0 0 ቃ
        = ቂ0 +ଵܿܿଶ݌−ଵܽܿଶ݌ ଵܽ݌ଶܽ− ଵܽ݌ଶܿ0 0 ቃ
         = ቂ0 +ଵܿܿଶ݌− ଵܽ݌ଶܽ0 0 ቃ
         = ቂ0 ଵܽ݌ଶܽ−݌ଵܿܿଶ0 0 ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܿ,݌∈ ℤ. Selanjutnya, akan ditunjukkan(݃ܤܣ) = +ܤ(ܣ݃) ܣ .(ܤ݃)
Untuk ruas kiri diperoleh

(ܤܣ݃) = ݃൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰
                                                 = ݃൬൤ܽଵܽ ଶ ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ0 ଵܿܿ ଶ ൨൰
                                                 = ቂ0 −( ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ)0ݎ 0 ቃ

untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ଶܾ, ଶܿ,ݎ∈ ℤ. Untuk ruas kanan diperoleh
+ܤ(ܣ݃)          ܣ (ܤ݃)
                  = ቂ0 − ଵܾܿଶ0 0 ቃ+ ቂ0 ଵܽ(− ଶܾ0(ݎ 0 ቃ
                  = ቂ0 − ଵܾܿଶ+ ଵܽ(− ଶܾ0(ݎ 0 ቃ

                          = ቂ0 −( ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ)0ݎ 0 ቃ
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untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ଶܾ, ଶܿ,ݎ∈ ℤ. Berdasarkan Definisi 3.1.1, d݀an ݃
merupakan derivation.                                                                       ∎
Contoh 3.1.3
Diberikan Ring yܴang beranggotakan fungsi sebagai berikut. ܴ= { :݂ ℝ → ℝ| ∈݂ Cஶ}
Suatu pemetaan aditif d݀idefinisikan oleh:݀ ܴ⟶ܴ
                                                    ݂⟼ (݀ )݂ = ᇱ݂
Akan ditunjukkan bahwa ݀merupakan derivation. Ambil ,݂ ∈݃ .ܴ 
Berdasarkan definisi pemetaan d݀i atas diperoleh(݂݀ )݃ = (݂ )݃ᇱ

                    = ᇱ݂݃ + ݂݃ ᇱ
                            = (݀ )݂ +݃ ݂ (݀ )݃

Terbukti bahwa m݀erupakan derivation.                                          ∎
3.2 Jordan Derivation pada Ring Semiprima

Definisi 3.2.1 (Bresar, 1988)
Misalkan ܴadalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif:ܴ݀→ .ܴ Jika untuk setiap ݔ∈ܴmemenuhi(݀ݔଶ) = +ݔ(ݔ݀) ,(ݔ݀)ݔ
maka d݀isebut Jordan derivation.

Contoh 3.2.2
Diberikan ring semiprima sܴebagai berikut.

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Suatu pemetaan aditif d݀idefinisikan oleh

݀ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ− 0 ቃ
dengan ,ܽ ,ܾ elemen tidak nol dari ℤ. Maka ݀adalah݌ܿ, Jordan 
derivation.

Bukti. Diambil ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ∈ ℤ dan ∋ܣ .ܴ       

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨
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dengan 

(ܣ݀) = ݀൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ.
Akan dibuktikan (ܣܣ݀) = +ܣ(ܣ݀) ܣ .(ܣ݀)
Untuk ruas kiri diperoleh

(ܣܣ݀) = ݀൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൰
                 = ݀൬൤ܽଵܽ ଵ ଵܾܽ ଵ+ ଵܾܿଵ0 ଵܿܿ ଶ ൨൰

          = ቂ0 ଵܽܽ݌ ଵ−݌ଵܿܿଵ0 0 ቃ.
untuk setiap ଵܽ, ଵܿ,݌∈ ℤ. Untuk ruas kanan diperoleh
ܣ+ܣ(ܣ݀)          (ܣ݀)

= ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨+ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ
          = ቂ0 (ଵܿ݌−ଵܽ݌) ଵܿ0 0 ቃ+ ቂ0 ଵܽ(݌ଵܽ−݌ଵܿ)0 0 ቃ
          = ቂ0 (ଵܿ݌−ଵܽ݌) ଵܿ+ ଵܽ(݌ଵܽ−݌ଵܿ)0 0 ቃ
          = ቂ0 +ଵܿܿଵ݌−ଵܽܿଵ݌ ଵܽ݌ଵܽ− ଵܽ݌ଵܿ0 0 ቃ
          = ቂ0 +ଵܿܿଵ݌− ଵܽ݌ଵܽ0 0 ቃ
          = ቂ0 ଵܽ݌ଵܽ−݌ଵܿܿଵ0 0 ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܿ,݌∈ ℤ. Berdasarkan Definisi 3.2.1, ݀merupakan 
Jordan derivation.                                                                             ∎
3.3 Generalized Derivation pada Ring Semiprima

Definisi 3.3.1 (Daif, dkk., 2007)
Misalkan ܴ adalah ring semiprima. Diberikan pemetaan aditifܦ:ܴ→ .ܴ Jika terdapat derivation :ܴ݀→ ܴ sedemikian sehingga 
untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴmemenuhi(ݕݔ)ܦ = (ݔ)ܦ +ݕ (ݕ݀)ݔ
maka ܦdisebut generalized derivation.
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Contoh 3.3.2
Diberikan ring semiprima yܴang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Misalkan ݍ,݌dan ݎelemen tidak nol dari ℤ dan pemetaan aditifܩ,ܦ, ,݀ dan d݃idefinisikan sebagai berikut.

ቀቂܽܦ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ +ܽ 0ܿ݌ 0 ቃ, ݀ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ− 0 ቃ
ቀቂܽܩ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݍ 0ݎܾܿ− 0 ቃdan ݃ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 0ݎܾ− 0 ቃ

dengan d݀an a݃dalah derivation. Maka ܦdan ܩadalah generalized 
derivation.

Bukti. Diambil ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ dan ܤ,ܣ∈ .ܴ

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨dan =ܤ ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨
dengan 

(ܣ)ܦ = ൬൤ܽଵܦ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌+ଵܽ݌ 0 ቃ
(ܤ݀) = ݀൬൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 ଶܿ0݌−ଶܽ݌ 0 ቃ
(ܣ)ܩ = ൬൤ܽଵܩ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 −ଵܿݍ ଵܾ0ݎ 0 ቃ

(ܤ݃) = ݃൬൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ.
Akan dibuktikan (ܤܣ)ܦ = +ܤ(ܣ)ܦ ܣ (ܤ݀)
Untuk ruas kiri, diperoleh

(ܤܣ)ܦ = ൬൤ܽଵܦ ଵܾ0 ଵܿ൨൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰
                 = ൬൤ܽଵܽܦ ଶ ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ0 ଵܿܿ ଶ ൨൰

= ቂ0 ଵܽܽ݌ ଶ+ ଵܿܿଶ0݌ 0 ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܿ,݌∈ ℤ.
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Untuk ruas kanan, diperolehܤ(ܣ)ܦ+ ܣ (ܤ݀)
= ቂ0 +ଵܽ݌ ଵܿ0݌ 0 ቃ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨+ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨ቂ0 ଶܿ0݌−ଶܽ݌ 0 ቃ

          = ቂ0 +ଵܽ݌) (ଵܿ݌ ଶܿ0 0 ቃ+ ቂ0 ଵܽ(݌ଶܽ−݌ଶܿ)0 0 ቃ                           

= ቂ0 +ଵܽ݌) (ଵܿ݌ ଶܿ+ ଵܽ(݌ଶܽ−݌ଶܿ)0 0 ቃ
= ቂ0 +ଵܽܿଶ݌ +ଵܿܿଶ݌ ଵܽ݌ଶܽ− ଵܽ݌ଶܿ0 0 ቃ
= ቂ0 +ଵܿܿଶ݌ ଵܽ݌ଶܽ0 0 ቃ
= ቂ0 ଵܽܽ݌ ଶ+ ଵܿܿଶ0݌ 0 ቃ

untuk setiap ଵܽ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܿ,݌∈ ℤ. Selanjutnya, akan dibuktikan (ܤܣ)ܩ = +ܤ(ܣ)ܩ ܣ .(ܤ݃)
Untuk ruas kiri, diperoleh

(ܤܣ)ܩ = ൬൤ܽଵܩ ଵܾ0 ଵܿ൨൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰
         = ൬൤ܽଵܽܩ ଶ ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ0 ଵܿܿ ଶ ൨൰

               = ቂ0 −ଵܿܿଶݍ ( ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ)0ݎ 0 ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ. Untuk ruas kanan, diperoleh
+ܤ(ܣ)ܩ              ܣ (ܤ݃)

= ቂ0 −ଵܿݍ ଵܾ0ݎ 0 ቃ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨+ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨ቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ
              = ቂ0 −ଵܿݍ) ଵܾݎ) ଶܿ0 0 ቃ+ ቂ0 ଵܽ(− ଶܾ0(ݎ 0 ቃ
              = ቂ0 −ଵܿݍ) ଵܾݎ) ଶܿ+ ଵܽ(− ଶܾ0(ݎ 0 ቃ
              = ቂ0 −ଵܿܿଶݍ ଵܾܿݎଶ− ଵܾܽ ଶ0ݎ 0 ቃ
              = ቂ0 −ଵܿܿଶݍ ( ଵܾܽ ଶ+ ଵܾܿଶ)0ݎ 0 ቃ
untuk setiap ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ. Berdasarkan Definisi 3.3.1,
terbukti ∎                        .merupakan generalized derivationܩ danܦ
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Definisi 3.3.3 (Vukman, 2007)
Suatu pemetaan aditif →ܴ:ܦ ܴ disebut generalized Jordan 
derivation jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlakuܦ(ݔଶ) = (ݔ݀)ݔ+ݔ(ݔ)ܦ
dengan :݀ ܴ→ aܴdalah derivation.

Contoh 3.3.4
Contoh 3.3.2 merupakan generalized Jordan derivation karena 
berdasarkan Definisi 3.3.1 dan Definisi 3.3.3, hal ini dapat 
dibuktikan dengan diasumsikan ݕ=  elemenݕ danݔ untuk setiapݔ
dari ring semiprima.  

Teorema 3.3.5
Misalkan ܴ ring semiprima dengan 2-torsion free. Diberikan
pemetaan aditif  ܦ:ܴ→ܴdan :݀ ܴ→ ܴ. Jika ݀adalah derivation
dan untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(ݔݕݔ)ܦ = +ݔݕ(ݔ)ܦ ,(ݔݕ݀)ݔ
maka ܦmerupakan generalized Jordan derivation. 

Bukti. Diberikan (ݔݕݔ)ܦ = +ݔݕ(ݔ)ܦ (ݔݕ݀)ݔ                        (3.1)
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݔ= +ݔ  keݖ
persamaan (3.1) dan dilakukan linierisasi, maka diperoleh(ݔݕݖ+ݖݕݔ)ܦ = +ݖݕ(ݔ)ܦ (ݖݕ݀)ݔ + +ݕ(ݖ)ܦ (3.2)   (ݔݕ)ݖ݀
Jika dilakukan substitusi ݖ= +ଶݔݕݔ)ܦଶke persamaan (3.2) maka dihasilkanݔ (ݔݕଶݔ = +ଶݔݕ(ݔ)ܦ (ଶݔݕ݀)ݔ + +ݔݕ(ଶݔ)ܦ ଶ݀ݔ (ݔݕ)

(3.3)
Substitusi ݕ= +ݕݔ ,ke persamaan (3.1)ݔݕ diperoleh 
(ݔ(ݔݕ+ݕݔ)ݔ)ܦ    = +൯ݔ(ݔݕ+ݕݔ)൫(ݔ)ܦ +ݕݔ)൫݀ݔ ൯ݔ(ݔݕ
                                = +ݔݕݔ(ݔ)ܦ +ଶݔݕ(ݔ)ܦ (ݔݕݔ݀)ݔ + (ଶݔݕ݀)ݔ

      (3.4)
Berdasarkan perbandingan persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh 
persamaan baru, yaitu:ݔݕ(ݔ)ܦଶ+ (ଶݔݕ݀)ݔ + +ݔݕ(ଶݔ)ܦ ଶ݀ݔ =(ݔݕ) +ݔݕݔ(ݔ)ܦ +ଶݔݕ(ݔ)ܦ (ݔݕݔ݀)ݔ + (ଶݔݕ݀)ݔ (3.5)
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Misalkan (ݔ)ܣ = (ଶݔ)ܦ ,(ݔ݀)ݔ−ݔ(ݔ)ܦ−
sehingga untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ persamaan (3.5) dapat diubah dalam 
bentuk:0 = +ଶݔݕ(ݔ)ܦ (ଶݔݕ݀)ݔ + ଶ݀ݔ+ݔݕ(ଶݔ)ܦ +ݔݕݔ(ݔ)ܦ൫−(ݔݕ) +ଶݔݕ(ݔ)ܦ (ݔݕݔ݀)ݔ + ൯(ଶݔݕ݀)ݔ
     = 0 + 0 +ݔݕ(ଶݔ)ܦ+ ଶ݀ݔ (ݔݕ) − (ݔݕݔ݀)ݔ−ݔݕݔ(ݔ)ܦ
     = +ݔݕ(ଶݔ)ܦ ଶ݀ݔ (ݔݕ) − (ݔݕ݀)ݔݔ−ݔݕ(ݔ݀)ݔ−ݔݕݔ(ݔ)ܦ
     = +ݔݕ(ଶݔ)ܦ 0 − ݔݕ(ݔ݀)ݔ−ݔݕݔ(ݔ)ܦ
     = −ݔݕ(ଶݔ)ܦ ݔݕ(ݔ݀)ݔ−ݔݕݔ(ݔ)ܦ
     = ൫ܦ(ݔଶ) ݔݕ൯(ݔ݀)ݔ−ݔ(ݔ)ܦ−
     = (3.6)                                                                                 ݔݕ(ݔ)ܣ
Selanjutnya untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ akan ditunjukkan(ݔ)ܣ = 0.
Jika dilakukan subtitusi ݕ= (ݔ)ܣݕݔ ke persamaan (3.6), maka untuk ݔ∈ dܴiperoleh 0 = ݔ(ݔ)ܣݕݔ(ݔ)ܣ
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga   
                                        0 = (3.8)                                             ݔ(ݔ)ܣ
Pada persamaan (3.6), jika (ݔ)ܣ dikalikan dari sisi kiri danݔ dari sisi 
kanan, maka untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴihasilkan0 = (ݔ)ܣݔݕ(ݔ)ܣݔ
                                            = (3.9)                                             (ݔ)ܣݔ
karena aܴdalah ring semiprima. Melalui linierisasi persamaan (3.8),
diperoleh +ݕ(ݔ)ܣ +ݔ(ݕ)ܣ+ݔ(ݕ,ݔ)ߚ =ݕ(ݕ,ݔ)ߚ 0
untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴengan(ݕ,ݔ)ߚ = (ݔݕ+ݕݔ)ܦ (ݕ݀)ݔ−ݔ(ݕ)ܦ−ݕ(ݔ)ܦ− ݕ− .(ݔ݀)
Untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ jika dilakukan substitusi ݔ= ݔ− ke 
persamaan (3.10) maka diperoleh
      0 = +ݕ(ݔ−)ܣ (ݔ−)(ݕ,ݔ−)ߚ + (ݔ−)(ݕ)ܣ + =ݕ(ݕ,ݔ−)ߚ +ݕ(ݔ−)ܣ +ݕݔ−)ܦ) (ݔݕ −ݕ(ݔ−)ܦ− −(ݔ−)(ݕ݀) (ݔ−) (ݕ݀) (ݔ−)ܦݕ− (ݔ−)( + +(ݔ−)(ݕ)ܣ ൫ݕݔ−)ܦ+ (ݔݕ −ݕ(ݔ−)ܦ− −(ݔ−)(ݕ݀) (ݔ−) (ݕ݀) ݕ൯(ݔ−)ܦݕ−
         = +ݕ(ݔ)ܣ (3.11)                      ݕ(ݕ,ݔ)ߚ−ݔ(ݕ)ܣ−ݔ(ݕ,ݔ)ߚ

(3.7)

(3.10)
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Jika persamaan (3.10) dan (3.11) dijumlahkan, maka untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴihasilkan0 = +ݕ(ݔ)ܣ +ݔ(ݕ,ݔ)ߚ +ݔ(ݕ)ܣ +ݕ(ݕ,ݔ)ߚ +ݕ(ݔ)ܣ =ݕ(ݕ,ݔ)ߚ−ݔ(ݕ)ܣ−ݔ(ݕ,ݔ)ߚ +ݕ(ݔ)ܣ)2 (ݔ(ݕ,ݔ)ߚ
Karena aܴdalah 2-torsion free, sehingga0 = +ݕ(ݔ)ܣ (3.12)                            ݔ(ݕ,ݔ)ߚ
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Pada persamaan (3.12), jika sisi kanan 
dikalikan dengan (ݔ)ܣ maka diperoleh(ݔ)ܣݕ(ݔ)ܣ = 0
untuk setiapݕ,ݔ∈ .ܴ Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga(ݔ)ܣ = 0
untuk setiap ݔ∈ .ܴ Jadi, ܦadalah generalized jordan derivation.   ∎
Corolary 3.3.6
Misalkan ܴadalah ring semiprima dengan 2-torsion free. Diberikan 
pemetaan aditif danܴ→ܴ:ܦ :݀ ܴ→ .ܴ Jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴ
memenuhi (ݔݕݔ)ܦ = +ݔݕ(ݔ)ܦ (ݔݕ݀)ݔ
dengan ݀ adalah derivation maka ܦ merupakan generalized 
derivation.

Bukti. Diketahui untuk setiap ݕ,ݔ∈ (ݔݕݔ)ܦܴ, = +ݔݕ(ݔ)ܦ .(ݔݕ݀)ݔ
Misalkan ௟ܽ= −ܦ ,݀ maka

௟ܽ(ݔݕݔ)
    = (ݔݕݔ)ܦ − (ݔݕݔ݀)
    = (ݔݕ݀)ݔ+ݔݕ(ݔ)ܦ − (ݔݕ݀)ݔ−ݔݕ(ݔ݀)
    = +ݔ(ݕ)൫݀ݔ+ݔݕ(ݔ)ܦ −൯(ݔ݀)ݕ +ݔ(ݕ)൫݀ݔ−ݔݕ(ݔ݀) ൯(ݔ݀)ݕ
    = +ݔ(ݕ݀)ݔ+ݔݕ(ݔ)ܦ (ݔ݀)ݕݔ −       (ݔ݀)ݕݔ−ݔ(ݕ݀)ݔ−ݔݕ(ݔ݀)
    = ൫(ݔ)ܦ − ݔݕ൯(ݔ݀)
    = ௟ܽ(ݔ)ݔݕ.
Dengan kata lain,  ௟ܽadalah left multiplier dari .ܴ Dari permisalan di 
atas, berarti ܦ= +݀ ௟ܽ, dengan ݀derivation dan ௟ܽadalah left
multiplier dari ܴyang menunjukkan bahwa ܦ adalah generalized 
derivation.                                                                                          ∎
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3.4 Orthogonal Derivation pada Ring Semiprima

Muhammad Ashraf mengutip definisi orthogonal derivation
sebagai berikut.

Definisi 3.4.1
Dua derivation d݀an d݃isebut ortogonal jika memenuhi(݀ݔ)ܴ (ݕ݃) = 0 = ܴ(ݕ݃) (ݔ݀)
untuk setiap ∋ݕ,ݔ .ܴ
Contoh 3.4.2
Misalkan aܴdalah ring semiprima yang didefinisikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Diberikan pemetaan aditif d݀an s݃ebagai berikut.

݀ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ− 0 ቃ
݃ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 0ݎܾ− 0 ቃ

dengan elemen tidak nol dari ℤݎ,݌ dan ,݀ a݃dalah derivation. Akan 
ditunjukkan d݀an o݃rthogonal derivation. Ambil ∋ܤ,ܣ dܴan  
ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ yaitu

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨dan ܤ= ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨
dengan

(ܣ݀) = ݀൬൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ
(ܤ݃) = ݃൬൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ.

Berdasarkan Definisi 3.4.1,

ܴ(ܣ݀) (ܤ݃) = ቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃቂܽ ܾ0 ቃܿቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ
                                  = ቂ0 0ܿ(ଵܿ݌−ଵܽ݌) 0 ቃቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃ

                              = ቂ0 00 0ቃ
dan

ܴ(ܤ݃) (ܣ݀) = ቂ0 − ଶܾ0ݎ 0 ቃቂܽ ܾ0 ቃܿቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ
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                                   = ቂ0 (− ଶܾ0ܿ(ݎ 0 ቃቂ0 ଵܿ0݌−ଵܽ݌ 0 ቃ
                                   = ቂ0 00 0ቃ
Jadi, d݀an a݃dalah orthogonal derivation.                                      ∎
3.5 Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.5.1 (Argac, 2004)
Dua generalized derivation padaܩ danܦ ring semiprima ܴdisebut 
ortogonal jika (ݕ)ܩܴ(ݔ)ܦ = 0 = (ݔ)ܦܴ(ݕ)ܩ
untuk setiapݕ,ݔ∈ .ܴ

Contoh 3.5.2
Misalkan aܴdalah ring semiprima yang diberikan oleh

ܴ= ቄቂܽ ܾ0 ቃܿቚܽ, ,ܾ ∈ܿ ℤቅ.
Diberikan dua derivation

݀ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ 0ܿ݌ܽ− 0 ቃ,݃ቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 0ݎܾ− 0 ቃ.
dan dua generalized derivation

ቀቂܽܦ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݌ +ܽ 0ܿ݌ 0 ቃ,ܩቀቂܽ ܾ0 ቃܿቁ= ቂ0 ݍ 0ݎܾܿ− 0 ቃ
Akan ditunjukkan ܦ dan ܩortogonal. Diberikan ∋ܤ,ܣ ܴdengan
ଵܽ, ଵܾ, ଵܿ, ଶܽ, ଶܾ, ଶܿ∈ ℤ sebagai berikut.

=ܣ ൤ܽଵ ଵܾ0 ଵܿ൨dan =ܤ ൤ܽଶ ଶܾ0 ଶܿ൨
dengan

(ܣ)ܦ = ൬൤ܽଵܦ ଵܾ0 ଵܿ൨൰= ቂ0 ଵܿ0݌+ଵܽ݌ 0 ቃ
(ܤ)ܩ = ൬൤ܽଶܩ ଶܾ0 ଶܿ൨൰= ቂ0 −ଶܿݍ ଶܾ0ݎ 0 ቃ

Berdasarkan Definisi 3.5.1, diperoleh

(ܤ)ܩܴ(ܣ)ܦ = ቂ0 +ଵܽ݌ ଵܿ0݌ 0 ቃቂܽ ܾ0 ቃܿቂ0 −ଶܿݍ ଶܾ0ݎ 0 ቃ
                        = ቂ0 +ଵܽ݌) ଵܿ)ܿ0݌ 0 ቃቂ0 −ଶܿݍ ଶܾ0ݎ 0 ቃ
                        = ቂ0 00 0ቃ
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dan

(ܣ)ܦܴ(ܤ)ܩ = ቂ0 −ଶܿݍ ଶܾ0ݎ 0 ቃቂܽ ܾ0 ቃܿቂ0 +ଵܽ݌ ଵܿ0݌ 0 ቃ
                        = ቂ0 −ଶܿݍ) ଶܾ0ܿ(ݎ 0 ቃቂ0 +ଵܽ݌ ଵܿ0݌ 0 ቃ
                        = ቂ0 00 0ቃ

Jadi, ܦdan ܩadalah orthogonal generalized derivation.                  ∎
Lema 3.5.3
Misalkan aܴdalah ring semiprima dengan 2- torsion free. Jika ܩ danܦ orthogonal generalized derivation pada ,ܴ maka ܦ dan ܩmemenuhi kondisi berikut.
(i) (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = sedemikian sehingga ,(ݕ)ܦ(ݔ)ܩ untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0.
(ii) ݀dan o݃rtogonal, dan untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(݀ݔ)(ݕ)ܩ = (ݕ)ܩ (ݔ݀) = 0.
(iii) ݃dan ܦortogonal, dan untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(݃ݔ)(ݕ)ܦ = (ݕ)ܦ (ݔ݃) = 0
(iv) ݀dan a݃dalah orthogonal derivation.
(v) =ܩ݀ ܩ =݀ 0 dan ݃ܦ= ܦ =݃ 0.
(vi) =ܩܦ =ܦܩ 0.

Bukti.
(i) Misalkan untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ (ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦܴ, = 0 dan  (ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ = 0

adalah orthogonal generalized derivation. Berdasarkan Lema 
2.6.4, untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ diperoleh(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0 dan (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0.
Jadi, untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴihasilkan(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0

(ii) Diketahui (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0 dan (ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ = 0
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ

(3.13)
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Pada persamaan (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0, jika dilakukan substitusi ݔ= ∋ݎ,ݔ untuk setiapݔݎ ,ܴ maka diperoleh 0 = =(ݕ)ܩ(ݔݎ)ܦ ൫ݔ(ݎ)ܦ+ =(ݕ)ܩ൯(ݔ)ݎ݀ (ݕ)ܩݔ(ݎ)ܦ + =(ݕ)ܩ(ݔ)ݎ݀ =(ݕ)ܩ(ݔ)ݎ݀ =(ݕ)ܩ(ݔ)ݎ݀(ݕ)ܩ(ݔ݀)                  (3.14)                                   (ݕ)ܩ(ݔ݀)
Berdasarkan persamaan (3.14), untuk setiap ݎ,ݕ,ݔ∈ ܴ
diperoleh 0 = (ݕ)ܩ(ݎݔ݀)

                                                  = ൫݀(ݔ)ݎ+ (ݕ)ܩ൯(ݎ݀)ݔ
                                                 = (ݕ)ܩݎ(ݔ݀) (ݕ)ܩ(ݎ݀)ݔ+
                                                 = (ݕ)ܩݎ(ݔ݀)

Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap ݎ,ݕ,ݔ∈ dܴihasilkan0 = (ݔ)ݎ݀(ݕ)ܩ
                                         = (ݕ)ܩ (ݔ݀)                             (3.15)

Jadi, ݀dan ܩortogonal dan (ݕ)ܩ(ݔ݀) = (ݕ)ܩ (ݔ݀) = 0 untuk 
setiap ∋ݕ,ݔ .ܴ

(iii) Diketahui (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0 dan (ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ = 0
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Dengan (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0 diperoleh0 = (ݕ)ܦ(ݔݎ)ܩ

                      = ൫ݔ(ݎ)ܩ+ (ݕ)ܦ൯(ݔ)ݎ݃
                           = (ݕ)ܦݔ(ݎ)ܩ + (ݕ)ܦ(ݔ)ݎ݃

                                                  = (3.16)                            (ݕ)ܦ(ݔ)ݎ݃
                                                  = (3.17)                              (ݕ)ܦ(ݔ݃)

untuk setiap untuk setiap ݎ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Dengan persamaan (3.17),
untuk setiap ݕ,ݔ,ݎ∈ dܴiperoleh0 = (ݕ)ܦ(ݎݔ݃)

                                                  = ൫݃(ݔ)ݎ+ (ݕ)ܦ൯(ݎ݃)ݔ
                                                  = (ݕ)ܦݎ(ݔ݃) + (ݕ)ܦ(ݎ݃)ݔ
                                                  = .(ݕ)ܦݎ(ݔ݃)
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Berdasarkan Lema 2.6.4, dihasilkan0 = (ݔ)ݎ݃(ݕ)ܦ
                                          = (ݕ)ܦ                                              (3.18)                               (ݔ݃)
Jadi, (݃ݔ)(ݕ)ܦ = (ݕ)ܦ =(ݔ݃) 0 untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ      
      

(iv) Jika dilakukan substitusi ݔ= =ݕ danݖݔ (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ ke persamaanݓݕ = 0 maka diperoleh(ݓݕ)ܩ(ݖݔ)ܦ = 0.
Dari persamaan (3.19), diperoleh persamaan  sebagai berikut.

     0 = (ݓݕ)ܩ(ݖݔ)ܦ
  = ൫(ݖ݀)ݔ+ݖ(ݔ)ܦ൯൫ݓ(ݕ)ܩ+ ݕ ൯(ݓ݃)
  = +ݓ(ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ (ݓ݃)ݕݖ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܩ(ݖ݀)ݔ + ݕ(ݖ݀)ݔ =(ݓ݃) ݕ(ݖ݀)ݔ (3.20)                                                                  (ݓ݃)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݓ,ݔ∈ .ܴ Jadi, d݀an o݃rtogonal.

(v) (a) Akan dibuktikan ݀ܩ= ܩ =݀ 0.
Berdasarkan (ii), untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴiketahui(݀ݔ)(ݕ)ܩ = 0 dan (ݕ)ܩ (ݔ݀) = 0
Misalkan =൯(ݕ)ܩݖ(ݔ)൫݀ܩ 0                          (3.21)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan pembuktian di point (ii), 
diketahui (ݕ)ܩݖ(ݔ݀) = 0,
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Dengan  persamaan (3.21), untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ dܴiperoleh 

         0 = ൯(ݕ)ܩݖ(ݔ)൫݀ܩ
            = (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)൫݀ܩ + (ݔ݀) ൫݃(ݕ)ܩݖ൯
            = (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)൫݀ܩ + (ݔ݀) (ݕ)ܩ(ݖ݃) + ൯(ݕ)ܩ൫ݖ݃(ݔ݀)

     = (3.22)                                                           (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)൫݀ܩ
Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ݀) ke persamaan (3.22),
dihasilkan 0 = ൯(ݔ)൫݀ܩݖ൯(ݔ)൫݀ܩ
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga diperoleh0 = ൯                               (3.23)(ݔ)൫݀ܩ
Jadi, ܩ =݀ 0.
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Misalkan 0 = ൫݀(ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ൯
Maka
      0 = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ + (ݔ)ܩ ൫݀݀(ݕ)ݖ൯

       = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ + (ݔ)ܩ (ݖ݀) (ݕ݀) + )ݖ݀(ݔ)ܩ ((ݕ݀)
         = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ                                                        (3.24)
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ)ܩ ke 
persamaan (3.24), diperoleh൫݀(ݔ)ܩ൯݀ݖ൫(ݔ)ܩ൯= 0
untuk setiap ݖ,ݔ∈ ܴ dan karena ܴ adalah ring semiprima, 
sehingga ൫݀(ݔ)ܩ൯= 0                                (3.25)
Jadi, =ܩ݀ 0. Terbukti bahwa ܩ =݀ =ܩ݀ 0.
(b) Diberikan ൫݃(ݕ)ݖ݃(ݔ)ܦ൯= 0.
Untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ ,ܴ diperoleh
   0 = ൫݃(ݔ)ܦ൯݃(ݕ)ݖ (ݔ)ܦ+ ൫݃݃(ݕ)ݖ൯= (ݕ)ݖ݃(ݔ)ܦ݃ (ݔ)ܦ+ (ݖ݃) (ݕ݃) + ൯(ݕ)൫݃ݖ݃(ݔ)ܦ
      = ൫݃(ݔ)ܦ൯݃(ݕ)ݖ                                                     (3.26)
Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ)ܦ ke persamaan (3.26),
dihasilkan ൫݃(ݔ)ܦ൯݃ݖ൫(ݔ)ܦ൯= 0
dan karena aܴdalah ring semiprima, sehingga൫݃(ݔ)ܦ൯= 0
Jika diketahui =൯(ݕ)ܦݖ(ݔ)൫݃ܦ 0.
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ ,ܴ maka diperoleh
    0 = (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ + (ݔ݃) ൫݀(ݕ)ܦݖ൯

    = (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ + (ݔ݃) ቀ݀(ݖ)(ݕ)ܦ + ൯ቁ(ݕ)ܦ൫ݖ݀
= (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ + (ݔ݃) (ݕ)ܦ(ݖ݀) + =൯(ݕ)ܦ൫ݖ݀(ݔ݃) (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ݃) (ݖ݀) + ൯(ݕ)ܦ൫ݖ݀(ݔ݃)

        = (3.28)                                                        (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ

(3.27)
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Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ݃) ke persamaan (3.28), 
dihasilkan =൯(ݔ)൫݃ܦݖ൯(ݔ)൫݃ܦ 0
dan karena aܴdalah ring semiprima, sehinggaܦ൫݃(ݔ)൯= 0
Jadi, =ܦ݃ ܦ =݃ 0.

(vi) Misalkan =൯(ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ൫ܩ 0,
maka diperoleh
     0 = (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)ܦ൫ܩ (ݔ)ܦ+ ൫݃(ݕ)ܩݖ൯= (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)ܦ൫ܩ (ݔ)ܦ+ (ݕ)ܩ(ݖ݃) + (ݔ)ܦ ((ݕ)ܩ݃)
        =                                     (3.30)                         (ݕ)ܩݖ൯(ݔ)ܦ൫ܩ
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ)ܦ ke 
persamaan (3.30) maka diperolehܩ൫(ݔ)ܦ൯ܩݖ൫(ݔ)ܦ൯= 0.
Karena aܴdalah ring semiprima, sehinggaܩ൫(ݔ)ܦ൯= 0
Untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ ,ܴ diberikanܦ൫(ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ൯= 0,
sehingga diperoleh
   0 = (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)ܩ൫ܦ + (ݔ)ܩ ൫݀(ݕ)ܦݖ൯= (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)ܩ൫ܦ (ݔ)ܩ+ (ݕ)ܦ(ݖ݀) + ݖ݀(ݔ)ܩ (ݕ)ܦ
    = (3.32)                                                          (ݕ)ܦݖ൯(ݔ)ܩ൫ܦ
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ)ܩ ke 
persamaan (3.32), diperoleh 0 = ൯(ݔ)ܩ൫ܦݖ൯(ݔ)ܩ൫ܦ
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga
                                 0 = ൯(ݔ)ܩ൫ܦ

Terbukti bahwa  ܦܩ= =ܩܦ 0.                                                ∎
Lema 3.5.4
Diberikan ring semiprima ܴdan ideal ܷatas .ܴ Misalkan  ܸadalah 
annihilator dari .ܷ Jika ܦ adalah generalized derivation pada ܴ
sedemikian sehingga ܦ( )ܴ, (݀ )ܴ ⊂ ,ܷ maka )ܦ )ܸ = (݀ )ܸ = 0.

(3.29)

(3.31)

(3.33)
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Bukti. Diketahui ܸ=Ann ( )ܷ, sehingga ݔ =ܷ 0 untuk ݔ∈ .ܸ
Diasumsikan (݀ )ܷ ⊂ ܷdan diberikan suatu generalized derivation
sebagai berikut. 0 = +ݕ(ݔ)ܦ (ݕ݀)ݔ = ݕ(ݔ)ܦ
untuk setiap ݕ∈ ∋ݔܷ, ܸdan (ݔ)ܦ ∈ ܷ∩ .ܸ Karena ܴadalah ring 
semiprima, sehingga ܦ= 0. Terbukti, ܦ( )ܸ = (݀ )ܸ = 0.              ∎
Teorema 3.5.5
Jika generalized derivationܩ danܦ pada ,ܴ maka kondisi berikut 
ekivalen.
(i) .ortogonalܩ danܦ
(ii) Untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ berlaku:

(a) (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0
(b) (ݕ)ܩ(ݔ݀) + (ݕ)ܦ(ݔ݃) = 0.

(iii) (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = (ݕ)ܩ(ݔ݀) = 0, untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ
(iv) (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0, untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴan ݀ܩ= ݀ =݃ 0.
(v) adalah generalized derivationܩܦ dan (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0, untuk 

setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ
(vi) Terdapat ideal ܷdan aܸtas sܴedemikian sehingga:

(a) ܷ∩ܸ= 0 dan ܷ⊕ aܸdalah essential ideal dari ܴ
(b) )ܦ )ܴ, (݀ )ܴ ⊂ ܷdan ܩ( )ܴ, (݃ )ܴ ⊂ ܸ
(c) )ܦ )ܸ = (݀ )ܸ = 0 dan ܩ( )ܷ = (݃ )ܷ = 0.

Bukti. (i)⇒ (ii)
(a) Diketahui untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ = 0 dan(ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ = 0

Berdasarkan Lema 2.6.4 diperoleh(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0 dan (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0
Jadi, untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0.

(b)Pada Lema 3.5.3 diketahui(݀ݔ)(ݕ)ܩ = 0 dan (ݕ)ܦ(ݔ݃) = 0
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Jadi, untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(݀ݔ)(ݕ)ܩ + (ݕ)ܦ(ݔ݃) = 0.
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(ii) ⇒ (i) Diketahui (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = 0
dan (ݕ)ܩ(ݔ݀) + (ݕ)ܦ(ݔ݃) = 0.
Jika dilakukan substitusiݖݔ= keݔ persamaan pada (ii),(a) diperoleh(ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ = 0
Berdasarkan Lema 2.6.4, maka dihasilkan(ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ = 0 dan (ݕ)ܦݖ(ݔ)ܩ = 0
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan Definisi 3.5.1, maka  ܦdan ܩ
ortogonal.

(i) ⇒ (iii) Berdasarkan pembuktian (i) ⇒ (ii) diketahui(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0 dan (ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ = 0
untuk setiap ∋ݖ,ݕ,ݔ .ܴ Maka untuk setiap ݕ,ݔ,ݎ∈ bܴerlaku0 = (ݕ)ܩ(ݔݎ)ܦ
                                             = ൫ݔ(ݎ)ܦ+ (ݕ)ܩ൯(ݔ)ݎ݀
                                             = (ݕ)ܩݔ(ݎ)ܦ + (ݕ)ܩ(ݔ)ݎ݀

                                              = (ݕ)ܩ(ݔ)ݎ݀
                                              = (ݕ)ܩ(ݔ݀)
Jadi, (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = (ݕ)ܩ(ݔ݀) = 0 untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ

(i) ⇒ (iv) Pada pembuktian (i) ⇒(ii) telah diketahui bahwa untuk 
setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0.
Pada pembuktian Lema 3.5.3 point (ii) diberikan(ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ = 0.
Misalkan ൫݀(ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ൯= 0 dan (ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ = 0. Maka untuk 
setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ dܴiperoleh
         0 = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ + (ݔ)ܩ ൫݀݀(ݕ)ݖ൯= ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ + (ݔ)ܩ (ݖ݀) (ݕ݀) + ൯(ݕ)൫݀ݖ݀(ݔ)ܩ
             = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀(ݕ)ݖ
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ ,ܴ jika dilakukan substitusi ݕ= (ݔ)ܩ ke 
persamaan terakhir maka diperoleh 0 = ൫݀(ݔ)ܩ൯݀ݖ൫(ݔ)ܩ൯
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Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga
                                        ൫݀(ݔ)ܩ൯= 0
untuk setiap ݔ∈ .ܴ Misalkan untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ bܴerlaku൫݀݃(ݔ)݀(ݕ)ݖ൯= 0
Maka 0 = ൫݀݃(ݔ)൯݀(ݕ)ݖ + (ݔ݃) ൫݀݀(ݕ)ݖ൯= ൫݀݃(ݔ)൯݀(ݕ)ݖ
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݕ= ,(ݔ݃)
diperoleh 0 = ൫݀݃(ݔ)൯݀ݖ൫݃(ݔ)൯
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga
                                        ൫݀݃(ݔ)൯= 0
Jadi, =ܩ݀ ݀ =݃ 0
(iii)⇒(i) Diketahui untuk setiap ݕ,ݔ∈ bܴerlaku(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0
Jika dilakukan substitusi ݔ= diperoleh0ݖݔ = (ݕ)ܩ(ݖݔ)ܦ
                                              = ൫ݖ(ݔ)ܦ+ (ݕ)ܩ൯(ݖ݀)ݔ
                                             = (ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܩ(ݖ݀)ݔ
                                             = (ݕ)ܩݖ(ݔ)ܦ

untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jadi, ܦdan ܩortogonal.

(iv)⇒(i) Diketahui ݀dan o݃rtogonal dan berlaku
           0 = ൫݀(ݕݔ)ܩ൯
              = ൫݀(ݕ݃)ݔ+ݕ(ݔ)ܩ൯
              = (ݕ(ݔ)ܩ݀) + ൫݀ݔ =൯(ݕ݃) ൫݀(ݔ)ܩ൯ݕ+ (ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ݀) (ݕ݃) + ൯(ݕ)൫݀݃ݔ
              = (ݔ)ܩ (ݕ݀)
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݔ=  ke persamaanݖݔ
terakhir diperoleh
                              0 = (ݖݔ)ܩ =(ݕ݀) (ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ + (ݖ݃)ݔ (ݕ݀)
                                = (ݕ)ݖ݀(ݔ)ܩ
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ



32

(v)⇒(i) Diketahui ܩܦadalah generalized derivation dan untuk
setiap ∋ݕ,ݔ bܴerlaku (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0
dengan ݀ a݃dalah derivation. Untuk setiap ݕ,ݔ∈ dܴiperoleh(ݕݔ)ܩܦ = +ݕ(ݔ)ܩܦ (ݕ݃)݀ݔ
dan
(ݕݔ)ܩܦ      
            = +ݕ(ݔ)ܩ൫ܦ ൯(ݕ݃)ݔ
            = +ݕ൯(ݔ)ܩ൫ܦ (ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ)ܦ (ݕ݃) ൯    (3.35)(ݕ)൫݀݃ݔ+
Dengan membandingkan persamaan (3.34) dan (3.35), maka  
diperolehݕ(ݔ)ܩܦ+ (ݕ݃)݀ݔ
                        = +ݕ൯(ݔ)ܩ൫ܦ (ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ)ܦ (ݕ݃) .൯(ݕ)൫݀݃ݔ+
Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh(ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ)ܦ (ݕ݃) = 0
Sebelumnya telah diketahui bahwa(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = 0
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Jika dilakukan substitusi ݕ= diperoleh0ݖݕ = (ݖݕ)ܩ(ݔ)ܦ
                                             = +ݖ(ݕ)ܩ)(ݔ)ܦ ݕ ((ݖ݃)
                                              = +ݖ(ݕ)ܩ(ݔ)ܦ ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃)
                                              = ݕ(ݔ)ܦ (3.37)                                 (ݖ݃)
Karena aܴdalah ring semiprima, sehingga
(ݔ)ܦ                                               (ݖ݃) = 0
untuk setiap ݖ,ݕ∈ .ܴ Terbukti.

(i)⇒(vi) Misalkan ܷ adalah ideal atas .ܴ Diberikan Ann( )ܷ = .ܸ 
Berdasarkan Lema 3.5.3 dan Lema 3.5.4, untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴ
diketahui (ݕ)ܩ(ݔ)ܦ = (ݕ)ܦ(ݔ)ܩ = (ݕ)ܩ(ݔ݀),0 = (ݕ)ܦ(ݔ݃) = (ݔ݀),0 (ݕ݃) = (ݕ݃) (ݔ݀) = )ܦ,0 )ܴ, (݀ )ܴ ⊂ ,ܷ dan ܩ( )ܴ, (݃ )ܴ ⊂ .ܸ
sehingga diperoleh ܦ( )ܸ = (݀ )ܸ = 0 dan ܩ( )ܷ = (݃ )ܷ = 0.
Karena ܷ∩ܸ= 0 sehingga terdapat ܷ⨁ܸ yang merupakan 
essential ideal.                                                                                    ∎

(3.34)

(3.36)
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(vi)⇒(i) Jelas. Berdasarkan Definisi 2.5.6, Lema 3.5.3,  Lema 3.5.4 
dan pembuktian (i)⇒(vi).

Teorema 3.5.6
Misalkan ܦ dan ܩ generalized derivation pada .ܴ Maka kondisi 
berikut ekivalen.
(i) generalized derivationܩܦ
(ii) generalized derivationܦܩ
(iii) dan o݀rtogonalܩ dan o݃rtogonal, danܦ

Bukti. (i)⇒(iii) Diasumsikan ܩܦadalah generalized derivation. Pada 
pembuktian Teorema 3.5.5 (v)⇒ (i), untuk setiap ݕ,ݔ∈  ܴ                                    
diketahui (ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ)ܦ (ݕ݃) = 0                        (3.36)
Substitusi ݕ= ∋ݖ denganݖ ,ܴ ke persamaan (3.36) diperoleh
     0 = (ݔ)ܩ (ݖݕ݀) + (ݔ)ܦ (ݖݕ݃)
         = +ݖ(ݕ)൫݀(ݔ)ܩ +൯(ݖ݀)ݕ ݕ+ݖ(ݕ)൫݃(ݔ)ܦ =൯(ݖ݃) (ݔ)ܩ +ݖ(ݕ݀) ݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) + (ݔ)ܦ +ݖ(ݕ݃) ݕ(ݔ)ܦ =(ݖ݃) (ݔ)ܩ +ݖ(ݕ݀) (ݔ)ܦ +ݖ(ݕ݃) ݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) + ݕ(ݔ)ܦ =(ݖ݃) ൫(ݔ)ܩ (ݕ݀) + (ݔ)ܦ ݕ(ݔ)ܩ+ݖ൯(ݕ݃) (ݖ݀) + ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃)
         = ݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) + ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃)                            
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Diketahui ܩܦ generalized derivation, 
sehingga ݀ a݃dalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.5 dan 
Lema 3.5.3 diketahui d݀an o݃rtogonal, maka diperoleh0 = (ݔ)ܩ ݕ(ݖ݃) (ݖ݀) + (ݔ)ܦ ݕ(ݖ݃) (ݖ݃)
                          = (ݔ)ܦ ݕ(ݖ݃) (ݖ݃)
                          = (ݔ)ܦ (ݖ݃)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Karena(ݔ)ܦ (ݖ݃) = 0,
sehingga ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃) = 0 dan ݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) = 0.
(iii)⇒(i) Diketahui ܦdan o݃rtogonal, makaݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃) = 0                                 (3.38)
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Substitusi ݔ=  ke persamaan (3.38)ݔݎ
diperoleh 0 = ݕ(ݔݎ)ܦ (ݖ݃)
                                             = +ݔ(ݎ)ܦ) ݕ((ݔ)ݎ݀ (ݖ݃)
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                                             = (ݖ݃)ݕݔ(ݎ)ܦ + ݕ(ݔ)ݎ݀ (ݖ݃)
                                             = ݕ(ݔ)ݎ݀ (ݖ݃)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݎ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh (݀ݔ)ݕ (ݖ݃) = 0
dengan ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui g݀ 
adalah derivation. Dari persamaan (3.38) diperoleh0 = (ݖ)൯݃(ݔ)ܦܴ(ݖ)൫݃(ݔ)ܦ
                                    = (ݔ)ܦ (ݖ݃)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Diketahui ܩdan o݀rtogonal, sehingga ݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) = 0 dan (ݔ)ܩ (ݖ݀) = 0
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan 
pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa(ݖݔ)ܩܦ = +ݖ൯(ݔ)ܩ൫ܦ (ݖ)ܩ݀ݔ
yang menunjukkan ܩܦadalah generalized derivation. 

(ii)⇒(iii) Diketahui ܩdan o݀rtogonal, sehinggaݕ(ݔ)ܩ (ݖ݀) = 0                                  (3.39)
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Substitusi ݔ=  ke persamaan (3.39)ݔݎ
diperoleh 0 = ݕ(ݔݎ)ܩ (ݖ݀)
                                             = +ݔ(ݎ)ܩ) ݕ((ݔ)ݎ݃ (ݖ݀)
                                             = (ݖ݀)ݕݔ(ݎ)ܩ + ݕ(ݔ)ݎ݃ (ݖ݀)
                                             = ݕ(ݔ)ݎ݃ (ݖ݀)
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh (݃ݔ)ݕ (ݖ݀) = 0
untuk setiap ݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui 

g݀ adalah derivation. Dari persamaan (3.39) diperoleh(ݔ)ܩ൫݀(ݖ)ܴ(ݔ)ܩ൯݀(ݖ) = 0 dan (ݔ)ܩ (ݖ݀) = 0
untuk setiap ݖ,ݔ∈ .ܴ Diketahui ܦdan o݃rtogonal, sehingga 0 = ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݃) = (ݔ)ܦ (ݖ݃)
untuk setiapݖ,ݕ,ݔ∈ .ܴ Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan 
pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa(ݖݔ)ܦܩ = (ݖ)ܦ݃ݔ+ݖ൯(ݔ)ܦ൫ܩ
yang menunjukkan bahwa ܦܩgeneralized derivation.                     ∎
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Corollary 3.5.7
Misalkan ܦ dan ܩ generalized derivations pada .ܴ Jika ܩܦ
generalized derivation maka terdapat ideal ܷ dan ܸ atas ܴ
sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut.
(i) ܷ∩ܸ= 0 dan ܷ⊕ eܸssential ideal atas .ܴ
(ii) (݀ )ܴ ⊂ ,ܷ (݀ )ܸ = 0, (݃ )ܴ ⊂ )ܩܸ, )ܴ ⊂ ,ܸ (݃ )ܷ = )ܩ )ܷ = 0.
Bukti. Misalkan ܷ adalah ideal atas .ܴ Diberikan ܸ= Ann( )ܷ. 
Berdasarkan Lema 3.5.4 dan Teorema 3.5.6 diketahui bahwa ܦdan 

ܩ ݃, dan ,݀ ݀ dan ݃ ortogonal. Karena (݀ )ܴ ⊂ ܷ dan (݃ )ܴ )ܩ, )ܴ ⊂ ,ܸ sehingga berdasarkan Lema 3.5.3 diperoleh (݃ )ܷ = )ܩ )ܷ = 0. Selanjutnya, jika ܷݔ= 0 maka ܷ (ݔ݀) = 0. Jadi, (݀ݔ) = 0 yang menunjukkan (݀ )ܸ = 0.                                          ∎
Corollary 3.5.8
Misalkan ܦ adalah generalized derivation pada .ܴ Jika ଶܦ
generalized derivation, maka =݀ 0.

Bukti. Diketahui ܦଶ generalized derivation, ଶ݀ adalah derivation. 
Berdasarkan Teorema 3.5.6, ݀ dan ݀ ortogonal, sehingga(݀ݔ)ݕ (ݔ݀) = 0 untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Karena ܴ adalah ring 
semiprima, sehingga diperoleh (݀ )ܴ = 0.                                         ∎
Corollary 3.5.9
Jika untuk setiap ݕ,ݔ∈ ,ܴ (ݕ)ܦ(ݔ)ܦ = 0 maka ܦ= ݀= 0, dengan ܦadalah generalized derivation pada .ܴ

Bukti. Diberikan untuk setiap ݕ,ݔ∈ ܴ0 = (ݖݕ)ܦ(ݔ)ܦ
                                             = +ݖ(ݕ)ܦ൫(ݔ)ܦ ݕ ൯(ݖ݀)

                                              = +ݖ(ݕ)ܦ(ݔ)ܦ ݕ(ݔ)ܦ (ݖ݀)
                                             = ݕ(ݔ)ܦ (3.40)                                 (ݖ݀)
Berdasarkan Lema 2.6.4 dapat diketahui(݀ݖ)(ݔ)ܦ = 0
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ 

(3.41)
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Substitusi ݔ= ke persamaan (3.41)ݖݔ diperoleh0 = (ݖݔ)ܦ(ݖ݀)
                                             = +ݖ(ݔ)ܦ൫(ݖ݀) ൯(ݖ݀)ݔ
                                              = +ݖ(ݔ)ܦ(ݖ݀) (ݖ݀)ݔ(ݖ݀)
                                              = (ݖ݀)ݔ(ݖ݀)
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Jadi, diperoleh ݀= 0 karena ܴadalah ring 
semiprima. Selanjutnya, diketahui(ݕ)ܦ(ݔ)ܦ = 0                                   (3.43)
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Substitusi ݔ=  ke persamaan (3.43)ݕݔ
diperoleh 0 = (ݕ)ܦ(ݕݔ)ܦ
                                             = ൫(ݕ݀)ݔ+ݕ(ݔ)ܦ൯(ݕ)ܦ
                                              = (ݕ)ܦݕ(ݔ)ܦ + (ݕ)ܦ(ݕ݀)ݔ
                                              = (ݕ)ܦݕ(ݔ)ܦ
untuk setiap ݕ,ݔ∈ .ܴ Karena ܴ adalah ring semiprima, sehingga ܦ= 0.                                                                                               ∎
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BAB IV
KESIMPULAN 

Dari pembahasan skripsi ini dapat ditarik beberapa kesimpulan, 
yaitu:
1. Jika ܦdan ܩadalah orthogonal generalized derivation pada ,ܴ

maka ܦdan ܩadalah generalized derivation.
2. Jika ܩܦadalah generalized derivation pada ,ܴ maka terdapat 

ideal ܷ dan ܸ sedemikian sehingga ܷ∩ܸ= 0 dan ܷ⊕ܸ
disebut essential ideal atas .ܴ
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ABSTRAK

Suatu ring R disebut ring semiprima jika  maka  untuk setiap . Beberapa pembahasan yang terkait dengan ring semiprima adalah derivation dan generalized derivation. Pada skripsi ini dibahas tentang orthogonal generalized derivation pada ring semiprima melalui pembahasan definisi maupun pembuktian teorema yang terkait. Dari studi pustaka yang telah dilakukan, diketahui bahwa Jika  dan  adalah orthogonal generalized derivation pada  maka  dan  adalah generalized derivation dengan  dan  adalah suatu pemetaan aditif dari ring semiprima ke dirinya sendiri. Jika  adalah generalized derivation pada  maka terdapat ideal  dan  sedemikian sehingga  dan  disebut essential ideal atas .



Kata Kunci: pemetaan aditif, ring semiprima, ideal, essential ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized derivation. 




ABSTRACT



A ring  is called semiprime ring if  then  for all . There are some results about derivation and generalized derivation of semiprime ring. In this work, we present some results of definition and theorem about orthogonal generalized derivation of a semiprime ring.  and  are additive mapping. If  and  are orthogonal generalized derivation, then  and  are generalized derivation. If  is generalized derivation of semiprime ring, then there exist ideal  and  of  such that  and  is essential ideal of .



Key Words: additive mapping, semiprime ring, ideal, essential ideal, derivation, generalized derivation, orthogonal generalized derivation.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

	Struktur aljabar merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi biner dan memenuhi aksioma tertentu. Salah satu struktur aljabar adalah ring. Ring adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian. Ring  yang memenuhi kondisi, jika  maka  untuk setiap  disebut ring semiprima.

	Sejalan dengan perkembangan ilmu pengetahuan, muncul pembahasan baru tentang ring semiprima, di antaranya   derivation dan generalized derivation. Derivation adalah pemetaan aditif  yang memenuhi  untuk setiap  dengan  adalah ring semiprima. Sedangkan generalized derivation merupakan generalisasi dari konsep derivation yang dibangun oleh derivation dan left multiplier. 

	Pada tahun 2004,  Nurcan Argac, Atsushi Nakajima dan Emine Albas dalam jurnal berjudul “On Orthogonal Generalized Derivations of Semiprime Rings” menjelaskan bahwa ortogonalitas dapat dihubungkan dengan generalized derivation.

	Definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation menarik untuk dipelajari. Oleh karena itu, penulis bermaksud memaparkan dalam skripsi ini tentang definisi orthogonal generalized derivation pada ring semiprima beserta lema dan teorema yang mendukung.



1.2 Rumusan Masalah

	Berdasarkan latar belakang di atas, permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi dan sifat-sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.



1.3 Tujuan 

	Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi dan sifat- sifat orthogonal generalized derivation pada ring semiprima.






BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Definisi 2.1.1 (Hasil Kali Cartesius) (Bhattacharya, 1990) 

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong. Himpunan semua pasangan terurut  dengan  dan  disebut Hasil Kali Cartesius dari  dan . Selanjutnya, dinyatakan dengan

.

Definisi 2.1.2 (Relasi) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong dan  adalah himpunan bagian (subset) dari . Maka disebut relasi dari  ke . 



Definisi 2.1.3 (Pemetaan) (Bhattacharya, 1990)

Misalkan  dan  adalah himpunan tidak kosong. Suatu relasi  dari  ke  (dinotasikan ) disebut pemetaan dari  ke  jika untuk setiap  berlaku jika  dan  maka  dengan .  disebut domain dan  disebut kodomain.



Definisi 2.1.4 (Operasi Biner) (Whitelaw, 1995)

Misalkan  adalah himpunan tidak kosong. Suatu operasi biner  pada  adalah pemetaan dari  ke  atau dinotasikan sebagai berikut.



                             

2.2 Pemetaan Aditif



Definisi 2.2.1 (Pemetaan Aditif) (Bartle,dkk., 1992)

Misalkan dan  adalah himpunan tak kosong. Suatu pemetaan  disebut pemetaan aditif, jika untuk setiap  memenuhi

.





Contoh 2.2.2

Diberikan himpunan matriks ordo 2x2 sebagai berikut.

.

Pemetaan  yang didefinisikan oleh



untuk setiap  merupakan pemetaan aditif.



Bukti. Diambil  dengan  sebagai berikut.

 dan 

dengan





Akan ditunjukkan  merupakan pemetaan aditif. Berdasarkan Definisi 2.2.1 diperoleh



dan                   



untuk setiap . Karena untuk setiap  diperoleh

,

sehingga  merupakan pemetaan aditif.                                            





2.3 Grup

Definisi 2.3.1 (Grup) (Fraleigh, 1997)

Suatu grup  adalah himpunan  yang bersifat tertutup terhadap operasi biner  dan memenuhi kondisi berikut.

1. Assosiatif yaitu untuk setiap  berlaku

.

2. Terdapat elemen identitas yaitu terdapat  untuk setiap 

	sedemikian sehingga berlaku

.

3. Memiliki elemen invers yaitu untuk setiap  terdapat 

	sedemikian sehingga

.

Contoh 2.3.2

 merupakan grup karena  pada operasi penjumlahan bersifat assosiatif, memiliki elemen identitas dan elemen invers.



Definisi 2.3.3 (Grup Abel) (Fraleigh, 1997) 

Suatu grup disebut grup Abel jika bersifat komutatif. 

2.4 Ring

Definisi 2.4.1 (Ring) (Ehrlich, 1991)

Ring  adalah himpunandengan dua operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian () yang memenuhi aksioma berikut.

1.  adalah grup Abel.

2.  bersifat tertutup dan assosiatif.

3. Berlaku hukum distributif.

Contoh 2.4.2

 dan  merupakan ring.

Definisi 2.4.3 (Torsion Free) (Vukman, 2007)

Ring  disebut -torsion free, jika maka  untuk setiap .



Contoh 2.4.4

Diberikan himpunan matriks segitigas atas yang didefinisikan oleh

.

Berdasarkan sifat- sifat operasi pada matrik, himpunan  terhadap operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring. Himpunan  merupakan suatu -torsion free ring karena jika diambil  dan   dengan



maka



untuk setiap . Jadi,  merupakan -torsion free ring.  

 

2.5 Ideal

Definisi 2.5.1 (Ideal) (Whitelaw, 1995)

Diberikan suatu himpunan tidak kosong  dan  adalah himpunan bagian dari ring .  disebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi:

1. untuk setiap 

2. ( untuk setiap  dan . 

Jika  ideal kanan dan ideal kiri atas   dan  maka  disebut two-sided ideal.	

					

Contoh 2.5.2

Diberikan ring  sebagai berikut.

.

Suatu himpunan tidak kosong   yang didefinisikan oleh



merupakan ideal atas .



Bukti. Berdasarkan Definisi 2.5.1, akan dibuktikan  adalah ideal atas . Misalkan  dan  dengan



 dan  

Maka

.





Ambil  dan  dengan

 dan  .

Maka 

 

dan 

.

Jadi,  merupakan ideal atas 



Definisi 2.5.3 (Annihilator) (Argac, 2004)

Misalkan  adalah ideal atas . Annihilator dari  didefinisikan oleh

Ann .

Contoh 2.5.4

Diberikan suatu ring  dan ideal  atas  sebagai berikut.	

  dan  .

Akan ditentukan annihilator dari . Diambil  dengan



untuk setiap . Berdasarkan Definisi 2.5.3,

.

Dengan  maka

 dan .

Jadi, Ann .

Definisi 2.5.5

Suatu ring  dapat didefinisikan sebagai external direct sum, yaitu jumlah dari ring  dan dinyatakan dengan 

.

Definisi 2.5.6

Misalkan  adalah ring dan  adalah ideal atas  sedemikian sehingga

(i) 

(ii)  untuk .

Maka  disebut internal direct sum dari ideal  dan  dinyatakan dengan .



2.6 Ring Semiprima

Definisi 2.6.1 (Ring semiprima) (Argac, 2004)

Suatu ring R disebut ring semiprima jika  maka  untuk setiap .	

						

Contoh 2.6.2

Ring  yang didefinisikan oleh



merupakan ring semiprima karena jika diambil  dengan



maka

                           

	

							

							

Berdasarkan Definisi 2.6.1, kontraposisi terpenuhi. Jadi,  merupakan ring semiprima.                                                               



Lema 2.6.3

Misalkan  adalah ring semiprima dengan -torsion free. Jika untuk setiap  memenuhi  maka 

untuk setiap .



Bukti. Diketahui untuk setiap  berlaku

.

Jika pada masing- masing ruas ditambahkan dengan , maka diperoleh

.



Berdasarkan Definisi 2.6.1, dihasilkan

                                                               (2.1)

Jika pada persamaan (2.1) masing- masing ruas ditambahkan dengan , maka dihasilkan

.

Karena  adalah ring semiprima dengan -torsion free, sehingga

.

Karena  adalah ring semiprima, sehingga 

.

Jadi, diperoleh



Terbukti,  untuk setiap .                         

Lema 2.6.4 

Misalkan  adalah ring semiprima. Jika untuk setiap,  maka .



Bukti. Jika diambil  maka berlaku

 

.

Berdasarkan Definisi 2.6.1 maka  untuk setiap .

Definisi 2.6.5 (Essential ideal) (Argac N, 2004)

Diberikan ring semiprima  dan ideal  atas . Essential ideal atas  didefinisikan oleh  Ann  dengan  Ann .



Contoh 2.6.6

Diberikan ring semiprima  dan ideal  atas  yang didefinisikan oleh

 dan  

Diketahui annihilator dari  adalah

Ann().

Karena  Ann , sehingga terdapat  Ann  yang merupakan essential ideal.







2.7 Ring prima

Definisi 2.7.1 (Ring prima) (Argac, 2004)

Suatu ring  disebut ring prima jika maka  atau  untuk setiap .



Contoh 2.7.2

Ring  yang didefinisikan oleh



merupakan ring prima.

Bukti. Diambil  dan , dengan



Berdasarkan Definisi 2.7.1 akan dibuktikan  adalah ring prima. Pembuktian dilakukan melalui kontraposisi. Diambil  dan  dengan

 dan .

Maka diperoleh

   

                                         

                                         

untuk setiap  . Kontraposisi terpenuhi, sehingga  merupakan ring prima.                                                                      



2.8 Multiplier

Definisi 2.8.1 (Left  Multiplier) (Lahcen, 2010)

Misalkan  adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan aditif Jika untuk setiap  memenuhi



maka  disebut left  multiplier.





Definisi 2.8.2 (Right  Multiplier) (Lahcen, 2010)

Misalkan  adalah ring semiprima. Didefinisikan suatu pemetaan aditif Jika untuk setiap  memenuhi



maka  disebut right multiplier.		   

Contoh 2.8.3

Diberikan ring semiprima  sebagai berikut.

.

Ambil  dengan



Suatu pemetaan  yang didefinisikan oleh



memenuhi

 dan 

untuk setiap .









BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN



	Pada bab ini dibahas beberapa definisi, lema, dan teorema tentang Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima. 



3.1 Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.1.1 (Bresar, 1988)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif  . Jika untuk setiap berlaku



maka  disebut derivation. 

Contoh 3.1.2

Diberikan ring semiprima  yang didefinisikan oleh 



dan pemetaan aditif  dan  didefinisikan sebagai berikut.

 dan 

dengan  dan  adalah elemen tidak nol dari . Maka  dan  merupakan derivation.



Bukti. Diketahui 

.

Diambil  dan  sebagai berikut.       

 dan 

dengan 











Akan ditunjukkan

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                                                 

                                                 

untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         



         

         

         

         

         

untuk setiap . Selanjutnya, akan ditunjukkan 

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                                                 

                                                 

	untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         

                  

                  

                          

	untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.1.1,  dan  merupakan derivation.                                                                       



Contoh 3.1.3

Diberikan Ring  yang beranggotakan fungsi sebagai berikut. 



Suatu pemetaan aditif  didefinisikan oleh



                                                    

Akan ditunjukkan bahwa  merupakan derivation. Ambil . Berdasarkan definisi pemetaan di atas diperoleh



                    

                            

Terbukti bahwa  merupakan derivation.                                          



3.2  Jordan Derivation pada Ring Semiprima 

Definisi 3.2.1 (Bresar, 1988)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan suatu pemetaan aditif  . Jika untuk setiap  memenuhi

,

maka  disebut Jordan derivation.

Contoh 3.2.2

Diberikan ring semiprima  sebagai berikut.



Suatu pemetaan aditif  didefinisikan oleh



dengan  elemen tidak nol dari . Maka  adalah Jordan derivation.



Bukti. Diambil  dan .       







dengan 

.

Akan dibuktikan

.

Untuk ruas kiri diperoleh



                 

          .

untuk setiap . Untuk ruas kanan diperoleh

         



          

          

          

          

          

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.2.1,  merupakan Jordan derivation.                                                                             



3.3 Generalized Derivation pada Ring Semiprima 

Definisi 3.3.1 (Daif, dkk., 2007)

Misalkan  adalah ring semiprima. Diberikan pemetaan aditif . Jika terdapat derivation  sedemikian sehingga untuk setiap  memenuhi



maka  disebut generalized derivation.





Contoh 3.3.2

Diberikan ring semiprima  yang didefinisikan oleh



Misalkan  dan  elemen tidak nol dari  dan pemetaan aditif  dan  didefinisikan sebagai berikut.

, 

 dan 

dengan  dan  adalah derivation. Maka  dan  adalah generalized derivation.



Bukti. Diambil  dan .

 dan  

dengan 







.

Akan dibuktikan 



Untuk ruas kiri, diperoleh



                 



untuk setiap . 









Untuk ruas kanan, diperoleh





                                      









untuk setiap . Selanjutnya, akan dibuktikan 

.

Untuk ruas kiri, diperoleh



         

               

untuk setiap . Untuk ruas kanan, diperoleh

             



              

              

              

              

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.3.1, terbukti  dan  merupakan generalized derivation.                        







Definisi 3.3.3 (Vukman, 2007) 

Suatu pemetaan aditif  disebut generalized Jordan derivation  jika untuk setiap  berlaku



dengan  adalah derivation.

Contoh 3.3.4

Contoh 3.3.2 merupakan generalized Jordan derivation karena berdasarkan Definisi 3.3.1 dan Definisi 3.3.3, hal ini dapat dibuktikan dengan diasumsikan  untuk setiap  dan  elemen dari ring semiprima.  



Teorema 3.3.5 

Misalkan  ring semiprima dengan -torsion free. Diberikan pemetaan aditif   dan  . Jika  adalah derivation dan untuk setiap  berlaku



maka  merupakan generalized Jordan derivation. 

Bukti. Diberikan

                        (3.1)

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi ke persamaan (3.1) dan dilakukan linierisasi, maka diperoleh

   (3.2)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.2) maka dihasilkan



(3.3)

Substitusi  ke persamaan (3.1), diperoleh 

   

                                  

      (3.4)

Berdasarkan perbandingan persamaan (3.3) dan (3.4) diperoleh persamaan baru, yaitu:	

 (
(3.5)
)









Misalkan

,

sehingga  untuk setiap  persamaan (3.5) dapat diubah dalam bentuk:



     

     

     

     

     

                                                                                      (3.6)

 (
(3.
7
)
)Selanjutnya untuk setiap  akan ditunjukkan

.

Jika dilakukan subtitusi  ke persamaan (3.6), maka untuk  diperoleh



Karena  adalah ring semiprima, sehingga   

                                                                                     (3.8)

Pada persamaan (3.6), jika  dikalikan dari sisi kiri dan dari sisi kanan, maka untuk setiap  dihasilkan



                                                                                         (3.9)

 (
(3.
10
)
)karena  adalah ring semiprima. Melalui linierisasi persamaan (3.8), diperoleh

  

untuk setiap  dengan

.

Untuk setiap , jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.10) maka diperoleh

      



                                 (3.11)

Jika persamaan (3.10) dan (3.11) dijumlahkan, maka untuk setiap  dihasilkan





Karena  adalah -torsion free, sehingga

                            (3.12)

untuk setiap . Pada persamaan (3.12), jika sisi kanan dikalikan dengan  maka diperoleh



untuk setiap. Karena  adalah ring semiprima, sehingga



untuk setiap . Jadi,  adalah generalized jordan derivation.   



Corolary 3.3.6 

Misalkan  adalah ring semiprima dengan -torsion free. Diberikan pemetaan aditif  dan. Jika untuk setiap  memenuhi



dengan  adalah derivation maka  merupakan generalized derivation.



Bukti. Diketahui untuk setiap 

.

Misalkan , maka



    

    

    

          

    

    .

Dengan kata lain,   adalah left multiplier dari . Dari permisalan di atas, berarti , dengan  derivation dan  adalah left multiplier dari  yang menunjukkan bahwa  adalah generalized derivation.                                                                                          



3.4 Orthogonal Derivation pada Ring Semiprima

	Muhammad Ashraf mengutip definisi orthogonal derivation sebagai berikut.



Definisi 3.4.1

Dua derivation  dan  disebut ortogonal jika memenuhi 



untuk setiap 

Contoh 3.4.2

Misalkan  adalah ring semiprima yang didefinisikan oleh 



Diberikan pemetaan aditif  dan  sebagai berikut.





dengan  elemen tidak nol dari  dan  adalah derivation. Akan ditunjukkan dan  orthogonal derivation. Ambil  dan    yaitu

 dan 

dengan



.

Berdasarkan Definisi 3.4.1, 



                                   

                              

dan



                                   

                                   

Jadi, dan  adalah orthogonal derivation.                                      



3.5 Orthogonal Generalized Derivation pada Ring semiprima

Definisi 3.5.1 (Argac, 2004)

Dua generalized derivation  dan  pada ring semiprima  disebut ortogonal jika



untuk setiap.



Contoh 3.5.2

Misalkan  adalah ring semiprima yang diberikan oleh 



Diberikan dua derivation

.

dan dua generalized derivation 



Akan ditunjukkan  dan  ortogonal. Diberikan  dengan  sebagai berikut.

 dan 

dengan





Berdasarkan Definisi 3.5.1, diperoleh



                        

                        

dan



                        

                        

Jadi,  dan  adalah orthogonal generalized derivation.                  



Lema 3.5.3

Misalkan  adalah ring semiprima dengan - torsion free. Jika  dan  orthogonal generalized derivation pada , maka  dan memenuhi kondisi berikut.

(i) , sedemikian sehingga untuk setiap  berlaku

.

(ii) dan  ortogonal, dan untuk setiap  berlaku

.

(iii) dan  ortogonal, dan untuk setiap  berlaku



(iv) dan  adalah orthogonal derivation.

(v)  dan .

(vi) .



Bukti.

(i) Misalkan untuk setiap 

 dan  

adalah orthogonal generalized derivation. Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap  diperoleh

dan .

 (
(3.
13
)
)Jadi, untuk setiap  dihasilkan

 



(ii) Diketahui

 dan  

untuk setiap . 



Pada persamaan  jika dilakukan substitusi  untuk setiap  maka diperoleh 











                                   (3.14)                 

Berdasarkan persamaan (3.14), untuk setiap  diperoleh



                                                  

                                                  

                                                  

Berdasarkan Lema 2.6.4, untuk setiap  dihasilkan

 

                                                                      (3.15)

Jadi,  dan  ortogonal dan untuk setiap.



(iii) Diketahui

dan 

untuk setiap . Dengan diperoleh



                      

                           

                                                                              (3.16)

                                                                                (3.17)

untuk setiap untuk setiap . Dengan persamaan (3.17), untuk setiap  diperoleh



                                                  

                                                  

                                                  







Berdasarkan Lema 2.6.4, dihasilkan



                                                                         (3.18)                                             

Jadi, = 0 untuk setiap       

      

(iv) Jika dilakukan substitusi  dan  ke persamaan  maka diperoleh

.

Dari persamaan (3.19), diperoleh persamaan  sebagai berikut. 

       

  

  

                                                                    (3.20)

untuk setiap . Jadi,  dan  ortogonal.



(v) (a) Akan dibuktikan 

Berdasarkan (ii), untuk setiap  diketahui 

 dan 

Misalkan

                          (3.21)

untuk setiap . Berdasarkan pembuktian di point (ii), diketahui



untuk setiap . Dengan  persamaan (3.21), untuk setiap   diperoleh 

         

            

            

                                                                  (3.22)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.22), dihasilkan

 

Karena adalah ring semiprima, sehingga diperoleh

                               (3.23)

Jadi, . 



Misalkan



Maka

      

       

                                                                (3.24)

untuk setiap. Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.24), diperoleh



untuk setiap  dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                (3.25)

Jadi, . Terbukti bahwa 



(b) Diberikan

.

Untuk setiap , diperoleh

   



      	                                                       (3.26)

Jika dilakukan substitusi ke persamaan (3.26), dihasilkan



 (
(3.
27
)
)dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

 

Jika diketahui 

.

untuk setiap , maka diperoleh

    

    





                                                                (3.28)

Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.28), dihasilkan 



 (
(3.
29
)
)dan karena  adalah ring semiprima, sehingga

 

Jadi, .



(vi) Misalkan

,

maka diperoleh

     



                                  (3.30)                                    untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.30) maka diperoleh 



 (
(3.
31
)
)Karena  adalah ring semiprima, sehingga



Untuk setiap  diberikan



sehingga diperoleh

   

 

                                                                (3.32)

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan (3.32), diperoleh 



Karena  adalah ring semiprima (
(3.
33
)
), sehingga

                                   

Terbukti bahwa                                                  



Lema 3.5.4

Diberikan ring semiprima  dan  ideal  atas . Misalkan   adalah annihilator dari . Jika  adalah generalized derivation pada  sedemikian sehingga  maka .

Bukti. Diketahui Ann, sehingga  untuk . Diasumsikan  dan diberikan suatu generalized derivation sebagai berikut.



untuk setiap  dan . Karena  adalah ring semiprima, sehingga  . Terbukti,               



Teorema 3.5.5

Jika  dan  generalized derivation pada , maka kondisi berikut ekivalen.

(i)  dan  ortogonal.

(ii) Untuk setiap , berlaku:

(a) 

(b) .

(iii) untuk setiap .

(iv) untuk setiap  dan .

(v)  adalah generalized derivation dan untuk setiap .

(vi) Terdapat ideal  dan  atas  sedemikian sehingga:

(a)  dan  adalah essential ideal dari 

(b)  dan 

(c)  dan .



Bukti.  (i)(ii)

(a)	Diketahui untuk setiap  berlaku

 dan

	Berdasarkan Lema 2.6.4 diperoleh 

 dan  

Jadi, untuk setiap  berlaku



(b)	Pada Lema 3.5.3 diketahui

 dan 

untuk setiap . Jadi, untuk setiap  berlaku

 .







(ii) (i) Diketahui	



dan

.

Jika dilakukan substitusi ke persamaan pada (ii),(a) diperoleh



Berdasarkan Lema 2.6.4, maka dihasilkan

 dan 

untuk setiap . Berdasarkan Definisi 3.5.1, maka   dan  ortogonal.



(i)  (iii) Berdasarkan pembuktian (i)(ii) diketahui

 dan 

untuk setiap. Maka untuk setiap  berlaku



                                              

                                              

                                              

                                              

Jadi,  untuk setiap .

(i)(iv)  Pada pembuktian  (i)(ii) telah diketahui bahwa untuk setiap  berlaku

.

Pada pembuktian Lema 3.5.3 point (ii) diberikan

.

Misalkan dan . Maka untuk setiap  diperoleh

         

 

             

untuk setiap , jika dilakukan substitusi  ke persamaan terakhir maka diperoleh 









Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                        

untuk setiap . Misalkan untuk setiap  berlaku



Maka 



untuk setiap  Jika dilakukan substitusi  diperoleh 



Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                        

Jadi, 

(iii)(i) 	Diketahui untuk setiap  berlaku



Jika dilakukan substitusi  diperoleh



                                              

                                              

                                              

untuk setiap . Jadi,  dan  ortogonal.

(iv)(i) Diketahui dan  ortogonal dan berlaku

           

              

              



              

untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  ke persamaan terakhir diperoleh

                              



                                 

untuk setiap .







(v)(i) 	Diketahui  adalah generalized derivation dan untuk setiap  berlaku



 (
(
3.34
)
)dengan  adalah derivation. Untuk setiap  diperoleh



dan

       

            

                (3.35)

Dengan membandingkan persamaan (3.34) dan (3.35), maka  diperoleh

 

                        .

 (
(
3.3
6)
)Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh

 

Sebelumnya telah diketahui bahwa



untuk setiap . Jika dilakukan substitusi  diperoleh



                                              

                                              

                                                                               (3.37)

Karena  adalah ring semiprima, sehingga

                                              

untuk setiap . Terbukti.

(i)(vi) Misalkan  adalah ideal atas Diberikan Ann. Berdasarkan Lema 3.5.3 dan Lema 3.5.4, untuk setiap  diketahui







 dan .

sehingga diperoleh 

 dan .

Karena  sehingga terdapat  yang merupakan  essential ideal.                                                                                    

(vi)(i) Jelas. Berdasarkan Definisi 2.5.6, Lema 3.5.3,  Lema 3.5.4 dan pembuktian (i)(vi).



Teorema 3.5.6

Misalkan  dan  generalized derivation pada . Maka kondisi berikut ekivalen.

(i)  generalized derivation

(ii)  generalized derivation

(iii)  dan  ortogonal, dan  dan  ortogonal

Bukti. (i)(iii) Diasumsikan  adalah generalized derivation. Pada pembuktian Teorema 3.5.5 (v)(i), untuk setiap                                      diketahui

                        (3.36)

Substitusi  dengan  ke persamaan (3.36) diperoleh

     

         





 

                                    

untuk setiap. Diketahui  generalized derivation, sehingga  adalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.5 dan Lema 3.5.3 diketahui  dan  ortogonal, maka diperoleh



                          

                           

untuk setiap . Karena

,

sehingga

 dan  

(iii)(i) Diketahui  dan  ortogonal, maka

                                 (3.38)

untuk setiap. Substitusi  ke persamaan (3.38) diperoleh



                                             

                                             

                                             

untuk setiap  Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh 



dengan . Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui g adalah derivation. Dari persamaan (3.38) diperoleh

  

                                    

untuk setiap . Diketahui  dan  ortogonal, sehingga 

 dan 

untuk setiap. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa



yang menunjukkan  adalah generalized derivation. 



(ii)(iii) Diketahui  dan  ortogonal, sehingga

                                  (3.39)

untuk setiap. Substitusi  ke persamaan (3.39) diperoleh 



                                             

                                             

                                             

untuk setiap  Berdasarkan Definisi 2.6.1 diperoleh 



untuk setiap  Berdasarkan Definisi 3.4.1 dapat diketahui g adalah derivation. Dari persamaan (3.39) diperoleh

 dan 

untuk setiap . Diketahui  dan  ortogonal, sehingga 

 

untuk setiap. Jadi, Berdasarkan Definisi 3.3.1 dan pembuktian Teorema 3.5.4 terbukti bahwa



yang menunjukkan bahwa  generalized derivation.                     

Corollary 3.5.7

Misalkan  dan  generalized derivations pada . Jika  generalized derivation maka terdapat ideal  dan  atas  sedemikian sehingga memenuhi kondisi berikut.

(i)  dan  essential ideal atas .  

(ii) 



Bukti. Misalkan  adalah ideal atas Diberikan Ann. Berdasarkan Lema 3.5.4 dan Teorema 3.5.6 diketahui bahwa  dan ,  dan ,  dan  ortogonal. Karena  dan , sehingga berdasarkan Lema 3.5.3 diperoleh . Selanjutnya, jika  maka . Jadi,  yang menunjukkan .                                           



Corollary 3.5.8

Misalkan  adalah generalized derivation pada . Jika  generalized derivation, maka .



Bukti. Diketahui  generalized derivation,  adalah derivation. Berdasarkan Teorema 3.5.6,  dan  ortogonal, sehingga  untuk setiap . Karena  adalah ring semiprima, sehingga diperoleh .                                         



Corollary 3.5.9

Jika untuk setiap   maka  dengan  adalah generalized derivation pada .



Bukti. Diberikan untuk setiap 	



                                              

                                              

                                                                               (3.40)

 (
(3.41)
)Berdasarkan Lema 2.6.4 dapat diketahui



untuk setiap . 





Substitusi  ke persamaan (3.41) diperoleh



                                               

                                              

                                              

untuk setiap . Jadi, diperoleh  karena  adalah ring semiprima. Selanjutnya, diketahui

                                   (3.43)

untuk setiap . Substitusi  ke persamaan (3.43) diperoleh



                                             

                                              

                                              

untuk setiap . Karena  adalah ring semiprima, sehingga .                                                                                                




BAB IV

KESIMPULAN 



Dari pembahasan skripsi ini dapat ditarik beberapa kesimpulan, yaitu:

1. Jika  dan  adalah orthogonal generalized derivation pada  maka  dan  adalah generalized derivation.

2. Jika  adalah generalized derivation pada  maka terdapat ideal  dan  sedemikian sehingga  dan  disebut essential ideal atas .
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