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GENERALIZED DERIVATION DI RING SEMIPRIMA

ABSTRAK

Ring semiprima merupakan struktur aljabar yang
dikembangkan dari teori ring. Ring semiprima mekawastruktur
aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosa®mgan dua
operasi biner yang memiliki sifatRa = (0) maka a = 0, dan
dinotasikan dengafR, +,) atau cukup dituli®. MisalkanR adalah
ring semiprima yang berkarakteristik seldinJikaG: R — R adalah
additive mappinggang memenuhi relasi
G(x?) = G(x)x + xD(x),Vx € R, dengan D adalah derivation.
Maka G adalahgeneralized derivatian

Kata kunci: ring semiprima, additive mapping generalized
derivation






ON GENERALIZED DERIVATION IN SEMIPRIMERING

ABSTRACT

Semiprime ring is a new algebra structure develdpad ring
theory. Semiprime ring consists of a non emptyva#t two binary
operationsvhoseaRa = (0) thena = 0. LetR is semiprime ring
of characteristic noR. Moreover,G: R — R is additive mapping
such thatG (x?) = G(x)x + xD(x), for eachx € R whereasD is a
derivation. Theng is generalized derivation.

Keyword: semiprime ring, additive mapping, generalized\dgion.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar adalah suatu himpunan takokgs yang
dilengkapi dengan suatu operasi biner dan memesuatu aksioma.
Dengan kata lain struktur aljabar dibangun olea kgmponen, yaitu
himpunan, operasi dan aksioma. Banyaknya operagitsnyaknya
aksioma menjadi pembeda antara struktur aljabag gatu dengan
yang lain, sebagai contoh grup, semiring, ringi(if\r2000).

Ring merupakan perluasan dari konsep grupbégir dengan
grup yang merupakan sistem matematika yang teddri satu
himpunan tak kosong dan satu operasi, ring merupaistem
matematika yang terdiri satu himpunan tak kosonggde dua
operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian. dalam ring,
terdapat subring dan ideal. Ideal ada dua macato y@eal kanan
dan ideal kiri. Jika suatu ideal memenuhi keduasjeteal tersebut
maka disebut ideal dua sisi. Konsep tentang ringhgal@mi
perkembangan, salah satunya yaitu ring semiprima.

Sejalan dengan konsep-konsep dasar di atdsy kansep ring
semiprima terus berkembang dengan lahirnya teoriu bdan
terbentuknya struktur aljabar yang baru.

Pada tahun 2007, M.N. Daif dan M.S. Tammam EI-Shyia
memperkenalkan gagasan baru tent@wmmeralized Derivation di
ring semiprima di dalam jurnal yang berjudGin Generalized
Derivation in Semiprime Rin@leh karena itu, pada skripsi ini akan
dipaparkan pembahasan mengenai sifat-8ateralized Derivation
di ring semiprima yang meliputi definisi, lema, dé@orema tentang
Generalized Derivationli ring semiprima.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalabag skan
dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana sifat-8eneralized
Derivation di ring semiprima dengan karakteristik selain 2drta
bukti-buktinya.

1.3 Batasan Masalah



Dalam skripsi ini, permasalahan yang akan dibahbatasbi
hanya pada definisi-definisi dan teorema-teorematatey ring
semiprima darGeneralized Derivatiori ring semiprima dengan
karakteristik selain 2.

1.4 Tujuan

Tujuan pembahasan skripsi ini adalah mesiela definisi ring
semiprima, Generalized Derivation di ring semiprima dan
membuktikan teorema yang berhubungan dengzeneralized
Derivationdi ring semiprima dengan karakteristik selain 2.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Sebagai dasar untuk memahasaneralized Derivation di Ring
Semiprima perlu untuk dipahami beberapa istilah yang térkiai
dalamnya. Oleh karena itu, pada bab ini akan diberdefinisi dan
teorema yang digunakan sebagai acuan dalam penapahastara
lain relasi, pemetaan, dan operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. &paul, 1990)
MisalkanA danB adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan
terurut (x,y), denganx € A dany € B disebut hasil kali Kartesius
dariA danB. Selanjutnya, dinyatakan dengan
AXB={(x,y)|x€A,yE€EB}.

Definisi 2.1.2(Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990)
Misalkan A dan B adalah himpunan tak kosong, dan misalRan
adalah himpunan bagigeubset)dari A x B. MakaR disebut relasi
dariA keB.

Definisi 2.1.3(Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990)
MisalkanA danB adalah himpunan tak kosong. Suatu refadari A
ke B disebut pemetaan jika untuk setiap elemeti A mempunyai
kawan tepat satu elemendi B. Pemetaarf dariA ke B dinyatakan
dengan

f:A— B.
Definisi2.1.4(http://en.wikipedia.org/ additive mapping, 2008)
Misalkan A danB adalah himpunan tak kosong. Pemetfatari A
ke B disebutadditive mappingika untuk setiap elememn,y di A
memenuhi

fx+y)=fx)+fQ).

Definisi 2.1.5(Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990)
Suatu pemetaan S X S — S



(a,b) —=*(a,b) =a=xb
disebut operasi biner pada himpursan

2.2 Semigrup

Semigrup merupakan struktur aljabar yang palingdetha dan
dilengkapi satu operasi biner. Pada subbab iniritide definisi,
teorema-teorema di semigrup. Untuk memberikan @aanbyang
lebih jelas, diberikan contoh beserta buktinya. fda definisi
semigrup adalah sebagai berikut.

Definisi 2.2.1 (Whitelaw,1995)

Misalkan M adalah himpunan tak kosong dan didefinisikan agera

binerx . (M,*) disebut semigrup jika dan hanya jika:

1. (M,x) tertutup :a * b € M, untuk setiam, b € M,

2. (M,x) assosiatif : (a*b)*c=a=*(b=*c), untuk setiap
a,b,c € M.

Contoh 2.2.2

Jika diberikan himpunaws = Z* U {0}. Dan diberikan operash
yang didefinisikan sebagai berikut@®y = x + y + 2xy,Vx,y € S..
Maka akan ditunjukkan himpuna$i= Z* u {0} pada operas®
adalah semigrup.

Bukti:

(1) Ambil sebarang;,y € S. Makax @y = x + y + 2xy € S.

(2) Ambil sebarang;, y,z € S. Maka
x®y)®z=(x+y+2xy)Dz

X+y+2xy+z+2x+y+2xy)z

X+y+2z+2xy+2xz+ 2yz + 4xyz.

x®(yBz) = xB(y + z + 2yz)
=x+y+z+2yz+2x(y+2z+ 2yz)
=x+y+z+2xy+ 2yz+ 2xz + 4xyz.
Dari (1) dan (2) terbukti bahw@, @) semigrup. [

Contoh 2.2.3



MisalkanT = Z* U {0} adalah himpunan. Dan diberikan operasi
yang didefinisikanx *y = x + 2y,Vx,y € T. pada himpunarT.
Maka akan ditunjukkaf semigrup.

Bukti:
(1) Ambil sebarang,y € T.makax *y = x + 2y € T.
(2) Ambil sebarang,y,z € T. maka
xx(yxz)=x*(y+22)
=x+2(y+2z) =x+2y+4z#+x+2y+2z
Jadi,(T,*) bukan semigrup. |

Definisi 2.2.4(Whitelaw,1995)

Misalkan(M,*) adalah semigrup dath adalah himpunan bagian dari
M. H disebut subsemigrup daM jika dan hanya jika(H,*)
merupakan semigrup.

Contoh 2.2.5
(N,) merupakan subsemigryg,-).

Teorema 2.2.6Whitelaw,1995)

Misalkan(M,*) adalah semigrup ddi adalah himpunan bagian dari
M. Maka (H,*) membentuk subsemigrup d&M,*) jika dan hanya
jika H tertutup terhadap operasi

Bukii:
(=) Jika(H,*) merupakan subsemigrup d&M,=) maka(H,*)
merupakan suatu semigrup. Berdasarkan Definisil 2r2aka H
tertutup terhadap operasi
(&) MisalkanH tertutup terhadap operasiKarena(M,*) adalah
semigrup, dan berlaku sifat asosiatif
(axb)*c=a(b=c),Va,b,c €M.
Maka
(axb)*c=a(bx*c),Va,b,c € H.
Berdasarkan definisi 2.2.1 mak&/,*) merupakan semigrup. Jadi
terbukti bahwd H,*) subsemigrup dafiM,*). [ |

Definisi 2.2.7



Misalkan (M,*) adalah semigrup. MaK#/,x) disebut semigrup
komutatif jikaa * b = b * a,Va, b, c € M.

Contoh 2.2.8

(R, +) dan(R,x) adalah semigrup komutatif. Tetapi, —) tidak
membentuk semigrup komutatif karena terdapate R yang tidak
memenuhia — b = b — a.

Definisi 2.2.9

Misalkan (M,*) adalah semigrup dan mempunyai elemen identitas
sedemikian sehingga* a = a * e = a, untuk setiapa € M. Maka
(M,*) disebut semigrumonoid

Elemen identitas pada semigrgi, +) biasanya disebutero
dan dinotasikan deng@nsedemikian sehingga memenuhi:
0+m=m+0, untuk setiaqm € M. Sedangkan pada semigrup
(M,x) biasanya dinotasikan dengath sedemikian sehingga
memenuhil.m = m. 1 = m untuk setiapn € M.

Teorema 2.2.1QWhitelaw,1995)
Elemen identitas di semigrup adalah tunggal.

Bukti:
Jikae danf adalah elemen identitas pada semidiMpx). Maka
e=exf=fxe.
f=fre=exf.
Sehingge = f. Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup hanya memiliki
satu elemen identitas. |
2.3 Grup

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi geopema-
teorema yang berlaku di grup. Untuk memberikankiges yang
lebih jelas, dibahas contoh yang berkaitan dengefinigi dan
teorema tentang grup.

Definisi 2.3.1 (Durbin,1992)
MisalkanG adalah himpunan tak kosong. Makadisebut grup jika
pada operasi * memenuhi aksioma-aksioma :



(i) tertutup: jikaa,b € G, makaa * b € G.

(i) assosiatifa *(b*c)=(a*xb)*c, YVa,b,c €QG.

(iii) elemen identitasie e G D a*xe=exa=aVa€QG.
(iv) adanya elemeninversu € G 3a' 3 a*a’' =a"xa =e.

Dari definisi 2.3.1, dapat disimpulkan bahwa sugtup pasti
merupakan suatu semigrup. Akan tetapi, tidak berlsdébaliknya,
yaitu tidak semua semigrup merupakan suatu grupalkin(G, +)
adalah suatu semigrup. Maké, +) dapat dsebut sebagai grup jika
syarat berikut dipenuhi, yaitu:

1) adanya elemen identitas@i
2) adanya invers untuk setiap elemegr di

Contoh 2.3.2
Himpunan bilangan bulat positif atas operasi pefghan tidak
membentuk grup karena tidak memiliki elemen idastit

Contoh 2.3.3
Himpunan(M,-) didefinisikan sebagai berikut :

\ _[a b +
MZXZ—{A—[C d”a,b,c,dEZ }
MakaM merupakan suatu semigrup tetapi bukan merupakeam gr

Bukti :
JelasM merupakan semigrup karena tertutup dan asosdtédap
operasi(-). Selanjutnya, untuk dapat disebut sebagai suaip, gr
semigrupM harus memenuhi dua syarat di atas. MisalKaglemen
identitas dariM sehingga

A = [Ccl’ Z,],a',b’,c',d’ € Z*.
Telah diketahui bahwa elemen identitas suatu nwattéchadap

operasi perkalian adalahl) (1)] Sehinggad’ = [(1) (1)] Karena

0¢Z* danA’ ¢ M, makaM tidak memiliki elemen identitas. Oleh
karena ituM bukan merupakan grup. ]

Teorema 2.3.4 (Durbin, 1992)

Misalkan G adalah grup. Jika grugr dengan operasi perkalian
membentuk suatu grup, maka

(1)elemen identitas dal adalah tunggal,



(2)setiap elemen di grup memiliki invers tunggal.

Bukti:

(1)Misalkan e dan f adalah elemen identitas di. Karenae
merupakan elemen identitas dé&rimakae.a = a.e = a, untuk
setiapa € G. Dan kareng juga merupakan elemen identitas dari
G maka f.a=a.f=a, untuk setiapa € G. Jadi dapat
disimpulkan bahwa = f.

(2)Misalkan x, y adalah elemen invers di. dane adalah elemen
identitas diG. Makaa.x =x.a =e dana.y = y.a = e untuk
setiapa di G. Jadix = y. [

Definisi 2.3.5(Durbin, 1992)
Misalkan (G,) adalah suatu grug: disebut suatu grup komutatif
jika dan hanya jika operasi biner paddersifat komutatif.

Definisi 2.3.6(Durbin, 1992)

Didefinisikan bahwaH himpunan bagian dariG. Maka H adalah
suatu subgrup daff jika H membentuk suatu grup dengan operasi
yang sama pada.

Contoh 2.3.7

MisalkanG = {1, —1, i, —i} dan(G,") merupakan grup. Maka
{1,—1} adalah subgrup dafi. Akan tetapi{i, —i} bukan merupakan
subgrup dariG karena sifat tertutup terhad@&ptidak dipenuhi, yaitu
ii=-1¢{i,—i}

2.4 Ring

Berbeda dengan grup yang merupakan sistem makenyang
terdiri dari satu himpunan tak kosong dan satu agieiner, ring
merupakan sistem matematika yang terdiri dari anpunan tak
kosong dengan dua operasi biner.

Definisi 2.4.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. &gpaul, 1990)
Ring R adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi lyaieni
operasi penjumlahan dan perkalian yang memenutitsifrikut:

1. (R, +) merupakan grup komutatif,

2. (R,”) merupakan semigrup,

3.(R, +,7) bersifat distributif pergandaan terhadap penjuarayaitu



a(b+c)=a-b+a-c dan (a+b)-c=a-c+b-c untuk
setiapa, b, c € R.

Pada subbab ring ini sampai pada pembahaskamjgnya,
operasi biner yang digunakan adalah operasi peahanl dan
perkalian. Selanjutnya, rin@®, +,-) cukup disebut sebagai riiy

Definisi 2.4.2 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. &gpaul, 1990)
MisalkanR adalah ring. Ring® disebut ring komutatif jikab = ba
untuk setiam, b € R.

Teorema 2.4.4 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)
Misalkan R adalah ring. Jika untuk setiape R berlakua? = a,
maka R adalah ring komutatif.

Bukti:
Ambil sebarangt, b € R, maka
(a+ a)? = a? + aa + aa + a?
a+a=a+a*+a’*+a
ata=atat+a+a
at+a=0
a=-—a
dan
(a +b)? = a® + ab + ba + b?
at+b=a+ab+ba+b
at+b=a+b+ab+ ba

0 =ab + ba
—ba = ab
b(—a) = ab
ba = ba [ ]

Definisi 2.4.5 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. &gpaul, 1990)
Ring dengan elemen identitas adalah rihgli mana(R,) adalah
suatu semigrup dengan elemen identitas , yaituapaitd elemen
identitase sedemikian sehingga e = e - r = r untuk setiap’ € R.

Definisi 2.4.6 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)



Misalkan R adalah ring. Karakteristik rin§ adalah bilangan bulat
positif terkeciln sedemikian sehingga a = 0, untuk setiag € R,
dengann.a=a+a+a+a..+a

n suku

Selanjutnya, jika tidak terdapat € Z* 3 n.a = 0,Va € R, maka
karakteristik ring adalah nol.

Contoh 2.4.7
Karakteristik (Z,, +,) adalah2, karakteristik(Z¢, +,-) adalah6, dan
karakteristik(Z, +,-) adalah nol.

Teorema 2.4.8 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)

Misalkan R adalah ring dengan elemen satuanR mempunyai
karakteristik n > 0 jika dan hanya jikan bilangan bulat positif
terkecil sedemikian sehinggal = 0.

Bukti:
(=) R mempunyai karakteristik > 0. Berdasarkan definisi 2.4.6,
n bilangan bulat positif terkecil sehinggaa = 0, untuk setiap
a € R. Piliha = 1, maka diperolel. 1 = 0.
(&) Misalkann bilangan bulat positif terkecil sehinggal = 0.
Ambil sebaranga € R. Selanjutnya
na=a+a+-:--+a

=a(l+1+--41)

=a(n.1)

=a.0

= 0.
Jadi,n.a = 0, untuk setiam € R. [

2.5 Subring

Pada subbab ini akan dibahas tentang subring| ydewm
terbentuk dari ring.

Definisi 2.5.1 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)
Misalkan (R, +,7) adalah ring.S adalah himpunan tak kosong dan
S c R. Makas disebut subring jik&S, +,-) membentuk ring.



Teorema 2.5.2 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)
Misalkan(R, +,-) adalah ring.Makas c R disebut subring jika
i S+0

(i) x—yeS, Vx,yeES

(i) x-yeS, Vx,yeS

Bukti:
() Misalkan (R,+,") adalah ringS c R disebut subring darR.
Berdasarkan Definisi 2.5.1S, +,-) membentuk ring dengan operasi
yang sama diR, +,-). Karena(s, +,-) ring, maka pastilal # 9.
(i) Selanjutnya, ambil sebarangy € S. y € S, berarti —y € S.
Karenax,—y € S, makax + (—y) =x —y € S.
(i) Ambil sebarangx € S. Menurut (iy —y = 0 € S. Menurut (i)
pula, 0 —x = —x € S. Sehingga apabila,y € S, makax,—y € S
danx — (—y) = x + y € S. KarenaS c R danR adalah ring, maka
elemen-elemen df juga merupakan elemen #Hi Di samping itu,
juga memenuhi sifat asosiatif dan komutatif teripaganjumlahan,
asosiatif terhadap perkalian, dan distributif &eldp perkalian dan
penjumlahan. Karena memenuhi sifat tersebut, nSakdalah ring.
]

2.6 ldeal

Definisi 2.6.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. &gpaul, 1990)
Diberikan! suatu himpunan tak kosong dan himpunhdmagian dari
ring R. I disebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi:

1. a — b € I, untuk setiap, b € I.

2. ar €I (ra € I), untuk setiam € I danr € R.

Contoh 2.6.2
Suatu himpunaR = {[Ccl Z

N = {[J(; ?)]] |x,y € Z} adalah ideal kanan &i

] |a, b,c,de Z} merupakan suatu ring.

Bukti:
1. JelasN # @.



2. Ambil sebarangP,Q € N danT € R. Maka P,Q danT dapat

dinyatakan sebagah = [g g] Q = [g ‘8’] danT = [? Z]

dengamnx,y,z,w,a,b,c,d € Z. Maka

P=e=[y /=0 ol

[X—z y—w
4 o |en
_[* Y][a
rr=[5 ol
xa+yc xb+yd
= EN.
0 0 ]
_[a bl[x VY
L § ctl:x dc]13[10 O]
~ lex cy] €N.
JadiN adalah ideal kanan &.i [ |
Contoh 2.6.3
M= { 8 ;] |x,y € Z}adalah ideal kiri di ring
_([a b
R = {[c d] |a,b,c,d € Z}
Bukti:

1) JelasM + @ danM C R.
2) Ambil sebarangP,Q € M danT € R. Maka P,Q danT dapat
dinyatakan sebagd® = [0 x] Q= [0 Z] danT = [a 0
0 yI 0 w c d
denganx,y,z,w,a, b, c,d € Z. Maka

efi 8

0 o
=[ X —Z eM
0 y—w]

=2 dllo 5
0 ax+ by]

~lo cx + dy| 3




) 0 xlra b
ay [0 Y] [c d
xc xd
~ lye yd] 22 ik
JadiM adalah ideal kiri dR. ]

Definisi 2.6.4 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)
Didefinisikan (a) = {ar + na|r € R,n € Z}. Suatu ideal kanah di
ring R disebut ideal kanan pokok jifa= (a), untuk suatw € R.

Jika R merupakan ring dengan elemen identdasnaka dapat
dinyatakan sebagai
ar + na = ar + n(ea)

=ar+(ea+ea+---+ea)

=ar+e(a+a+---+a)
= ar + (ne)a
= a(r + ne)
=ar'
Sehingga(a) dapat dinyatakan sebadai) = {ar|r € R}.

Definisi 2.6.5 (Whitelaw,1995)

Suatu ideal kanahdi ring R disebut ideal kanan prima di riljjika
untuk setiapA danB ideal kanan di ring?z sedemikian sehingga
AB € I makad € [ atauB < I.

Definisi 2.6.6 (Whitelaw,1995)

Suatu ideal kanahdi ring R disebut ideal kanan semiprima di riRg
jika untuk setiapA ideal kanan di ringR sedemikian sehingga
A% c 1 makad c I.

Berdasarkan Definisi 2.6.5 dan Definisi 2.6.6 dagikatakan
bahwa setiap ideal kanan prima di rikRg adalah ideal kanan
semiprima.

Contoh 2.6.7



Z[x] merupakan suatu rindx) merupakan ideal kanan prima di
Z[x].

Bukti:

(1) Akan dibuktikan(x) ideal kanan dZ[x].

(i) Jelas bahwa dafx) < Z[x]dan(x) # 0.

(i) Ambil sebarangf(x),g(x) € (x). Maka f(x) dan g(x)
dapat dinyatakan sebagaf(x) = xp(x) dan g(x) =
xq(x),dengan p(x),q(x) € Z[x].Sehinggaf(x) + g(x) =
xp(x) +xq(x) = x(p(x) + q(x)), p(x) + q(x) € Z[x].
Jadi,f(x) + g(x) € (x).

(iii) Ambil sebarangf(x) € (x) dan s(x) € Z[x]. Maka f(x)
dapat dinyatakan sebagaif (x) = xp(x),p(x) € Z[x].
Sehinggaf (x)s(x) = xp(x)s(x), denganp(x)s(x) € Z[x].
Jadi,f (x)s(x) € (x).

Dari (i), (ii), dan (iii) terbukti bahwdx)ideal kanan dZ[x].

(2) Ambil sebarang ideal kanad dan B di Z[x] sedemikian
sehinggadB < (x). Selanjutnya ambil sebaranfdx) € A dan
g(x) e B. Maka f(x)g(x) € AB < (x). Sehingga dapat
dinyatakan dengafi(x)g(x) = xh(x), h(x) € Z[x]. Misal
fx)=ay+ax+ax*+ ,a4;, €Z.i =0,1,2,...
gx) =by+ byx+byx?>+- ,b; €Z.i=0,1,2,...

h(x) =cy + c1x+cx?+ -+ ,c; EZi=0,1,2,..

Maka

(ag+ayx+ - )(bg+ byx+ ) =x(cy+c1x+-)

agby + (aghy + a1bg)x + -+ = cox + ¢, x% + -+

Berarti apby = 0. KarenaZ tidak mempunyai pembagi nol

sejati, makar, = 0 ataub, = 0 Sehingga

f) =ax+ax*+ - =x(a; +ax +-)

atau

gx) = byx + byx? + - = x(a; + byx + )

Makaf(x) € (x) ataug(x) € (x). Karena untuk setiafi(x) € A
dan g(x) € B berlaku f(x) € (x) atau g(x) € (x) maka
A € (x) atauB < (x) Jadi terbukti(x) merupakan ideal kanan
prima di diZ[x]. [

Contoh 2.6.8
X = {21]l € Z} merupakan ideal kanan semiprima di rihg



Bukti:

Jelas bahwa& merupakan ideal kanan di rirfy Ambil sebarang
ideal kanand di ring Z sedemikian sehinggd? € X. Selanjutnya
ambil sebarange € A. Maka x - x = x? € A2 € X. Hal ini berarti
bahwax?(x) € X. Dengan kata lain? merupakan bilangan genap
atau nal Makax pasti merupakan bilangan bilangan genap atau nol.
Dengan kata lain dapat dinyatakan sebagai2l,! € Z. Jadix € X.
Karena untuk setiap € A berlakux € X, makaA € X. Jadi, terbukti
bahwaX merupakan ideal kanan semiprima di rihg [






BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi, teoretaa lema yang
berkaitan dengageneralized derivatiomi ring semiprima. Sebagai
dasar atau acuan pembahasan pada bab ini terktitud diberikan
definisi ring semiprima. Untuk memberikan deskrigsing lebih
detail, maka diberikan contoh dari definisi maugeorema pada
pembahasan skripsi ini.

3.1 Ring Semiprima
Definisi 3.1.1 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 200)

MisalkanR adalah ringR disebut ring semiprima jikaRa = (0),
makaa = 0 untuk suatw € R.

Contoh 3.1.2
Himpunan M = {M1|M1 = ’I(; 2]k € IR} adalah ring semiprima.
Bukti:
Ambil sebarand,, X € M. Maka
_[a;z O _[x2 O
Ml—[o al];eo, a; ER dan X—[O xl];eo, x; € R.
Sehingga
_[az O][xy O][a, O
My XMy = 0 a1] [O x1] [0 a1]
a;x,aq 0 ]
= 0
0 a,x104
JadiM adalah ring semiprima. |

Lema 3.1.3 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007)
Misalkan R adalah ring semiprima. Jika b € R 3 axb = 0, maka
ab = ba = 0, untuk setiap x € R.

Bukti:
Ambil sebarang: € R. Untuk setiapc € R berlaku



(ab)x(ab) = a(bxa)b = 0.
(ba)x(ba) = b(axb)b = 0.

Berdasarkan definisi 3.1.1 mak& = ba = 0, untuk setiapc € R.
]

3.2Centralizer Kiri dan Centralizer Kanan

Di dalam jurnal yang berjud@®n Generalized Derivation in
SemiprimeringM.N. Daif dan Tammam EIl-Sayiad mengemukakan
definisi centralizerkiri dan centralizerkanan sebagai berikut.

Definisi 3.2.1 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, @07)
MisalkanR adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan
T:R — R. Jika untuk setiap, y € R memenuhf"(xy) = T(x)y.
Maka T:R — R disebutcentralizerkiri.

Definisi 3.2.2 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, @07)
MisalkanR adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan
T:R — R. Jika untuk setiap,y € R memenuhi'(xy) = xT (y).
Maka T:R — R disebutcentralizerkanan.

Contoh 3.2.3
MisalkanR adalah ring semiprima yang didefinisikan dengan
R = {Ml M; = [g 2 8 ,a € ]R%}. Selanjutnya didefinisikan
pemetaanT: R —>OR, gedgmikian sehingd&(x) = Ax, V x, A € R,dan
A= g g 8 dengarp € R. Maka akan ditunjukkan

0 0 p

(DT (xy) = T(x)y.
Q)T (xy) = x T(y).

Bukii:

Ambil sebarangt;,X € R. Maka
a 0 0 x 0 0

Mlz[O a 0[l#0,a;eRdanX=|0 x 0|+0x ER.
0 0 a 0 0 x




Sehingga

a 0 O0][x 0 O]fa O O
MlXMlz[O a 0”0 x 0”0 a O]

0 0 all0 0 xIlLO 0 a
axa 0 0
=| 0 axa 0f|=0.
0 0 a
JadiR adalah ring semiprima. [
Selanjutnya
(1)Ambil sebarang;, y € R. Untuk setiapc, y € R, maka
a 0 0 b 0 0
x=|0 a O0f,y=|0 b 0 dengana,b € R sedemikian
0 0 a 0 0 b
sehingga
T(xy) = Axy
p 0 Ojfa 0 0][b 0 O]
0 0 pll0 0O bIlO O bl
® 0 O0jfa 0 O]fp 0 O][1 0 O]
=(0 p O0||0 a Of|l0 b 0Of|]0 1 O
0 0 pllo 0 Bhll0 0 HILO O 1
p 0 Ojfa 0 O][1 O O][b O O]
=10 p 0}10 a 0|0 1 Of|0 b O
0 0 pllo 0 K110 O 1il0 O bl
=T(xe)y
=T()y.
(2) Ambil sebarang;, y € R. Untuk setiape,y € R, maka
a 0 O b 0 0
x=|0 a Of,y=|0 b 0] dengan a,b ER
0 0 O 0 0 b

sedemikian sehingga

T(xy) = Axy



a 0 OJfp 0 O11b 0 O
=10 a 0|0 p O|l0o b 0
0 0 ollo 0 pllo 0 b
p 0 Ojfa 0 O][b 0 O
=10 p 0|0 a O||l0 b 0
0 0 pll0 0 bBll0o 0 b
= xAy
= xT(y).
Jadi T: R —» R adalahcentralizerkiri dancentralizerkanan. ]

3.3 Centralizer Kiri Jordan dan Centralizer Kanan Jordan

Definisi 3.3.1 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, @07)

Misalkan R adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan
T:R - R. Jika untuk setiapx € R memenuhiT(x?) = T(x)x..
Maka T:R — R disebutcentralizerkiri Jordan.

Definisi 3.3.2 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, @07)
Misalkan R adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan

T:R - R. Jika untuk setiapr € R memenuhiT(x?) = xT(x)..
Maka T: R — R disebutcentralizerkanan Jordan.

Contoh 3.3.3
MisalkanR adalah ring semiprima berkarakteristiklengan

R = {M|M = [Z 8] ae€ ZZ}. Didefinisikan T: R — R, sedemikian

sehinggdl'(x) = Ax, V x, A € R, dengaM = [Z 8]

Maka akan ditunjukkan
(1T (x?) = T(x)x.

(2)T(x?) = x T(x).
Bukti:
(1) Ambil sebarangr € R. Untuk setiapx € R, makax = [Z 8 .

a€Z,A= [Z 8] ,p € Z,. Sehingga



T(x%) = Ax?
=lo olla olla o
=[5 ollz ol

[

0 0
T(x%) = Ax?

=l olla ol o
=[z Jllz ol

2
= [az O] € R.
a‘ 0

| €r.

(2) Ambil sebarangr € R. Untuk setiapx € R, makax = [Z 8]
0 Y
a€Z,A= [Z O],p € Z,. Sehingga
T(x%) = x*A
_Ja O0]fa 07170 O
=z ol ollo ol
:[az 0] [0 0
a’> 0]l0 0

=lo o

T(x%) = x*A
=[z ol ol

o o |

| er.

o O
[



2
= [az 0] ER. n
a 0
Contoh 3.3.4

MisalkanR adalah ring semiprima dengan

myp My My3
R =

My1 Mpy; Mp3
pemetaanT: R - R, sedemikian sehingg&(x) = Ax, V x,A € R,

m;j ER,L,j = 1,2,3}. Didefinisikan
M3zq M3 Mgz3

a1 A2 0433
dengamM = |21 Q3 Qg3 v EREj=1,23. Maka akan
o az1 043z 04zs
ditunjukkan

(1T (x?) = T(x)x.
(2)T(x?) = x T(x).

Bukti:
Ambil sebarangl, X € R. Maka

a1 Q12 413 my; My M3
A=1021 Q2 A3|#0,a;; €ER, X =|Mz1 My Myz| 0,
az; a3z 0433 mz; M3y M33
m;; € R, Sehingga
a11 Q12 A13][M11 My My371[%11 Q12 413
AXA = |0z1 Qp2 a23] Mp1 My m23] [a21 Qaz2 a23]
az1 Q3 0azz]lM3z; Mgz Mgz3]|a31 d3zz d33
bi1 b1z by3
= [b21 b22 b23 :;t 0 bU E R
bs; b3y bs3
JadiR adalah ring semiprima. [ |

Selanjutnya

(1) Ambil sebarang x € R. Untuk setiap x € R, maka x =
my1 Mz My3

My Myp m23], di manam;; € R,i,j = 1,2,3. Sehingga
mzy M3z M33




T(x%) = Ax?

aq; Qg2 Q13 [Mq11 Mgy My3][M11 My My3
= |G21 Gz Q23| |M21 Mpz Myz||Mp1 My Mp3
az1 Q4zp A4zz||M3; M3y Mgz||M31 M3z Mg33

= T(x)x.
(2) Ambil sebarang: € R. Untuk setiapc € R, maka
my; My My3
Mmy1 My Mp3
Mmgzq M3y Mgz3
i,j =1,2,3. Sehingga

x = , di manam;; € R,

T(x?) = Ax?

[A11 Q12 A13][M11 Mqz My37[M11 My My3]
= [Q21 Q22 Az3||Mz1 My Mp3||My1 My Mp3
|d31 A3z Q33][M31 Mgz Mgz3]|M31 M3z M3z3]
[M11 My My3][G11 Q12 A13][M11 My My3]
= |My1 My Mp3||Gz21 QA d3]||Mp1 My Mpy3
|M3q Mgy Mg33]|A31 A3z A33]|M31 M3y M3z

= xAx
= xT (x).
Jadi T: R —» R adalahcentralizerkiri Jordan darcentralizer kanan

Jordan. ]

Definisi 3.3.5 (Bhattacharya, S. K. Jain, dan S.RNagpaul, 1990)
MisalkanR adalah ringZ(R) = {a € R|xa = ax,Vx € R} adalah
centerdari ringR.

Teorema 3.3.6(Bhattacharya, S. K. Jain, dan S.R. gaul, 1990)
Misalkan R adalah ringZ(R) = {a € R|xa = ax,Vx € R} adalah
subring darir.

Bukti:

MisalkanR adalah ring danZ(R) = S. Karena0 € S, makas$S # 0.
Misalkana, b € S,x € R. Maka

(a—b)x =ax —bx =xa—xb=x(a—>b).Jadi,(a —b) €S.



(ab)x = a(xb) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab). Jadiab € S.
|

3.4 Generalized Derivation di Ring Semiprima

Pada subbab ini akan diuraikan tentgegeralized
derivationdi ring semiprima. Namun, terlebih dahulu dibahas
definisi derivation Untuk memberikan deskripsi yang lebih detail,
pada subbab ini dipaparkan contoh beserta buktinya.

Definisi 3.4.1 (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, 2007)
MisalkanR adalah ring semiprima dan didefinisikdén R — R
adalahadditive mappingD: R — R disebutderivationjika untuk
setiapx, y € R berlakuD(xy) = D(x)y + xD(y).

Contoh 3.4.2
Diberikan ring semiprim®& danR = [g 2] a € R. Diberikan pula

fungsi D:R - R yang didefinisikanD(x) = Ax — xA, x,A € R.
Sehingga untuk setiapy, A € R akan ditunjukkan
D(xy) = D(x)y + xD(y).

Bukti:
Ambil sebarang;, y, A € R. Maka
D(xy) = Axy — xyA
= Axy — xyA + Axy — Axy
= Axy — xyA + Axy — xAy
= Axy — xAy + Axy — xyA
= Axy — xAy + xAy — xyA
= (Ax — xA)y + x(Ay — yA)
= D(x)y + xD(y). [

Definisi 3.4.3 (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, @07)
MisalkanR adalah ring semiprima. Selanjutnya didefinisikan
pemetaanD: R — R adalahadditive mappingPemetaa: R — R
disebutgeneralizederivationjika berlakuG (xy) = G(x)y + xD(y)
untuk setiapc, y € R.

Lema 3.4.4 ( Zalar, 1991)



Misalkan R adalah ring semiprima daf,p:R X R - R adalah
additive mappingJika8(x,y) w ¢ (x,y) = 0 untuk setiapc,y,w €
R, maka# (x,y)w ¢(u,v) = 0 untuk setiapx, y,u, v,w € R.

Bukti:
(DJikax =x+u
Ox+u,y)welx+uy) =0.
00, y)weo(u,y) + 6w y)woe(x,y) =0.
0, y)wolwy)=—-0wy) wolxy).
B wow,))z(0(x,y) w o, y))
=—-0(w,y)wowy)z0(x,y) w ¢(x,y) = 0.
Maka# (x,y)w ¢(u,v) = 0.
(2)Jdikay =y +v
0,y +v)wae(x,y+v)=0.
0, y)wo(uy) =—-0wy)wo(x,y).
By wow,y))z(60(x,y) wo(u,y))
0w, y)woe(uy) =-00y)wae(xy) =0.
Maka# (x,y)w ¢(u,v) = 0. [ ]

Lema 3.4.5 ( Zalar, 1991)

Misalkan R adalah ring semiprima untuk suatue R. Jika
setiapx,y € R a[x,y] = 0, maka terdapat idedl di R sedemikian
sehinggar € I € Z(R).

Bukti:
Didefinisikan[x, y] = xy — yx, dan diketahui[x, y] = 0.
alx,y] =0
a(xy —yx) =0
axy —ayx =0
axy = ayx.
Makaa € Z(R). u

Teorema 3.4.6 (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, 20)
Misalkan R adalah ring semiprima dengan karakteristik sela@n
Diberikan D:R — R adalah derivation Jika G:R — R adalah
additive mappinggang memenubhi

G(x?) = G(x)x +xD(x),Vx €ER, (3.1



makaG adalabgeneralized derivatian

Bukti:
Jika disubstitusikanx = x + y ke dalam persamagi3.1), maka
untuk setiapc, y € R berlaku

G((x+y)3) = (Gx+M)x+y)+ (x+y)(D(x+)
G((x+Mx+y)=(Gx+y))x+y)+x+y)(Dx+y))
Gx2+xy+yx+y3) =(Gx+y)x+y)+ &x+y(Dx+y)

KarenaG: R — R adalahadditive mappingnaka
G(x*) +G(y?) + G(xy + yx)
=G +6)x+y) + (x+y)(D(x) +D(y))
G(x*) +G(y*) + G(xy + yx)
=G)x+G6Xx)y+G6c(y)x+G(ly)y + xD(x) +
xD(y) + yD(x) + yD(y) (3.2)

Berdasarkan pada persam#an ), untuk setiapx,y € R

G(x?) = G(x)x + xD(x).

G(y?) =Gy +yD(y).
Selanjutnya dengan mensubtitusikan ni@&ix?) dan G(y?) ke
dalam persamag(3.2) diperoleh
GX)x+xD(x)+Gy)y+yD(y) + G(xy + yx) = G(x)x +
Gy +G)x + Gy +xD(x) +xD(y) + yD(x) + yD(y)

Dengan menggunakan kaidah kanselésdditive cancellative)
dihasilkan
G(xy +yx) = G(xy) + G(yx)

=Gx)y+ G(y)x +xD(y) + yD(x). (3.3)

Selanjutnya, jikay = xy + yx disubstitusikan ke dalam persamaan
(3.3), maka
G(x(xy +yx) + (xy + yx)x) = G(x)(xy + yx) + G(xy + yx)x +
xD(xy + yx) + (xy + yx)D(x)

G(x%y + xyx + xyx + yx?) = G(x)(xy + yx) + G(xy + yx)x +
xD(xy + yx) + (xy + yx)D(x)
G(x%y + yx? + xyx + xyx) = G(x)(xy + yx) + G(xy + yx)x +
xD(xy + yx) + (xy + yx)D(x)
G(x?y + yx? + 2xyx) = G(x)(xy + yx) + G(xy + yx)x +



xD(xy + yx) + (xy + yx)D(x).

KarenaG: R — R adalahadditive mappingnaka

G(x%y + yx?) + 2G(xyx) = G(x)xy + G(x)yx + G(y)x? +
xD(y)x + yD(x)x + xD(xy + x) +
(xy + yx)D(x), (3.4)

Jikax = x? disubstitusikan ke dalam persamgas) , maka
G(x%y + yx?) = G(x*y) + G(yx?)

= G(x*)y + G(x* + x*D(y) + yD(x?),
untuk setiape, y € R. (3.5)

Selanjutnya jika kedua ruas pada persam@f) ditambahkan
2G (xyx), maka

G(x%y + yx?) + 2G(xyx) = G(x))y + G(y)x? + x%D(y)
+yD(x*)+2G (xyx). (3.6)

Dengan membandingkan persaméa#) dan persamaa(3.6)
dihasilkan
G(xX)xy + G(x)yx + G(y)x? + xD(y)x + yD(x)x +
xD(xy +x) + (xy + yx)D(x) = G(x*)y + G(y)x* +
x2D(y) + yD(x?) + 2G (xyx).
Sehingga
G(xyx) = G(x)yx + xD (yx). (3.7)
Dengan mensubstitusik = x +z ke dalam persamaar(3.7)
dihasilkan
G((x +z2)y(x + Z)) =Gx+2)y(x+2)+ (x+ Z)D(y(x + Z))
G((xy +zy)(x + Z)) =Gx+2)(yx +yz) + (x + 2)D(yx + yz)
G(xyx + xyz + zyx + zyz) = (G(x) + G(2))(yx + yz) +
(x+2) (D (yx) + D(yz))
G(xyx +xyz+zyx + zyz) = G(x)yx + G(x)yz + G(z)yx +
G(z)yz+ xD(yx) + xD(yz) +
zD(yx) + zD(yz).

KarenaG: R — R adalahadditive mappingnaka
G(xyx) + G(xyz) + G(zyx) + G(zyz) = (G(x)yx + G(x)yz +
G(2)yx + G(2)yz) + (xD (yx) + xD(yz) + zD(yx) + zD (yz)).



(3.8)

Berdasarkan pada persama@®2), jika G(x?) = G(x)x + xD(x),
maka

G(xyx) = G(x)yx + xD(yx),

G(zyz) = G(2)yz + zD(yz).

Selanjutnya, jika nilaG (xyx) danG(zyz) disubstitusikan ke dalam
persamaai3.8), maka

G(x)yx + xD(yx) + G(xyz) + G(zyx) + G(z)yz + zD(yz) =
GX)yx+ Gx)yz + G(2)yx + G(z)yz + xD(yx) + xD(yz) +
zD(yx) + zD(yz).

Dengan menggunakan kaidah kanselasi dihasilkan
G(xyz + zyx) = G(x)yz + G(2)yx + xD(yz) + zD(yx).
3.9
MisalkanF = G(xyzyx + yxzxy).
Dengan menggunakan persaméad)
F = G(xyzyx + yxzxy)
= G(xyzyx) + G(yxzxy)
= G(x)yzyx + xD(yzyx) + G(y)xzyx + yD (xzxy)
= G(x)yzyx + G(y)xzyx + xD(yzyx) + yD(xzxy).
(3.10)

Selanjutnya dengan menggunakan persar(@an diperoleh
F = G(xyzyx + yxzxy)
= G(xyzyx) + G(yxzxy)
= G(xy)zyx + xyD(yzx) + G (yx)zxy + +yxD(zxy)
= G(xy)zyx + G(yx)zxy + xyD(yzx) + yxD(zxy). (3.11)

Dengan membandingkan persaméan0) dan(3.11)
G(xy)zyx + G(yx)zxy + xyD(yzx) + yxD(zxy) = G(x)yzyx +
G (y)xzyx + xD(yzyx) + yD(xzxy)
G(xy)zyx + G(yx)zxy + xyD(yzx) + yxD(zxy) — G(x)yzyx —
G(y)xzyx — xD(yzyx) — yD(xzxy) = 0.

(3.12)

Dengan mendefinisikartz (xy) — G(x)y — xD(y) = 6(x,y), maka
persamaai3.12) dapat diubah ke dalam bentuk persamaan



G(xy)zyx + G(yx)zxy + xyD(yzx) + yxD(zxy) — G(x)yzyx —
G(y)xzyx — xD(yzyx) — yD(xzxy) = G(xy)zyx — G(x)yzyx —
xD(Y)zyx + G(yx)zxy — G(y)xzyx — yD(x)zxy + xyD(yzx) +
yxD(zxy) = 0.

Sehingga
(G(xy) = Gy — xD())zyx + (G(yx) — G(¥)x — yD(x))zxy +
xyD(yzx) — yxD(zxy) =0
0(x,y)zyx + 6(y,x)zxy + xyD(yzx) — yxD(zxy) = 0.
X,v,Z €R. (3.13)
Dengan mendefinisikany — yx = [x, y], maka
xyD(yzx) — yxD(zxy) = xyD(yzx) — yxD(yzx)

= (xy — yx)D(yzx)

= [x, y]D(yzx).

= 0.
Sehinggd (x, y)zyx + 0(y, x)zxy + xyD (yzx) — yxD(zxy) = 0.

0(x,y)zyx + 6(y,x)zxy — 0 = 0.

0(x,y)zyx + 0(y,x)zxy = 0. (3.14)

Berdasarkan pendefinisi&ix, y) = G(xy) — G(x)y — xD(y),
persamaai(3.3) dapat ditulis ke dalam persamaan
0(x,y) = —0(y,x), sehingga persamaéB.14) menjadi
0(x,y)zyx + 6(y,x)zxy =0
—0(y,x)zyx + 0(y,x)zxy = 0
0y, x)zxy — 0(y,x)zyx =0
0y, x)z(xy —yx) =0
8(y, x)z[x,y] = 0. (i)
Jika8(y, x) = —6(x,y) disubstitusikan ke dalam persam#&an4),
maka
0(x,y)zyx + 0(y,x)zxy = 0
0(x,y)zyx — 0(x,y)zxy =0
0(x,y)(zyx —zxy) =0
0(x,y)z(yx —xy) =0

6(x,y)zly, x] = 0. (ii)
Sehingga dari (i) dan (ii) diperoleh
0(y,x)z[x,y] = 0(x,y)z[y,x] =0,V x,y,z € R. (3.15)

Berdasarkan Lema 3.4.4,
jika 0(y,x)z[x,y] = 0(x,y)z[y,x] x,y,z € R, maka



6(x,y)z[u,v] =0, x,y,z,u,v €R. (3.16)

Dan berdasarkan Lema 3.1.3,

jika 8(x,y)z[u,v] =0, x,y,z,u,v € R, maka

0(x,y)[x,vy] =0, x,y,u,v €R. (3.17)
Untuk selanjutnyag(x, y) akan ditulis.

Misalkanb adalah elemen daR, sehingga berdasarkan Lema 3.4.5
berlakubd = 0 dandb = 0,V60 € R.
x0%y = 0%yx = y0%x = y6?«x.
4G (x.0%y) = 4(y02.x).

Dengan menggunakan persaméai) diperoleh
4G(x.6%y) = 2G(2x.6%y)
= 2G(x.0%y + 6%y.x)
= 2{G(x.0%y) + G(6%y.x)}
= 2{G(x)8%y + xD(8%y) + G(62y)x + 8%2yD(x)}
= 2{G(x)6%y + G(0%y)x+xD(6%y) + 6%yD(x)}
= 2{G(x)0°%y + (G(6%)y + 62D (y))x+x(D(6?)y +
GZD(y)) + 62yD(x)}
= 2{G(x)02%y + (G(6H)yx + 02D (y)x)+(xD(6>)y +
x0%D(y)) + 0%yD(x)}
= 2{G(x)6%y + ((6®)8 + 6D(8))yx + 62D (y)x)

+(x(D(8)6 + 6D(®))y + x62D(¥) ) + 62yD(x)}
= 2{G(x)8%y + G(8)8yx + OD(8)yx + 62D (y)x
+xD(6)0y + x6D(8)y + x02D(y) + 6?yD(x)}
= 2{G(x)y8% + G(8)8yx + 8D (0)yx + yD(x)0%x +
xD(y)8? + xD(0)0y + x8D(0)y + xD(y)6?}
= 2{G(x)y8% + xD(y)8? + yD(x)0% + xD(y)8? +
G(0)0yx + 6D(0)yx + xD(6)0y + x6D(6)y}
= 2{(G(x)y + xD())0? + yD(x)0? + xD(y)0? +
G(6)0yx + 6D(0)yx + xD(6)0y + xGD(G)y}
(3.18)
4G(y.0%x) = 2G(2y.0%x)
2G(y.0%x + 0%x.y)
2{G(y.0%x) + G(6°%x.y)}
=2{G(¥)08?%x + yD(6%x) + G(6%x)y + 82xD(y)}

1



=2{G(¥)8%x + G(6%x)y+yD(6%x) + 6%2xD(y)}

=2{G(»)6%x + (G(6*)x + 62D (x))y+y(D(6H)x +
02D (x)) + 0%xD(y)}

= 2{G(»)8%x + (G(6*)xy + 682D (x)y)+(yD(6H)x +
y82D(x)) + 62xD ()}

= 2{G(0%x + ((G(6)8 + 6D(6) )xy + 62D (x)y)
+(y(D(6)6 +6D(©))x + y02D(x)) + HZxD(y)}

= 2{G(¥)08%x + G(8)0xy + OD(8)xy + 82D(x)y
+yD(8)6x + yOD(8)x + y82D(x) + 6%xD(y)}

= 2{G(y)x0% + G(8)0xy + 6D (8)xy + yD(x)6?
+yD(8)08x + yOD(8)x + yD(x)0? + xD(y)6?}

= 2{G(y)x0% + yD(x)6? + yD(x)0? + xD(y)6?
+G(6)0yx + OD(0)yx + xD(6)0y + x6D(6)y}

= 2(G(y)x + yD(x))6% + yD(x)6? + xD(y)6>
G(6)0yx + 6D(6)yx + xD(6)6y + x6D(0)y}

(3.19)

Dengan membandingkan persamdari8) dan persamaaf3.19)
dan dengan menggunakan persamaan

Oyx = 0y.x = x.0y = x0y = Oxy,
0D(0)yx = D(6)0yx = D(6)8yx = 6D(0)xy,
x0D(6)y = D(0)x0y = D(0)0xy = 8D(0)yx = 6yD(0)x =
yOD(0)x.

SehinggatG (x.0%y) = 4G (y.0%x)

2 ((G(x)y +xD(y))0? + yD(x)0? + xD(y)6?

+G(0)0yx + 6D(0)yx + xD(68)0y + x6D(0)y} =

2 ((G(y)x +yD(x))6% + yD(x)0? + xD(y)6?

+G(0)0yx + 6D(0)yx + xD(6)0y + x6D(6)y} (3.20)

Dengan kaidah kanselagcancellation) dari persamaan(3.20)
diperoleh

G(x)0%y + x6°D(y) = G(y)0%x + y82D(x),

(Gx)y +xD(»))8% = (G(y)x + yD(x))62. (3.21)



Dengan mendefinisikagp(x, y) = G(x)y + xD(y), dan
o(y,x) = G(y)x + yD(x) sehingga persama#&B.21) menjadi
o(x,y)6% = ¢(y,x)6°. (3.22)

Selanjutnya, kedua ruas diuraikan dengan menggunpgesamaan
3.3).
A(LG(J)cyOZ) = 2G(2xy0?)
= 2G(xy0% + 6%xy)
2(G(xy6%) + G(6%xy))
2(G(xy)6% + xyD(6?) + G(6H)xy + 62D (xy))
=2(G(xy)6% + xy(D(0)6 + 6D(0)) +
(6(8)6 + 6D(6))xy + 62D (xy) )
= 2(G(xy)8% + xyD(8)6 + xy8D(0) + G(8)Oxy +
6D(0)xy + 62D (xy))
= 2(G(xy)8% + xyD(8)8 + xyD(8)8 + G(8)6xy +
xyD(8)8 + D(xy)6?%)
= 2(G(xy)0?% + D(xy)6? + 3xyD(0)0 + G(8)6xy)
=2 ((G(xy) + D(xy))6? + 3xyD(0)6 + G(B)ny)
(3.23)

4G (x0.y0) = 2G(x0y0 + ybx0)
= 2(G(x0y0) + G(y6x0))
= 2(G(x8)y0 + x0D(y8) + G(y6)x6 + yOD(x0))
= 2((6()6 +xD(8))y6 + x6(D ()6 + yD(6)) +

= 2(G(»)6 + yD(6))x6 + y8(D ()6 + xD(6)))
(G(x)0yO8 + xD(8)yO + x6D(y)0 + x0yD(8)

= G(y)0x6 + yD(6)x0 + y6D(x)6 + nyD(H))

= 2(G(x)0yO + xyD(6)6 + x6D(y)8 + xybD(6) +
G(¥)0x6 + xyD(8)6 + yoD(x)6 + xy6D(6))

= 2(G(x)8y0 + xyD(6)6 + xy0D(6) + xyD(6)6 +
xyD(60)0 + x6D(y)0 + G(y)6x6 + yOD(x)6)

= (G(x)0yB + 4xyD(6)6 + xOD(y)08 + G(y)O6x6 +
vOD(x)0)

= 2(G(x)y6? + 4xyD(0)0 + xD(y)8? + G(y)x6? +
yD(x)6%)

=2(G(x)y6? + xD(y)0? + G(y)x0% + yD(x)6? +



4xyD(0)6) . (3.24)

Dengan membandingkan persamg@m®3) dan (3.24). Karena
4G (xy8?) = 4G (x6.y0), maka

2 ((G(xy) +D(xy))6? + 3xyD(9)6 + G(G)G’xy) =

2(G(x)y6? + xD(y)8% + G(y)x0% + yD(x)6? + 4xyD(6)0).

2(G(xy)8% + D(xy)6? + G(6)6xy) =
2(G(x)y6? + xD(y)0% + G(y)x0% + yD(x)6? + xyD(6)0).
2G(xy)0% + 2D(xy)08?% + 2G(8)0xy =
2(G(x)y6? + xD(y)0% + G(y)x0% + yD(x)6? + xyD(6)0).
2G(xy)0?% = 2(G(x)y8? + xD(¥)6% + G(y)x6% + yD(x)6* —
2D (xy)6% — 2G(6)6xy + 6xyD(6)).
Dengan kaidah kanselasi diperoleh
2G(xy)0% = G(x)y8? + xD(y)6? + G(y)x0? + yD(x)6?
= (G(x)y +xD(»))0? + (G(y)x + yD(x))62.
= o (x,)8% + p(y,x)6*.
Jadi2G (xy)0?% = o(x,y)0% + ¢(y,x), Vx,y €R. (3.25)
Sehingga persama#B.25) menjadi
2G(xy)6% = p(x,y)0” + ¢(x,y)6?
2G(xy)0” = 2¢(x,y)6?
G(xy)0? = ¢(x,y)0°
G(xy) = @(x,y). (3.26)

Untuk setiape, y € R berlaku
G(xy) — G(x)y —xD(y) = G(xy) — G(x)y — xD(¥)
G(xy) — G(x)y —xD(y) = G(xy) — (G(x)y + xD())
0(x,y) = G(xy) — o(x, ). (3.27)

Berdasarkan persamaéh25)
2G(xy)0? = ¢(x,y)0% + ¢(y,x)0°
2G(xy)0% — p(x,y)6% — ¢(y,x)6* = 0.

Karenagp(x,y)8? = ¢(y,x)8%, maka
2G(xy)0” — ¢(x,¥)0” — ¢(x,y)0% = 0
2G(xy)0% = 2¢(x,y)8% =0

2(G(xy) —p(x,¥))8%* =0



(G(xy) —(x,¥))02 =0
662 =0
93 = 0.

Karena 63 = 0, makad?R0? = 626%R = 0*R = (0).
0RO = 06R = 6%R = (0).
Berdasarkan definisi 3.18.= 0. Hal ini berarti bahwa
0(x,y) = G(xy) — G(x)y —xD(y) = 0.
Sehinggai (xy) = G(x)y + xD(y). [ |

Akibat 3.4.7

Jika R adalah ring semiprima dengan karakteristik selidan
T:R — R adalahadditive mappingzang memenuhl" (x?) = T(x)x
untuk setiapx € R makaT adalalcentralizer Kiri.

Bukti:
Untuk setiape, y € R berlaku
T(x?) = T(x)x. (3.28)

Jika x = x + y disubstitusikan ke dalam persam#arn8), maka
T((x+y)?) = (Tx+ ) +y)
T((x+y)(x +y)) = (TG +TO))(x + )
Tx?+xy+yx+y?) =Tx+Tx)y+THy)x +T(H)y.

Karenal: R —» R adalahadditive mappingnaka
T(x®)+Txy+yx) +T(y2) =TxX)x +T(x)y + T(¥)x + T(y)y.

Dengan menggunakan persamdar28) untuk setiap, y € R
Tx+Txy +yx) + Ty =T(x + Ty +T(x + TRy

Dengan kaidah kanselasi diperoleh
T(xy +yx) =Ty +T(y)x. (3.29)

Jikay = xy + yx dan disubstitusikan ke persam&ar29), maka
T(x(xy + yx) + (xy + yx)x) = T(x)(xy + yx) + T(xy + yx)x
T(x%y + xyx + xyx + yx2) = T(x)xy + T(x)yx + T(xy)x +
T(yx)x
=T(x)xy + T(x)yx + T(x)yx +
T(y)x2.



Karenal: R —» R adalahadditive mappingnaka
T(x%y + xyx + xyx + yx2) = T(x)xy + T(x)yx + T(x)yx +

T(y)x>.
T(x%y) + T (xyx + xyx) + T(yx?) = T(x)xy + T(x)yx +
T(x)yx + T(y)x?
T(x%y + yx?) + T(2xyx) = T(x)xy + T(x)yx + T (x)yx +
T(y)x>.
T(x%y + yx?) + 2T (xyx) = T(x)xy + T(x)yx + T (x)yx +
T(y)x2. (3.30)

Jikax = x? disubstitusikan ke dalam persamgarz9) maka
T(x%y + yx?) = T(x?)y + T(y)x>. (3.31)
Jika kedua ruas persama@m1) ditambahkar2T (xyx) maka
T(x%y + yx?) + 2T (xyx) = T(x?)y + T(y)x? + 2T (xyx)
=T(xX)xy + T(y)x? + 2T (xyx)
(3.32)

Dari persamaafi3.30) dan(3.32) dihasilkan
T()xy + T(x)yx + T(x)yx + T(y)x? = T(x)xy + T(y)x? +
2T (xyx).
Dengan kaidah kanselasi maka
T(xyx) = T(x)yx. (3.33)

Jika disubstitusikaw = x + z ke persamaa¢B.33) maka
T((x +z)y(x + Z)) = (T(x + Z))y(x + 2)
T((xy +zy)(x + Z)) < (T(x ¥ Z))(yx + yz)
T(xyx + xyz + zyx + zyz) = (T(x + 2))(yx + yz)
T(xyx + xyz + zyx + zyz) = (T(x) + T(2))(yx + yz)
T(xyx + xyz + zyx + zyz) = T(x)yx +T(x)yz + T(z)yx + T(z)

Karenal: R — R adalahadditive mappingnaka
T(xyx + xyz + zyx + zyz)
= Tyx+T(x)yz+T(2)yx+T(2)yz
T(xyx) + T(xyz + zyx) + T(zyz)
= TX)yx+Tx)yz+T(z)yx + T(z)yz.
=T(xyx) + T(x)yz + T(z)yx + T(zyz).



Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh
T(xyz + zyx) = T(x)yz + T(z2)yx. (3.34)

MisalkanH = T (xyzyx + yxzxy).
Dengan menggunakan persaméai3) diperoleh
H = T(xyzyx + yxzxy)
= T(xyzyx) + T (yxzxy)
=T(x)yzyx + T(y)xzxy. (3.35)
Sedangkan dengan menggunakan persaifaz4h) diperoleh
H = T(xyzyx + yxzxy)
= T(xyzyx) + T (yxzxy)
= T(xy)zyx + T(yx)zxy. (3.36)

Dengan membandingkan persamgar5) dan(3.36) dan dengan
mendefinisikarr(x,y) = T(xy) — T(x)y maka
T(xy)zyx + T(yx)zxy = T(x)yzyx + T(y)xzxy
T(xy)zyx + T(yx)zxy — T(x)yzyx — T(y)xzxy =0
T(xy)zyx — T(x)yzyx + T(yx)zxy — T(y)xzxy = 0
(T(xy) — T()y)zyx + (T(yx) — T(¥)x)zxy = 0
(%, y)zyx + 7(y, x)zxy = 0. (3.37)

Dari persamaa(3.29) . T: R —» R adalahadditive mappingehingga
T(xy +yx) = T(x)y +T()x
Txy)+T(yx) =T(x)y +T(y)x
Txy)+T(yx) —Tx)y —TH)x =0
T(xy) —T(x)y +T(yx) —T(y)x =0
Dengan mendefinisikan
T(xy) —T(x)y =t(x,y)
T(yx) —T)x =1(y,x)
makaT(xy) —T(x)y+T(yx) —T(y)x =0
T(x,y) + t(y,x) = 0.
7(x,y) = —t(y, x).

Selanjutnya dari persamaéh37)
T(x, y)zyx + 7(y,x)zxy = 0
T(x, y)zyx —1(x,y)zxy = 0
7(x,¥)z(yx — xy) = 0.
Dengan mendefinisikayw — xy = [x, y] maka
t(x, y)z(yx — xy) = 1(x,y)z[x,y] = 0.



Dengan menggunakan Lenta4.3 dan Lema3.1.3. Jika setiap
x,y,Z€ R 1(x,y)z[x,y] =0 makat(x,y)z[u,v] = 0 untuk setiap
x,y,z € R. Selanjutnya penulisam(x, y) akan ditulisz.
Berdasarkan Lema.4.4 terdapat ideall sedemikian sehingga
T €1 c Z(R). Artinya bt, th € Z(R) untuk suatw € R. Sehingga
x.t%y = 1t%y.x

=yrl.x

=y.7%x
Jadi4T (x.t%y) = 4T (y.72x).

Dengan menggunakan persamgai3) maka diperoleh
AT (x.1%y) = 4T (y.7%x)
2T (x12y + 12yx) = 2T (yr2x + t%xY)
2T (x)t2y + 2T (12y)x = 2T (y) 12y + 2T (t%x)y
2T (x)71%y + 2T (z%y + y12)x = 2T(y)1?x + 2T (t%x + x12)y
2T (x)t%y + T(D)tyx + T(y)12x = 2T(y)12x + T(*)Txy + T (X)T%y
Sehinggal (x)t%y + T(t)tyx = T(y)t2x + T(t)TxY.

Jikatyx = ty.x = x.1y = xty = txy, makaT(x)t%y = T(y)r?x.
(3.38)
Sehingga dihasilkan
AT (xyt?) = 4T (x1.yT)
2T (xyt? + t2xy) = 2T (xTYyT + YIXT)
2T (xy)t? + 2T (D) txy = 2T (zx)Ty + 2T () Tx
2T (xy)t? + 2T ()txy = T(xt + )Ty + T (Y7 + TY) 71X
2T (xy)t? + 2T () = ©xyT (x)t%y + T(t)txy + T(y)t%x + T(T)TXY
2T (xy)t? = T(x)yt? + T (y)x7?
2T (xy)t? = T(x)yt? + T(x)yr?
2T (xy)t? = 2T (x)y7?
T(xy)t? = T(x)yt?
T(xy)t? —=T(x)yt2 =0
(T(xy) = T()y)r* =0
3=0
Jikat3 = 0 makar?Rt? = 127%R = t*R = (0)
TRt = 1R = 2R = (0).

Berdasarkan definisi 3.1.k, = 0. Hal ini berarti bahwa
T=1(x,y) =Tkxy)—TXx)y=0



=
\
a3
—/
=

Sehinggel (xy)




BAB IV
KESIMPULAN

4.1 Kesimpulan

Adapun kesimpulan dari pembahasan skripsi adaladgsé
berikut:

1. Jika R adalah ring semiprima dengan karakteristik seldén
DidefinisikanD: R — R adalahderivation Jika G: R — R adalah
additive mappingyang memenuhi relast (x?) = G(x)x +
xD(x) makaG adalahgeneralized derivatian

2. Jika R adalah ring semiprima dengan karakteristik sefauhan

T:R —» R adalahadditive mappingd T'(x?) = T(x)x,Vx € R,
makaT adalahcentralizerkiri.
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