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GENERALIZED DERIVATION DI RING SEMIPRIMA 

 

ABSTRAK 

 
Ring semiprima merupakan struktur aljabar yang 

dikembangkan dari teori ring. Ring semiprima merupakan struktur 
aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan dua 
operasi biner yang memiliki sifat ��� = �0� maka � = 0, dan 
dinotasikan dengan ��, +,∙� atau cukup ditulis �. Misalkan � adalah 
ring semiprima yang berkarakteristik selain 2. Jika �: � ⟶ � adalah 
additive mapping yang memenuhi relasi ����� = ����� + �����, ∀� ∈ �, dengan � adalah derivation. 
Maka � adalah generalized derivation. 

  

Kata kunci:  ring semiprima, additive mapping, generalized    
derivation. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ON GENERALIZED DERIVATION IN SEMIPRIMERING 

 

ABSTRACT 

 
Semiprime ring is a new algebra structure developed from ring 

theory. Semiprime ring consists of a non empty set with two binary 
operations whose ��� = �0� then � = 0. Let,� is semiprime ring 
of characteristic not 2. Moreover, �: � ⟶ � is additive mapping 
such that ����� = ����� + �����, for each � ∈ � whereas  � is a 
derivation. Then, � is generalized derivation. 

 
  Keyword: semiprime ring, additive mapping, generalized derivation. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang 

 
     Struktur aljabar adalah suatu himpunan tak kosong yang 
dilengkapi dengan suatu operasi biner dan memenuhi suatu aksioma. 
Dengan kata lain struktur aljabar dibangun oleh tiga komponen, yaitu 
himpunan, operasi dan aksioma. Banyaknya operasi atau banyaknya 
aksioma menjadi pembeda antara struktur aljabar yang satu dengan 
yang lain, sebagai contoh grup, semiring, ring ( Arifin, 2000). 
     Ring merupakan perluasan dari konsep grup. Berbeda dengan 
grup yang merupakan sistem matematika yang terdiri dari satu 
himpunan tak kosong dan satu operasi, ring merupakan sistem 
matematika yang terdiri satu himpunan tak kosong dengan dua 
operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian. Di dalam ring, 
terdapat subring dan ideal. Ideal ada dua macam yaitu ideal kanan 
dan ideal kiri. Jika suatu ideal memenuhi kedua jenis ideal tersebut 
maka disebut ideal dua sisi. Konsep tentang ring mengalami 
perkembangan, salah satunya yaitu ring semiprima.  
     Sejalan dengan konsep-konsep dasar di atas, maka konsep ring 
semiprima terus berkembang dengan lahirnya teori baru dan 
terbentuknya struktur aljabar yang baru.  

Pada tahun 2007, M.N. Daif dan M.S. Tammam El-Sayiad 
memperkenalkan gagasan baru tentang Generalized Derivation  di 
ring semiprima di dalam jurnal yang berjudul On Generalized 
Derivation in Semiprime Ring. Oleh karena itu, pada skripsi ini  akan 
dipaparkan pembahasan mengenai sifat-sifat Generalized Derivation 
di ring semiprima yang meliputi definisi, lema, dan  teorema tentang 
Generalized Derivation di ring semiprima. 

 
1.2 Rumusan Masalah 
 

Berdasarkan latar belakang tersebut, permasalahan yang akan 
dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana sifat-sifat Generalized 
Derivation di ring semiprima dengan karakteristik selain 2 beserta 
bukti-buktinya. 

 
1.3 Batasan Masalah  
 



Dalam skripsi ini, permasalahan yang akan dibahas dibatasi 
hanya pada definisi-definisi dan teorema-teorema tentang ring 
semiprima  dan Generalized Derivation di  ring semiprima dengan 
karakteristik selain 2.      
 
1.4 Tujuan 
  
       Tujuan pembahasan skripsi ini adalah menjelaskan definisi ring 
semiprima, Generalized Derivation di ring semiprima dan 
membuktikan teorema yang berhubungan dengan Generalized 
Derivation di ring semiprima dengan karakteristik selain 2. 
  



BAB II 
 

TINJAUAN PUSTAKA 
 

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner 

 
Sebagai dasar untuk memahami Generalized Derivation di Ring 

Semiprima, perlu untuk dipahami beberapa istilah yang terkait di 
dalamnya. Oleh karena itu, pada bab ini akan diberikan definisi dan 
teorema yang digunakan sebagai acuan dalam pembahasan, antara 
lain relasi, pemetaan, dan operasi biner. 
 
Definisi 2.1.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � dan   adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan 
terurut ��, !�, dengan � ∈ � dan ! ∈   disebut hasil kali Kartesius 
dari � dan  . Selanjutnya, dinyatakan dengan � ×  = #��, !�|� ∈ �, ! ∈  %. 
 
Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � dan   adalah  himpunan tak kosong, dan misalkan � 
adalah himpunan bagian (subset) dari � ×  . Maka � disebut relasi 
dari � ke  . 

 
Definisi 2.1.3 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � dan   adalah himpunan tak kosong. Suatu relasi & dari � 
ke   disebut pemetaan jika untuk setiap elemen � di � mempunyai 
kawan tepat satu elemen ! di  . Pemetaan & dari � ke   dinyatakan 
dengan &: � ⟶  . 
Definisi2.1.4 (http://en.wikipedia.org/ additive mapping, 2008) 
Misalkan � dan   adalah himpunan tak kosong. Pemetaan & dari � 
ke   disebut additive mapping jika untuk setiap elemen �, ! di � 
memenuhi &�� + !� = &��� + &�!�. 
 
 
 
Definisi 2.1.5 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Suatu pemetaan ∗: ( × ( ⟶ ( 



                                ��, *� ⟼∗ ��, *� = � ∗ *  
disebut operasi biner pada himpunan (.  
 
2.2 Semigrup 

 
Semigrup merupakan struktur aljabar yang paling sederhana dan 

dilengkapi satu operasi biner. Pada subbab ini diberikan definisi, 
teorema-teorema di semigrup. Untuk memberikan  gambaran yang 
lebih jelas, diberikan contoh beserta buktinya. Adapun definisi 
semigrup adalah sebagai berikut. 

 
Definisi 2.2.1 (Whitelaw,1995) 
Misalkan , adalah himpunan tak kosong dan didefinisikan operasi 
biner ∗ . �,,∗�  disebut semigrup jika dan hanya jika: 
1. �,,∗� tertutup :  � ∗ * ∈ ,, untuk setiap �, * ∈ ,, 
2. �,,∗� assosiatif : �� ∗ *� ∗ - = � ∗ �* ∗ -�, untuk setiap �, *, - ∈ ,. 

 
Contoh 2.2.2 
Jika diberikan himpunan ( = .� ∪ #0%. Dan diberikan operasi ⨁ 
yang didefinisikan sebagai berikut : �⨁! = � + ! + 2�!, ∀�, ! ∈ (.. 
Maka akan ditunjukkan himpunan ( = .� ∪ #0% pada operasi ⨁  
adalah semigrup. 
 
Bukti: 
(1) Ambil sebarang �, ! ∈ (. Maka � ⨁! = � + ! + 2�! ∈ (.  
(2) Ambil sebarang �, !, 1 ∈ (. Maka ��⨁!�⨁1 = �� + ! + 2�!�⨁1                      = � + ! + 2�! + 1 + 2�� + ! + 2�!�1                      = � + ! + 1 + 2�! + 2�1 + 2!1 + 4�!1.  �⨁�!⨁1� = �⨁�! + 1 + 2!1�                      = � + ! + 1 + 2!1 + 2��! + 1 + 2!1�                      = � + ! + 1 + 2�! + 2!1 + 2�1 + 4�!1.  
Dari (1) dan (2) terbukti bahwa �(, ⨁� semigrup.                            ∎

              
 
Contoh 2.2.3 



Misalkan 3 = .� ∪ #0% adalah himpunan. Dan diberikan operasi ∗ 
yang didefinisikan � ∗ ! = � + 2!, ∀�, ! ∈ 3. pada himpunan 3. 
Maka akan ditunjukkan 3  semigrup. 
 
Bukti: 
(1) Ambil sebarang �, ! ∈ 3. maka � ∗ ! = � + 2! ∈ 3.  
(2) Ambil sebarang �, !, 1 ∈ 3.  maka � ∗ �! ∗ 1� = � ∗ �! + 21�                      = � + 2�! + 21�  = � + 2! + 41 ≠ � + 2! + 21  
 Jadi, �3,∗� bukan semigrup.                                                             ∎    
 
Definisi 2.2.4 (Whitelaw,1995) 
Misalkan �,,∗� adalah semigrup dan 5 adalah himpunan bagian dari ,. 5 disebut subsemigrup  dari ,  jika dan hanya jika �5,∗�  
merupakan semigrup. 
 
Contoh 2.2.5 
(ℕ,∙) merupakan subsemigrup �ℤ,∙�.  
 
Teorema 2.2.6 (Whitelaw,1995) 
Misalkan �,,∗� adalah semigrup dan 5 adalah himpunan bagian dari ,. Maka �5,∗� membentuk subsemigrup dari �,,∗�  jika dan hanya 
jika 5 tertutup terhadap operasi ∗. 
 
Bukti:  �⟹� Jika �5,∗� merupakan subsemigrup dari �,,∗� maka �5,∗� 
merupakan suatu semigrup. Berdasarkan Definisi 2.2.1 maka 5 
tertutup terhadap operasi ∗ . �⇐� Misalkan 5 tertutup terhadap operasi ∗. Karena �,,∗� adalah 
semigrup, dan berlaku sifat asosiatif  �� ∗ *� ∗ - = ��* ∗ -�, ∀�, *, - ∈ ,. 
Maka  �� ∗ *� ∗ - = ��* ∗ -�, ∀�, *, - ∈ 5. 
Berdasarkan definisi 2.2.1 maka �5,∗�  merupakan semigrup. Jadi 
terbukti bahwa �5,∗�  subsemigrup dari �,,∗�.                                ∎ 
 
 
Definisi 2.2.7  



Misalkan �,,∗� adalah semigrup. Maka �,,∗� disebut semigrup 
komutatif jika � ∗ * = * ∗ �, ∀�, *, - ∈ ,.  
 
Contoh 2.2.8 �ℝ, +� dan �ℝ,×� adalah semigrup komutatif. Tetapi, �ℝ, −�  tidak 
membentuk semigrup komutatif karena terdapat �, * ∈ ℝ yang tidak 
memenuhi � − * = * − �. 
 
Definisi 2.2.9  
Misalkan �,,∗� adalah semigrup dan mempunyai elemen identitas 9 
sedemikian sehingga 9 ∗ � = � ∗ 9 = �, untuk setiap � ∈ ,. Maka �,,∗� disebut semigrup monoid. 
 

Elemen identitas pada semigrup �,, +� biasanya disebut zero 
dan dinotasikan dengan 0 sedemikian sehingga memenuhi:  0 + : = : + 0, untuk setiap � ∈ ,. Sedangkan pada semigrup �,,×� biasanya dinotasikan dengan 1 sedemikian sehingga 
memenuhi 1. : = :. 1 = : untuk setiap : ∈ ,. 
 
Teorema 2.2.10 (Whitelaw,1995) 
Elemen identitas di semigrup adalah tunggal. 
 
Bukti: 
Jika 9 dan & adalah elemen identitas pada semigrup �,,∗�. Maka 9 = 9 ∗ & = & ∗ 9. & = & ∗ 9 = 9 ∗ &. 
Sehingga 9 = &. Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup hanya memiliki 
satu elemen identitas.                                                                                   ∎ 

2.3 Grup 
 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi grup, teorema-
teorema yang berlaku di grup. Untuk memberikan  deskripsi  yang 
lebih jelas, dibahas contoh yang berkaitan dengan definisi dan 
teorema tentang grup.  

 

Definisi  2.3.1 (Durbin,1992). 
Misalkan � adalah himpunan tak kosong. Maka � disebut grup jika 
pada operasi * memenuhi aksioma-aksioma : 



(i) tertutup: jika �, * ∈ �, maka � ∗ * ∈ �. 
(ii)  assosiatif: � ∗ �* ∗ -� = �� ∗ *� ∗ -,  ∀ �, *, - ∈ �.  
(iii)  elemen identitas: ∃9 ∈ � ∋ � ∗ 9 = 9 ∗ � = � ∀ � ∈ �. 
(iv) adanya elemen invers: ∀� ∈ � ∃ �′ ∋ � ∗ �′ = �′ ∗ � = 9.   
 
 Dari definisi 2.3.1, dapat disimpulkan bahwa suatu grup pasti 
merupakan suatu semigrup. Akan tetapi, tidak berlaku sebaliknya, 
yaitu tidak semua semigrup merupakan suatu grup. Misalkan ��, +� 
adalah suatu semigrup. Maka ��, +� dapat dsebut sebagai grup jika 
syarat berikut dipenuhi, yaitu:  
1)  adanya elemen identitas di �,  
2)  adanya invers untuk setiap elemen di �.   
 
Contoh 2.3.2 
Himpunan bilangan bulat positif atas operasi penjumlahan tidak 
membentuk grup karena tidak memiliki elemen identitas.   
 
Contoh 2.3.3  
Himpunan �,,∙� didefinisikan sebagai berikut : 

,�×� = >� = ?� *- @A B�, *, -, @ ∈ ℤ�C. 
Maka , merupakan suatu semigrup tetapi bukan merupakan grup. 
 
Bukti : 
Jelas , merupakan semigrup karena tertutup dan asosatif terhadap 
operasi �∙�. Selanjutnya, untuk dapat disebut sebagai suatu grup, 
semigrup , harus memenuhi dua syarat di atas.  Misalkan �D elemen 
identitas dari ,  sehingga 

�D = ?�D *D
-D @DA , �D, *D, -D, @D ∈ ℤ�. 

Telah diketahui bahwa elemen identitas suatu matriks terhadap 

operasi perkalian adalah ?1 00 1A. Sehingga �D = ?1 00 1A.  Karena 

0 ∉ ℤ� dan �D ∉ ,, maka ,  tidak memiliki elemen identitas. Oleh 
karena itu, , bukan merupakan grup.                                               ∎  
 
Teorema  2.3.4 (Durbin, 1992) 
Misalkan � adalah grup. Jika grup � dengan operasi perkalian 
membentuk suatu grup, maka 
(1) elemen identitas dari � adalah tunggal,  



(2) setiap elemen di grup memiliki invers tunggal.  
 
Bukti: 
(1) Misalkan 9 dan &  adalah elemen identitas di �. Karena 9 

merupakan elemen identitas dari � maka 9. � = �. 9 = �, untuk 
setiap � ∈ �. Dan karena & juga merupakan elemen identitas dari � maka &. � = �. & = �, untuk setiap � ∈ �. Jadi dapat 
disimpulkan bahwa 9 = &. 

(2) Misalkan �, ! adalah elemen invers di �. dan 9 adalah elemen 
identitas di �. Maka �. � = �. � = 9 dan �. ! = !. � = 9 untuk 
setiap � di �. Jadi � = !.                                                              ∎ 

Definisi  2.3.5 (Durbin, 1992) 
Misalkan ��,∙� adalah suatu grup. � disebut suatu grup komutatif  
jika dan hanya jika operasi biner pada � bersifat komutatif. 
 
Definisi  2.3.6 (Durbin, 1992) 
Didefinisikan bahwa 5 himpunan bagian dari  �. Maka 5 adalah 
suatu subgrup dari � jika 5 membentuk suatu grup dengan operasi 
yang sama pada �. 
 
Contoh 2.3.7  
Misalkan � = #1, −1, F, −F% dan ��,∙� merupakan grup. Maka #1, −1%  adalah subgrup dari �. Akan tetapi #F, −F% bukan merupakan 
subgrup dari  � karena sifat tertutup terhadap � tidak dipenuhi, yaitu F. F = −1 ∉ #F, −F%.  
 
2.4 Ring 
 

Berbeda dengan grup yang merupakan  sistem  matematika yang 
terdiri dari satu himpunan tak kosong dan satu operasi biner, ring 
merupakan  sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan tak 
kosong dengan dua operasi biner.  

 
Definisi 2.4.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Ring � adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner, yakni 
operasi penjumlahan dan perkalian yang memenuhi sifat berikut: 
1. ��, +� merupakan grup komutatif, 
2. ��,∙� merupakan semigrup, 
3.��, +,∙� bersifat distributif pergandaan terhadap penjumlahan,yaitu 



� ∙ �* + -� = � ∙ * + � ∙ - dan �� + *� ∙ - = � ∙ - + * ∙ - untuk 
setiap �, *, - ∈ �. 

   
      Pada subbab ring ini sampai pada pembahasan selanjutnya, 
operasi biner yang digunakan adalah operasi penjumlahan dan 
perkalian. Selanjutnya, ring ��, +,∙� cukup disebut sebagai ring �.  
 
Definisi 2.4.2 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � adalah ring. Ring � disebut ring komutatif jika �* = *� 
untuk setiap �, * ∈ �.  
 
Teorema 2.4.4 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000) 
Misalkan � adalah ring. Jika untuk setiap � ∈ � berlaku �� = �, 
maka  � adalah ring komutatif. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang �, * ∈ �, maka �� + ��� = �� + �� + �� + ��                                         � + � = � + �� + �� + �                                          � + � = � + � + � + �                                          � + � = 0                                                  � = −�  
dan  �� + *�� = �� + �* + *� + *�                                         � + * = � + �* + *� + *                                          � + * = � + * + �* + *�                                                  0 = �* + *�                                            −*� = �*                                        *�−�� = �*                                        *� = *�                                                      ∎ 
 
 
Definisi 2.4.5 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Ring dengan elemen identitas adalah ring � di mana ��,∙� adalah 
suatu semigrup dengan elemen identitas , yaitu terdapat elemen 
identitas 9 sedemikian sehingga G ∙ 9 = 9 ∙ G = G untuk setiap G ∈ �.  
 
Definisi 2.4.6 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)  



Misalkan � adalah ring. Karakteristik ring � adalah bilangan bulat 
positif terkecil H sedemikian sehingga H. � = 0, untuk setiap � ∈ �, 
dengan  H. � = � + � + � + � … + �JKKKKKLKKKKKM

N OPQP
. 

Selanjutnya, jika tidak terdapat H ∈ ℤ� ∋ H. � = 0, ∀� ∈ �, maka 
karakteristik ring adalah nol. 
 
Contoh 2.4.7 
Karakteristik  �ℤ�, +,∙� adalah 2, karakteristik �ℤR, +,∙� adalah 6, dan  
karakteristik �ℤ, +,∙� adalah nol. 
 
Teorema 2.4.8 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000) 
Misalkan � adalah ring dengan elemen satuan 1. � mempunyai 
karakteristik H > 0 jika dan hanya jika H bilangan bulat positif 
terkecil sedemikian sehingga H. 1 = 0. 
 
 
Bukti: �⟹�  � mempunyai karakteristik H > 0. Berdasarkan definisi 2.4.6, H bilangan bulat positif terkecil sehingga H. � = 0, untuk setiap � ∈ �. Pilih � = 1, maka diperoleh H. 1 = 0.  �⟸� Misalkan H bilangan bulat positif terkecil sehingga H. 1 = 0. 
Ambil sebarang  � ∈ �. Selanjutnya H. � = � + � + ⋯ + �                                                   = ��1 + 1 + ⋯ + 1�                                                    = ��H. 1�                                                    = �. 0                                                    = 0.  
Jadi, H. � = 0, untuk setiap � ∈ �.                                                          ∎ 
 
 
 
2.5 Subring 

 Pada subbab ini akan dibahas tentang subring, ideal yang 
terbentuk dari ring.  
 
Definisi 2.5.1 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000) 
Misalkan ��, +,∙� adalah ring. ( adalah himpunan tak kosong dan ( ⊂ �. Maka ( disebut subring jika �(, +,∙� membentuk ring.  



 
Teorema 2.5.2 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000) 
Misalkan ��, +,∙� adalah ring.Maka  ( ⊂ � disebut subring jika 
(i) ( ≠ ∅ 
(ii)  � − ! ∈ (, ∀ �, ! ∈ ( 
(iii)  � ∙ ! ∈ (, ∀ �, ! ∈ ( 

Bukti: 
(i) Misalkan ��, +,∙� adalah ring. ( ⊂ � disebut subring dari �. 
Berdasarkan Definisi 2.5.1, �(, +,∙� membentuk ring dengan operasi 
yang sama di ��, +,∙�. Karena �(, +,∙� ring, maka pastilah ( ≠ ∅.  
(ii) Selanjutnya, ambil sebarang �, ! ∈ (. ! ∈ (, berarti −! ∈ (. 
Karena �, −! ∈ (, maka � + �−!� = � − ! ∈ (.  
(iii) Ambil sebarang � ∈ (. Menurut (i)! − ! = 0 ∈ (. Menurut (i) 
pula, 0 − � = −� ∈ (. Sehingga apabila �, ! ∈ (, maka �, −! ∈ ( 
dan � − �−!� = � + ! ∈ (. Karena ( ⊂ � dan � adalah ring, maka 
elemen-elemen di ( juga merupakan elemen di �. Di samping itu, 
juga memenuhi sifat asosiatif dan komutatif terhadap penjumlahan, 
asosiatif  terhadap perkalian, dan distributif terhadap perkalian dan 
penjumlahan. Karena memenuhi sifat tersebut, maka ( adalah ring.                                                                                                                                        ∎ 
 
2.6 Ideal 
  
Definisi 2.6.1 (Bhattacharya, S.K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Diberikan W suatu himpunan tak kosong dan himpunan W bagian dari 
ring �. W  disebut ideal kanan (kiri) jika memenuhi: 
1. � − * ∈ W, untuk setiap �, * ∈ W. 
2. �G ∈ W �G� ∈ W�, untuk setiap � ∈ W dan G ∈ �. 
 
Contoh 2.6.2 

Suatu himpunan � = >?� *- @A B�, *, -, @ ∈ ℤC merupakan suatu ring. 

X = >?� !0 0A B�, ! ∈ ℤC adalah ideal kanan di �. 
 
Bukti: 
1. Jelas X ≠ ∅.  



2. Ambil sebarang Y, Z ∈ X dan 3 ∈ �. Maka Y, Z dan 3 dapat 

dinyatakan sebagai Y = ?� !0 0A, Z = ?1 [0 0A dan 3 = ?� *- @A 
dengan �, !, 1, [, �, *, -, @ ∈ ℤ. Maka 

Y − Z = ?� !0 0A − ?1 [0 0 A  
           = ?� − 1 ! − [0 0 A ∈ X  

       Y3 = ?� !0 0A ?� *- @A  
            = ?�� + !- �* + !@0 0 A ∈ X.      
 

      3Y = ?� *- @A ?� !0 0A  
      = ?�� �!-� -!A ∉ X.    
                                 

Jadi X adalah ideal kanan di �.                                                          ∎  
  
Contoh 2.6.3 

, = \]0 �0 !^ _�, ! ∈ ℤ`adalah ideal kiri di ring 

� = >?� *- @A B�, *, -, @ ∈ ℤC  

 
Bukti: 
1) Jelas , ≠ ∅ dan , ⊆ �.        
2) Ambil sebarang Y, Z ∈ , dan 3 ∈ �. Maka Y, Z dan 3 dapat 

dinyatakan sebagai Y = ]0 �0 !^, Z = ?0 10 [A dan 3 = ?� *- @A 
dengan �, !, 1, [, �, *, -, @ ∈ ℤ. Maka 

Y − Z = ]0 �0 !^ − ?0 10 [A  
             = ]0 � − 10 ! − [^ ∈ ,  

 

        Y3 = ?� *- @A ]0 �0 !^  
        = ]0 �� + *!0 -� + @!^ ∈ ,.          



 

      3Y = ]0 �0 !^ ?� *- @A 
       = ]�- �@!- !@^ ∉ ,.          
                            

Jadi , adalah ideal kiri di �.                                                             ∎ 
 
Definisi 2.6.4 (Hidayanto dan Santi Irawati,2000)   
Didefinisikan ��� = #�G + H�|G ∈ �, H ∈ ℤ%. Suatu ideal kanan W di 
ring � disebut ideal kanan pokok jika W = ���, untuk suatu � ∈ �.  
         

Jika � merupakan ring dengan elemen identitas 9, maka dapat 
dinyatakan sebagai �G + H� = �G + H�9��                  = �G + b9� + 9� + ⋯ + 9�JKKKKKLKKKKKMc  

                = �G + 9 b� + � + ⋯ + �JKKKLKKKMc  

              = �G + �H9��  
              = ��G + H9�                  = �GD  
Sehingga  ��� dapat dinyatakan sebagai ��� = #�G|G ∈ �%. 
 
Definisi 2.6.5 (Whitelaw,1995) 
Suatu ideal kanan W di ring � disebut ideal kanan prima di ring � jika 
untuk setiap �  dan   ideal kanan di ring � sedemikian sehingga � ⊆ W maka � ⊆ W atau  ⊆ W.  
 
Definisi 2.6.6 (Whitelaw,1995) 
Suatu ideal kanan W di ring � disebut ideal kanan semiprima di ring � 
jika untuk setiap �  ideal kanan di ring � sedemikian sehingga �� ⊆ W  maka � ⊆ W.  
 

Berdasarkan  Definisi 2.6.5 dan Definisi 2.6.6 dapat dikatakan 
bahwa setiap ideal kanan prima di ring �  adalah ideal kanan 
semiprima. 
 
Contoh 2.6.7 



ℤ��� merupakan suatu ring. ��� merupakan ideal kanan prima di  ℤ���.  
 
Bukti:  
(1) Akan dibuktikan ��� ideal kanan di ℤ���.  

(i) Jelas bahwa dan ��� ⊆ ℤ���dan ��� ≠ ∅. 
(ii)  Ambil sebarang &���, d��� ∈ ���. Maka &��� dan d��� 

dapat dinyatakan sebagai &��� = �e��� dan d��� =�f���,dengan  e���, f��� ∈ ℤ���.Sehingga &��� + d��� =�e��� + �f��� = �ge��� + f���h, e��� + f��� ∈ ℤ���.  
Jadi, &��� + d��� ∈ ���. 

(iii)  Ambil sebarang &��� ∈ ��� dan i��� ∈ ℤ���. Maka &��� 
dapat dinyatakan sebagai &��� = �e���, e��� ∈ ℤ���.  
Sehingga &���i��� = �e���i���, dengan e���i��� ∈ ℤ���.  
Jadi, &���i��� ∈ ���. 

Dari (i), (ii), dan (iii) terbukti bahwa ���ideal kanan di ℤ���.  
(2) Ambil sebarang ideal kanan � dan    di ℤ��� sedemikian 

sehingga � ⊆ ���. Selanjutnya ambil sebarang &��� ∈ � dan d��� ∈  . Maka &���d��� ∈ � ⊆ ���. Sehingga dapat 
dinyatakan dengan &���d��� = �ℎ���, ℎ��� ∈ ℤ���. Misal  &��� = �k + �l� + ���� + ⋯ , �m ∈ ℤ. F = 0,1,2, … d��� = *k + *l� + *��� + ⋯ , *m ∈ ℤ. F = 0,1,2, … ℎ��� = -k + -l� + -��� + ⋯ , -m ∈ ℤ. F = 0,1,2, … 

   Maka  ��k + �l� + ⋯ ��*k + *l� + ⋯ � = ��-k + -l� + ⋯ �  �k*k + ��k*l + �l*k�� + ⋯ = -k� + -l�� + ⋯  
Berarti �k*k = 0.  Karena ℤ tidak mempunyai pembagi nol 
sejati, maka �k = 0 atau *k = 0 Sehingga &��� = �l� + ���� + ⋯ = ���l + ��� + ⋯ �  
atau  d��� = *l� + *��� + ⋯ = ���l + *�� + ⋯ �  

Maka &��� ∈ ��� atau d��� ∈ ���. Karena untuk setiap &��� ∈ � 
dan d��� ∈   berlaku &��� ∈ ��� atau d��� ∈ ���  maka � ⊆ ��� atau  ⊆ ��� Jadi terbukti ��� merupakan ideal kanan 
prima di di ℤ���.                                                                            ∎                           

 
Contoh 2.6.8 no = #2p|p ∈ ℤ% merupakan ideal kanan semiprima di ring ℤ. 
 



Bukti:  
Jelas bahwa no merupakan ideal kanan di ring ℤ. Ambil sebarang  
ideal kanan � di ring ℤ sedemikian sehingga �� ⊆ no. Selanjutnya 
ambil sebarang � ∈ �. Maka � ∙ � = �� ∈ �� ⊆ n.q  Hal ini berarti 
bahwa ����� ∈ n.q  Dengan kata lain �� merupakan bilangan genap 
atau nol. Maka � pasti merupakan bilangan bilangan genap atau nol. 
Dengan kata lain dapat dinyatakan sebagai � = 2p, p ∈ ℤ. Jadi � ∈ no. 
Karena untuk setiap � ∈ � berlaku � ∈ no, maka � ⊆ no. Jadi, terbukti 
bahwa no merupakan ideal kanan semiprima di ring ℤ.                         ∎ 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  



BAB III 
PEMBAHASAN 

 
     Pada bab ini dibahas tentang definisi, teorema, dan lema  yang 
berkaitan dengan generalized derivation di ring semiprima. Sebagai 
dasar atau acuan pembahasan pada bab ini terlebih dahulu  diberikan 
definisi ring semiprima. Untuk memberikan deskripsi yang lebih 
detail, maka diberikan contoh dari definisi maupun teorema pada 
pembahasan skripsi ini.  
 
3.1 Ring Semiprima  
 
Definisi 3.1.1 (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring. � disebut ring semiprima jika ��� = �0�, 
maka � = 0 untuk suatu � ∈ �.  
 
Contoh 3.1.2 

Himpunan  , = >,lB,l = ?r 00 rA , r ∈ ℝC adalah ring semiprima. 

 
Bukti: 
Ambil sebarang ,l, n ∈ ,. Maka   
 

,l = ]�l 00 �l^ ≠ 0, �l ∈ ℝ dan  n = ]�l 00 �l^ ≠ 0, �l ∈ ℝ. 

Sehingga 

,ln,l = ]�l 00 �l^ ]�l 00 �l^ ]�l 00 �l^  
               = ]�l�l�l 00 �l�l�l^ ≠ 0.  
 
Jadi , adalah ring semiprima.                                                           ∎ 
   
Lema 3.1.3  (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima. Jika �, * ∈ � ∋ ��* = 0, maka �* = *� = 0, untuk setiap � ∈ �. 

 
 
Bukti:  
Ambil sebarang � ∈ �. Untuk setiap � ∈ � berlaku 



��*����*� = ��*���* = 0. 
�*����*�� = *���*�* = 0. 

Berdasarkan definisi 3.1.1 maka �* = *� = 0, untuk setiap � ∈ �.                                                                                                                                                                                                                                     ∎ 
 
3.2 Centralizer Kiri dan  Centralizer Kanan 
 Di dalam jurnal yang berjudul On Generalized Derivation in 
Semiprimering, M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad mengemukakan 
definisi centralizer kiri dan centralizer kanan  sebagai berikut. 
 
Definisi  3.2.1  (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan   3: � → �. Jika untuk setiap �, ! ∈ � memenuhi 3��!� = 3���!. 
Maka   3: � → � disebut centralizer kiri .  
 
Definisi  3.2.2  (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan   3: � → �. Jika untuk setiap �, ! ∈ � memenuhi 3��!� = �3�!�. 
Maka   3: � → � disebut centralizer kanan.  
 
Contoh 3.2.3 
Misalkan � adalah ring semiprima yang didefinisikan dengan 

 � = },l~,l = �� 0 00 � 00 0 �� , � ∈ ℝ�. Selanjutnya didefinisikan 

pemetaan  3: � → �, sedemikian sehingga 3��� = ��, ∀ �, � ∈ �,dan  

� = �e 0 00 e 00 0 e� dengan e ∈ ℝ.  Maka akan ditunjukkan  

(1) 3��!� = 3���!.  
(2) 3��!� = � 3�!�. 
Bukti: 
Ambil sebarang ,l, n ∈ �. Maka   

,l = �� 0 00 � 00 0 �� ≠ 0, �l ∈ ℝ dan  n = �� 0 00 � 00 0 �� ≠ 0, �l ∈ ℝ.  

 



Sehingga 

,ln,l = �� 0 00 � 00 0 �� �� 0 00 � 00 0 �� �� 0 00 � 00 0 ��  
               = ���� 0 00 ��� 00 0 �� ≠ 0.  
 
Jadi � adalah ring semiprima.                                                           ∎ 
 
Selanjutnya 
(1) Ambil sebarang �, ! ∈ �. Untuk setiap �, ! ∈ �, maka 

 � = �� 0 00 � 00 0 �� , ! = �* 0 00 * 00 0 *�, dengan �, * ∈ ℝ sedemikian 

sehingga 

       3��!� = ��!  

= �e 0 00 e 00 0 e� �� 0 00 � 00 0 *� �* 0 00 * 00 0 *�  

= �e 0 00 e 00 0 e� �� 0 00 � 00 0 *� �* 0 00 * 00 0 *� �1 0 00 1 00 0 1�  

= �e 0 00 e 00 0 e� �� 0 00 � 00 0 *� �1 0 00 1 00 0 1� �* 0 00 * 00 0 *�                            

= 3��9�!  

= 3���!.  
(2)  Ambil sebarang �, ! ∈ �. Untuk setiap �, ! ∈ �, maka 

 � = �� 0 00 � 00 0 0� , ! = �* 0 00 * 00 0 *�, dengan �, * ∈ ℝ 

sedemikian sehingga    

        3��!� = ��!  



                    = �� 0 00 � 00 0 0� �e 0 00 e 00 0 e� �* 0 00 * 00 0 *�  

                   = �e 0 00 e 00 0 e� �� 0 00 � 00 0 *� �* 0 00 * 00 0 *�  
        = ��!      

                    = �3�!�.  
Jadi  3: � → � adalah centralizer kiri dan centralizer kanan.           ∎ 

 
3.3 Centralizer Kiri Jordan  dan Centralizer Kanan Jordan 
 
Definisi  3.3.1  (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan   3: � → �. Jika untuk setiap � ∈ � memenuhi 3���� = 3����.. 
Maka   3: � → � disebut centralizer kiri Jordan. 
 
Definisi  3.3.2  (M.N. Daif dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dan didefinisikan pemetaan   3: � → �. Jika untuk setiap � ∈ � memenuhi 3���� = �3���.. 
Maka   3: � → � disebut centralizer kanan Jordan. 

  
Contoh 3.3.3 
Misalkan � adalah ring semiprima berkarakteristik 2 dengan 

� = >,B, = ?� 0� 0A  � ∈ ℤ�C. Didefinisikan  3: � → �, sedemikian 

sehingga 3��� = ��, ∀ �, � ∈ �, dengan � = ]e 0e 0^.  
Maka akan ditunjukkan  
(1) 3���� = 3����.  
(2) 3���� = � 3���.  
Bukti: 

(1) Ambil sebarang � ∈ �. Untuk setiap � ∈ �, maka � = ?� 0� 0A, 
� ∈ ℤ�, � = ]e 0e 0^ , e ∈ ℤ�. Sehingga 



 

3g�2h = ��2       

          = ?0 00 0A ?� 0� 0A ?� 0� 0A  
= ?0 00 0A ?� 0� 0A  

                    = ?0 00 0A ∈ �. 
3g�2h = ��2       

          = ?1 01 0A ?� 0� 0A ?� 0� 0A  
= ?� 0� 0A ?� 0� 0A  

                    = ]�� 0�� 0^ ∈ �. 
(2) Ambil sebarang � ∈ �. Untuk setiap � ∈ �, maka � = ?� 0� 0A, 

� ∈ ℤ�, � = ]e 0e 0^ , e ∈ ℤ�. Sehingga 

3g�2h = �2�       

          = ?� 0� 0A ?� 0� 0A ?0 00 0A  
= ]�� 0�� 0^ ?0 00 0A  

                    = ?0 00 0A ∈ �.                   
3g�2h = �2�       

          = ?� 0� 0A ?� 0� 0A ?1 01 0A  
= ?�2 0�2 0A ?1 01 0A  



                    = ]�� 0�� 0^ ∈ �.                                                                         ∎ 

 
Contoh 3.3.4 

Misalkan � adalah ring semiprima dengan 

� = }�:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
� ~ :m� ∈ ℝ, F, � = 1,2,3�. Didefinisikan 

pemetaan  3: � → �, sedemikian sehingga 3��� = ��, ∀ �, � ∈ �, 
dengan � = ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���

� , �m�  ∈ ℝ, F, � = 1,2,3. Maka akan 

ditunjukkan  
(1) 3���� = 3����.  
(2) 3���� = � 3���.  
Bukti: 
Ambil sebarang �, n ∈ �. Maka   

� = ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���
� ≠ 0, �m� ∈ ℝ,   n = �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��

� ≠ 0, 
:m� ∈ ℝ. Sehingga 
 

�n� = ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���
� �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��

� ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���
�  

         = �*ll *l� *l�*�l *�� *��*�l *�� *��
� ≠ 0. *m� ∈ ℝ. 

 
Jadi � adalah ring semiprima.                                                           ∎ 
Selanjutnya 
 
(1) Ambil sebarang � ∈ �. Untuk setiap � ∈ �, maka � =

�:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
�, di mana :m� ∈ ℝ, F, � = 1,2,3. Sehingga 

 



3g�2h = ��2           

    = ��11 �12 �13�21 �22 �23�31 �32 �33
� �:11 :12 :13:21 :22 :23:31 :32 :33

� �:11 :12 :13:21 :22 :23:31 :32 :33
�  

            = 3����.  
(2) Ambil sebarang � ∈ �. Untuk setiap � ∈ �, maka  

� = �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
�, di mana :m� ∈ ℝ, 

 F, � = 1,2,3.  Sehingga 
 3���� = ���  

     =  ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���
� �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��

� �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
�  

     = �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
� ��ll �l� �l���l ��� �����l ��� ���

� �:ll :l� :l�:�l :�� :��:�l :�� :��
�  

= ���  

= �3���.   
Jadi  3: � → � adalah centralizer kiri Jordan dan centralizer kanan 

Jordan.                                                                                                ∎ 

Definisi 3.3.5 (Bhattacharya, S. K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � adalah ring. .��� = #� ∈ �|�� = ��, ∀� ∈ �% adalah 
center dari ring �.  
  
Teorema 3.3.6(Bhattacharya, S. K. Jain, dan S.R. Nagpaul, 1990) 
Misalkan � adalah ring. .��� = #� ∈ �|�� = ��, ∀� ∈ �% adalah 
subring dari �.   
 
Bukti:  
Misalkan � adalah ring dan  .��� = (. Karena 0 ∈ (, maka ( ≠ ∅. 
Misalkan �, * ∈ (, � ∈ �. Maka  �� − *�� = �� − *� = �� − �* = ��� − *�. Jadi, �� − *� ∈ (. 



��*�� = ���*� = ���*� = ����* = ����* = ���*�. Jadi  �* ∈ (.                                                                                                                  ∎ 
 
3.4 Generalized Derivation di Ring Semiprima 
 
 Pada subbab ini akan diuraikan tentang generalized 
derivation di ring semiprima. Namun, terlebih dahulu dibahas 
definisi derivation. Untuk memberikan deskripsi yang lebih detail, 
pada subbab ini dipaparkan contoh beserta buktinya. 
 
Definisi 3.4.1  (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dan didefinisikan  �: � → � 
adalah additive mapping. �: � → � disebut derivation jika untuk 
setiap �, ! ∈ � berlaku ���!� = ����! + ���!�.  
 
Contoh 3.4.2 

Diberikan ring semiprima � dan � = ?� 00 �A, � ∈ ℝ. Diberikan pula 

fungsi �: � → � yang didefinisikan ���� = �� − ��, �, � ∈ �. 
Sehingga untuk setiap �, !, � ∈ � akan ditunjukkan  ���!� = ����! + ���!�. 
 
Bukti: 
Ambil sebarang �, !, � ∈ �. Maka ���!� = ��! − �!�  = ��! − �!� + ��! − ��!       = ��! − �!� + ��! − ��!               = ��! − ��! + ��! − �!�  = ��! − ��! + ��! − �!�   = ��� − ���! + ���! − !��  = ����! + ���!�.                                                                        ∎ 
 
Definisi 3.4.3  (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima. Selanjutnya didefinisikan 
pemetaan  �: � ⟶ � adalah additive mapping. Pemetaan �: � ⟶ � 
disebut generalized derivation jika berlaku ���!� = ����! + ���!� 
untuk setiap �, ! ∈ �.  
 
Lema 3.4.4  ( Zalar, 1991) 



Misalkan � adalah ring semiprima dan �, �: � × � → � adalah 
additive mapping. Jika ���, !� [ ���, !� = 0 untuk setiap �, !, [ ∈�,  maka � ��, !�[ ���, �� = 0 untuk setiap  �, !, �, �, [ ∈ �. 
 
Bukti: 
(1) Jika � = � + �  ��� + �, !� [ ��� + �, !� = 0. ���, !� [ ���, !� + ���, !� [ ���, !� = 0. ���, !� [ ���, !� = −���, !� [ ���, !�. g���, !� [ ���, !�h1g���, !� [ ���, !�h= −���, !� [ ���, !�1���, !� [ ���, !� = 0.  Maka � ��, !�[ ���, �� = 0.  
(2) Jika ! = ! + �  ���, ! + �� [ ���, ! + �� = 0.  ���, !� [ ���, !� = −���, !� [ ���, !�.  g���, !� [ ���, !�h1g���, !� [ ���, !�h  −���, !� [ ���, !� = −���, !� [ ���, !� = 0.   

Maka � ��, !�[ ���, �� = 0.                                                      ∎ 

 
Lema 3.4.5 ( Zalar, 1991) 
Misalkan  � adalah ring semiprima untuk suatu � ∈ �. Jika   
setiap �, ! ∈ � ���, !� = 0, maka terdapat ideal W di � sedemikian 
sehingga � ∈ W ⊂ .���. 
 
Bukti: 
Didefinisikan ��, !� = �! − !�, dan diketahui ���, !� = 0. 

 ���, !� = 0   ���! − !�� = 0  ��! − �!� = 0  ��! = �!�.  
Maka � ∈ .���.                                                                                           ∎            
Teorema 3.4.6  (M.N. Daif, dan Tammam El-Sayiad, 2007) 
Misalkan � adalah ring semiprima dengan  karakteristik selain  2. 
Diberikan �: � → � adalah derivation. Jika �: � → � adalah 
additive mapping yang memenuhi  ����� = ����� + �����, ∀ � ∈ �,                                                    �3.1� 



maka � adalah generalized derivation.  
 
Bukti: 
Jika disubstitusikan  � = � + ! ke dalam persamaan �3.1�,  maka 
untuk setiap �, ! ∈ � berlaku                    ���� + !��� = g��� + !�h�� + !� + �� + !�g��� + !�h         �g�� + !��� + !�h = g��� + !�h�� + !� + �� + !�g��� + !�h  ���� + �! + !� + !�� = g��� + !�h�� + !� + �� + !�g��� + !�h  
 
Karena �: � → � adalah additive mapping maka  ����� + ��!�� + ���! + !��= g���� + ��!�h�� + !� + �� + !�g���� + ��!�h ����� + ��!�� + ���! + !��                              =  ����� + ����! + ��!�� + ��!�! + ����� +                                  ���!� + !���� + !��!�                              �3.2� 
 
Berdasarkan pada persamaan �3.1�, untuk setiap �, ! ∈ �                                         ����� = ����� + �����.                                          ��!�� = ��!�! + !��!�. 
Selanjutnya dengan mensubtitusikan nilai ����� dan ��!�� ke 
dalam persamaan �3.2� diperoleh ����� + ����� + ��!�! + !��!� + ���! + !�� = ����� +����! + ��!�� + ��!�! + ����� + ���!� + !���� + !��!�  
 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi (additive cancellative) 
dihasilkan ���! + !��  = ���!� + ��!��                              = ����! + ��!�� + ���!� + !����.                     �3.3�  
   
Selanjutnya, jika ! = �! + !� disubstitusikan ke dalam persamaan �3.3�, maka  �����! + !�� + ��! + !���� = ������! + !�� + ���! + !��� +                                                              ����! + !�� + ��! + !������    ����! + �!� + �!� + !��� = ������! + !�� + ���! + !��� +  ����! + !�� + ��! + !������    ����! + !�� + �!� + �!�� = ������! + !�� + ���! + !��� +  ����! + !�� + ��! + !������              ����! + !�� + 2�!�� = ������! + !�� + ���! + !��� + 



                                                             ����! + !�� + ��! + !������. 
 

Karena �: � → � adalah additive mapping maka  ����! + !��� + 2���!�� = �����! + ����!� + ��!��� +                                                        ���!�� + !����� + ����! + �� +                                                        ��! + !������,                               �3.4�  
       
Jika � = ��  disubstitusikan ke dalam persamaan �3.3� , maka ����! + !��� = ����!� + ��!���         = �����! + ��!��� + ����!� + !�����, 
untuk setiap �, ! ∈ �.                 �3.5� 
 
Selanjutnya jika kedua ruas pada persamaan �3.5� ditambahkan 2���!��, maka 
 ����! + !��� + 2���!�� = �����! + ��!��� + ����!�                                                                +!�����+2���!��.             �3.6�  
 
Dengan membandingkan persamaan �3.4� dan persamaan �3.6� 
dihasilkan           �����! + ����!� + ��!��� + ���!�� + !����� +          � ���! + �� + ��! + !������ = �����! + ��!��� +          ����!� + !����� + 2���!��.  
Sehingga ���!�� = ����!� + ���!��.                                                            �3.7� 
Dengan mensubstitusi � = � + 1 ke dalam persamaan �3.7� 
dihasilkan �g�� + 1�!�� + 1�h   = ��� + 1�!�� + 1� + �� + 1��g!�� + 1�h  �g��! + 1!��� + 1�h = ��� + 1��!� + !1� + �� + 1���!� + !1�  ���!� + �!1 + 1!� + 1!1� = g���� + ��1�h�!� + !1� +                                                                       �� + 1�g��!�� + ��!1�h  ���!� + �!1 + 1!� + 1!1� = ����!� + ����!1 + ��1�!� + 
                                                   ��1�!1 + ���!�� + ���!1� +                                                          1��!�� + 1��!1�. 
 
Karena �: � → � adalah additive mapping maka  ���!�� + ���!1� + ��1!�� + ��1!1� = �����!� + ����!1 +��1�!� + ��1�!1� + g���!�� + ���!1� + 1��!�� + 1��!1�h.  



                  �3.8� 
 
Berdasarkan pada persamaan �3.2�, jika ����� = ����� + �����, 
maka  ���!�� = ����!� + ���!��, ��1!1� = ��1�!1 + 1��!1�. 
 
Selanjutnya, jika nilai ���!�� dan ��1!1� disubstitusikan ke dalam  
persamaan �3.8�, maka ����!� + ���!�� + ���!1� + ��1!�� + ��1�!1 + 1��!1� =����!� + ����!1 + ��1�!� + ��1�!1 + ���!�� + ���!1� +1��!�� + 1��!1�.  
 
Dengan menggunakan kaidah kanselasi dihasilkan ���!1 + 1!�� = ����!1 + ��1�!� + ���!1� + 1��!��.                                                                                                                      �3.9�  
Misalkan � = ���!1!� + !�1�!�.  
Dengan menggunakan persamaan �3.7� � = ���!1!� + !�1�!�      = ���!1!�� + ��!�1�!�  
    = ����!1!� + ���!1!�� + ��!��1!� + !���1�!�      = ����!1!� + ��!��1!� + ���!1!�� + !���1�!�.                                                                                                                   �3.10� 
 
Selanjutnya dengan menggunakan persamaan �3.9� diperoleh � = ���!1!� + !�1�!�   = ���!1!�� + ��!�1�!�   = ���!�1!� + �!��!1�� + ��!��1�! + +!���1�!�   = ���!�1!� + ��!��1�! + �!��!1�� + !���1�!�.           �3.11� 
 
Dengan membandingkan persamaan �3.10� dan �3.11�  ���!�1!� + ��!��1�! + �!��!1�� + !���1�!� = ����!1!� +��!��1!� + ���!1!�� + !���1�!�  ���!�1!� + ��!��1�! + �!��!1�� + !���1�!� − ����!1!� −��!��1!� − ���!1!�� − !���1�!� = 0.                                                                                                                                                                                                                      �3.12� 
 
Dengan mendefinisikan ���!� − ����! − ���!� = ���, !�, maka 
persamaan �3.12� dapat diubah ke dalam bentuk persamaan  



���!�1!� + ��!��1�! + �!��!1�� + !���1�!� − ����!1!� −��!��1!� − ���!1!�� − !���1�!� = ���!�1!� − ����!1!� −���!�1!� + ��!��1�! − ��!��1!� − !����1�! + �!��!1�� +!���1�!� = 0.  
 
Sehingga  g���!� − ����! − ���!�h1!� + g��!�� − ��!�� − !����h1�! +�!��!1�� − !���1�!� = 0  ���, !�1!� + ��!, ��1�! + �!��!1�� − !���1�!� = 0.  �, !, 1 ∈ �.                                                                                              �3.13�  
Dengan mendefinisikan �! − !� = ��, !�, maka  �!��!1�� − !���1�!� = �!��!1�� − !���!1��                                               = ��! − !����!1��                                               = ��, !���!1��.  
    = 0. 
Sehingga ���, !�1!� + ��!, ��1�! + �!��!1�� − !���1�!� = 0.                                                             ���, !�1!� + ��!, ��1�! − 0 = 0.  ���, !�1!� + ��!, ��1�! = 0.                                                          �3.14�  
         
Berdasarkan pendefinisian ���, !� = ���!� − ����! − ���!�,  
persamaan �3.3� dapat ditulis ke dalam persamaan 
 ���, !� = −��!, ��, sehingga  persamaan �3.14� menjadi   ���, !�1!� + ��!, ��1�! = 0  −��!, ��1!� + ��!, ��1�! = 0    ��!, ��1�! − ��!, ��1!� = 0                ��!, ��1��! − !�� = 0                                          ��!, ��1��, !� = 0.                           (i) 
Jika ��!, �� = −���, !� disubstitusikan ke dalam persamaan �3.14�, 
maka ���, !�1!� + ��!, ��1�! = 0 ���, !�1!� − ���, !�1�! = 0           ���, !��1!� − 1�!� = 0             ���, !�1�!� − �!� = 0                                                          ���, !�1�!, �� = 0.                         (ii) 
Sehingga dari (i) dan (ii) diperoleh  ��!, ��1��, !� = ���, !�1�!, �� = 0, ∀ �, !, 1 ∈ �.                      �3.15� 
                                                    
Berdasarkan  Lema 3.4.4, 
jika  ��!, ��1��, !� = ���, !�1�!, �� �, !, 1 ∈ �, maka 



���, !�1��, �� = 0,   �, !, 1, �, � ∈ �.                                               �3.16� 
 
Dan berdasarkan Lema 3.1.3, 
jika ���, !�1��, �� = 0,   �, !, 1, �, � ∈ �, maka  ���, !���, !� = 0, �, !, �, � ∈ �.                                                    � 3.17�  
Untuk selanjutnya,  ���, !� akan ditulis �. 
 
Misalkan * adalah elemen dari �, sehingga berdasarkan Lema 3.4.5 
berlaku *� = 0 dan �* = 0, ∀� ∈ �.  ���! = ��!� = !��� = !���.                                       4���. ��!� = 4�!��. ��.  
 
Dengan menggunakan persamaan �3.3� diperoleh  4���. ��!� = 2��2�. ��!�  = 2���. ��! + ��!. ��  = 2#���. ��!� + ����!. ��%  = 2#������! + �����!� + ����!�� + ��!����%  = 2#������! + ����!��+�����!� + ��!����%  = 2�������! + g�����! + ����!�h�+�g�����! +����!�h + ��!�����  = 2�������! + ������!� + ����!���+g������! +�����!�h + ��!�����  

= 2 >������! + bg����� + �����h!� + ����!��c�  
�+ b�g����� + �����h! + �����!�c + ��!����C 

= 2#������! + �����!� + �����!� + ����!���  �+������! + ������! + �����!� + ��!����%  = 2#����!�� + �����!� + �����!� + !������� +�  ����!��� + ������! + ������! + ���!���%  = 2#����!�� + ���!��� + !������ + ���!��� +    �����!� + �����!� + ������! + ������!%  = 2�g����! + ���!�h�� + !������ + ���!��� +    �����!� + �����!� + ������! + ������!�                                                                                                                    �3.18�   4��!. ���� = 2��2!. ����  = 2��!. ��� + ���. !�  = 2#��!. ���� + �����. !�%  = 2#��!���� + !������ + ������! + �����!�%  



= 2#��!���� + ������!+!������ + �����!�%  = 2���!���� + g������ + ������h!+!g������ +������h + �����!��  = 2���!���� + �������! + ������!�+g!������ +!������h + �����!��  
= 2 >��!���� + bg����� + �����h�! + ������!c�  

�+ b!g����� + �����h� + !������c + �����!�C  

= 2#��!���� + ������! + ������! + ������!�  �+!������ + !������ + !������ + �����!�%  = 2#��!���� + ������! + ������! + !������ �  �+!������ + !������ + !������ + ���!���%  = 2#��!���� + !������ + !������ + ���!��� �  �+�����!� + �����!� + ������! + ������!%  = 2g��!�� + !����h�� + !������ + ���!���  ������!� + �����!� + ������! + ������!%                                                                                        �3.19� 
 
Dengan membandingkan persamaan �3.18� dan persamaan �3.19� 
dan dengan menggunakan persamaan  
 �!� = �!. � = �. �! = ��! = ��!,    �����!� = �����!� = �����!� = ������!,   ������! = ������! = ������! = �����!� = �!����� = !������.  
  
Sehingga 4���. ��!� = 4��!. ���� 
2 bg����! + ���!�h�� + !������ + ���!��� �  �+�����!� + �����!� + ������! + ������!% =  2 bg��!�� + !����h�� + !������ + ���!��� �  �+�����!� + �����!� + ������! + ������!%                       �3.20� 
 
Dengan kaidah kanselasi (cancellation) dari persamaan �3.20� 
diperoleh  ������! + �����!� = ��!���� + !������,   g����! + ���!�h�� = g��!�� + !����h��.                             �3.21�  
 



Dengan mendefinisikan ���, !� = ����! + ���!�, dan       ��!, �� = ��!�� + !���� sehingga persamaan �3.21� menjadi  ���, !��� = ��!, ����.                                                                   �3.22�   
 
Selanjutnya, kedua ruas diuraikan dengan menggunakan persamaan �3.3�.  4���!��� = 2��2�!���  = 2���!�� + ���!�  = 2g���!��� + �����!�h  = 2g���!��� + �!����� + ������! + �����!�h  = 2g���!��� + �!g����� + �����h +�  �g����� + �����h�! + �����!�c  

= 2����!��� + �!����� + �!����� + ������! +�  �������! + �����!�h  = 2����!��� + �!����� + �!����� + ������! +�  ��!����� + ���!����  = 2����!��� + ���!��� + 3�!����� + ������!�   = 2 bg���!� + ���!�h�� + 3�!����� + ������!c 

                    �3.23� 
 4����. !�� = 2����!� + !����  = 2g����!�� + ��!����h  = 2g�����!� + ����!�� + ��!���� + !������h  

= 2 bg����� + �����h!� + ��g��!�� + !����h +�  
�= 2g��!�� + !����h�� + !�g����� + �����hc  ������!� + �����!� + ����!�� + ��!�����  �= ��!���� + !������ + !������ + !������h  = 2������!� + �!����� + ����!�� + �!����� +�  ���!���� + �!����� + !������ + �!�����h  = 2������!� + �!����� + �!����� + �!����� +  ��!����� + ����!�� + ��!���� + !�������  = ������!� + 4�!����� + ����!�� + ��!���� +�  �!�������  = 2�����!�� + 4�!����� + ���!��� + ��!���� +�  �!�������  = 2�����!�� + ���!��� + ��!���� + !������ +�  



� 4�!������ .                                                       �3.24� 
 
Dengan  membandingkan persamaan �3.23� dan �3.24�. Karena 4���!��� = 4����. !��, maka  2 bg���!� + ���!�h�� + 3�!����� + ������!c =  

2�����!�� + ���!��� + ��!���� + !������ + �4�!������.�  
 2����!��� + ���!��� + ������!� =  2�����!�� + ���!��� + ��!���� + !������ + ��!������.�  2���!��� + 2���!��� + 2������! =  2�����!�� + ���!��� + ��!���� + !������ + ��!������.�  2���!��� = 2g����!�� + ���!��� + ��!���� + !������ −2���!��� − 2������! + ���!����h.�  
Dengan kaidah kanselasi diperoleh 2���!��� = ����!�� + ���!��� + ��!���� + !������                      = g����! + ���!�h�� + g��!�� + !����h��.                      = ���, !��� + ��!, ����.  
Jadi,2���!��� = ���, !��� + ��!, ��, ∀ �, ! ∈ �.                  �3.25�   
Sehingga persamaan �3.25� menjadi 2���!��� = ���, !��� + ���, !���  2���!��� = 2���, !���     ���!��� = ���, !���          ���!� = ���, !�.                                                                         �3.26�  
 
Untuk setiap �, ! ∈ � berlaku ���!� − ����! − ���!� = ���!� − ����! − ���!�  ���!� − ����! − ���!� = ���!� − g����! + ���!�h                                    ���, !� = ���!� − ���, !�.                            �3.27�  
 
Berdasarkan persamaan �3.25� 2���!��� = ���, !��� + ��!, ����  2���!��� − ���, !��� − ��!, ���� = 0.  
 
Karena ���, !��� = ��!, ����, maka  2���!��� − ���, !��� − ���, !��� = 0  2���!��� − 2���, !��� = 0     2g���!� − ���, !�h�� = 0  



     g���!� − ���, !�h�� = 0                                        ��� = 0                                           �� = 0.  
 
Karena  �� = 0, maka ����� = ����� = ��� = �0�. ��� = ��� = ��� = �0�. 
Berdasarkan definisi 3.1.1 � = 0. Hal ini berarti bahwa 
 ���, !� = ���!� − ����! − ���!� = 0. 
Sehingga ���!� = ����! + ���!�.                                                     ∎ 
 
Akibat 3.4.7 
Jika � adalah ring semiprima dengan karakteristik selain 2 dan 3: � → � adalah additive mapping yang memenuhi 3���� = 3����  
untuk setiap � ∈ � maka 3  adalah centralizer  kiri.          
 
Bukti: 
Untuk setiap �, ! ∈ � berlaku 3���� = 3����.                                                                                   �3.28�  
Jika  � = � + ! disubstitusikan ke dalam persamaan �3.28�, maka                     3��� + !��� = g3�� + !�h�� + !�          3g�� + !��� + !�h = g3��� + 3�!�h�� + !�  3��� + �! + !� + !�� = 3���� + 3���! + 3�!�� + 3�!�!.                                                                                                                    
Karena 3: � → � adalah additive mapping maka 3���� + 3��! + !�� + 3�!�� = 3���� + 3���! + 3�!�� + 3�!�!. 
 
Dengan menggunakan persamaan  �3.28� untuk setiap �, ! ∈ �  
 3���� + 3��! + !�� + 3�!�! = 3���� + 3���! + 3�!�� +  3�!�!  
 
Dengan kaidah kanselasi diperoleh 3��! + !�� = 3���! + 3�!��.                                                       �3.29�                   
 
Jika ! = �! + !� dan disubstitusikan ke persamaan �3.29�,  maka 3����! + !�� + ��! + !���� = 3�����! + !�� + 3��! + !���  3���! + �!� + �!� + !��� = 3����! + 3���!� + 3��!�� +                                                          3�!���  
                                               = 3����! + 3���!� + 3���!� +                                                          3�!���. 



 
Karena 3: � → � adalah additive mapping maka 3���! + �!� + �!� + !��� = 3����! + 3���!� + 3���!� +                                                          3�!���.  3���!� + 3��!� + �!�� + 3�!��� = 3����! + 3���!� +  3���!� + 3�!���  3���! + !��� + 3�2�!�� = 3����! + 3���!� + 3���!� +  3�!���.   3���! + !��� + 23��!�� = 3����! + 3���!� + 3���!� +  3�!���.                                           �3.30�  
 
Jika � = �� disubstitusikan ke dalam persamaan �3.29� maka  3���! + !��� = 3����! + 3�!���.                                              �3.31�  
Jika kedua ruas persamaan �3.31� ditambahkan 23��!�� maka  3���! + !��� + 23��!�� = 3����! + 3�!��� + 23��!�� 
                                                         = 3����! + 3�!��� + 23��!��                                                                                                                  �3.32� 
 
Dari persamaan �3.30� dan �3.32� dihasilkan  3����! + 3���!� + 3���!� +  3�!��� = 3����! + 3�!��� +                                                                               23��!��.  
Dengan kaidah kanselasi maka  3��!�� =   3���!�.                                                                            �3.33� 
 
Jika disubstitusikan � = � + 1 ke persamaan �3.33� maka                3g�� + 1�!�� + 1�h =   g3�� + 1�h!�� + 1�              3g��! + 1!��� + 1�h =   g3�� + 1�h�!� + !1�  3��!� + �!1 + 1!� + 1!1� =   g3�� + 1�h�!� + !1� 3��!� + �!1 + 1!� + 1!1� =   g3��� + 3�1�h�!� + !1� 3��!� + �!1 + 1!� + 1!1� =   3���!� + 3���!1 + 3�1�!� + 3�1� 
 
Karena 3: � → � adalah additive mapping maka 3��!� + �!1 + 1!� + 1!1�=   3���!� + 3���!1 + 3�1�!� + 3�1�!1 3��!�� + 3��!1 + 1!�� + 3�1!1�=   3���!� + 3���!1 + 3�1�!� + 3�1�!1.                              = 3��!�� + 3���!1 + 3�1�!� + 3�1!1�. 
 



Dengan kaidah kanselasi maka diperoleh 3��!1 + 1!�� = 3���!1 + 3�1�!�.                                             �3.34� 
 
Misalkan 5 = 3��!1!� + !�1�!�. 
Dengan menggunakan persamaan �3.33� diperoleh    5 = 3��!1!� + !�1�!�      = 3��!1!�� + 3�!�1�!�      = 3���!1!� + 3�!��1�!.                                                             �3.35�  
Sedangkan dengan menggunakan persamaan �3.34� diperoleh  5 = 3��!1!� + !�1�!�      = 3��!1!�� + 3�!�1�!�      = 3��!�1!� + 3�!��1�!.                                                             �3.36�  
 
Dengan membandingkan persamaan �3.35� dan �3.36� dan dengan 
mendefinisikan ���, !� = 3��!� − 3���! maka 
 3��!�1!� + 3�!��1�! = 3���!1!� + 3�!��1�!  3��!�1!� + 3�!��1�! − 3���!1!� − 3�!��1�! = 0  3��!�1!� − 3���!1!� + 3�!��1�! − 3�!��1�! = 0         �3��!� − 3���!�1!� + �3�!�� − 3�!���1�! = 0                                                 ���, !�1!� + ��!, ��1�! = 0.           �3.37� 
 
Dari persamaan �3.29� . 3: � → � adalah additive mapping sehingga                                         3��! + !�� = 3���! + 3�!��                                   3��!� + 3�!�� = 3���! + 3�!�� 3��!� + 3�!�� − 3���! − 3�!�� = 0 3��!� − 3���! + 3�!�� − 3�!�� = 0  
Dengan  mendefinisikan  3��!� − 3���! = ���, !� 3�!�� − 3�!�� = ��!, �� 
maka  3��!� − 3���! + 3�!�� − 3�!�� = 0                                             ���, !� + ��!, �� = 0.  
                                                             ���, !� = −��!, ��.  
 
Selanjutnya dari persamaan �3.37�  ���, !�1!� + ��!, ��1�! = 0  ���, !�1!� − ���, !�1�! = 0              ���, !�1�!� − �!� = 0.  
Dengan mendefinisikan !� − �! = ��, !� maka ���, !�1�!� − �!� = ���, !�1��, !� = 0.  



 
Dengan menggunakan Lema 3.4.3 dan Lema 3.1.3. Jika setiap �, !, 1 ∈ �  ���, !�1��, !� = 0 maka ���, !�1��, �� = 0 untuk setiap �, !, 1 ∈ �. Selanjutnya penulisan  ���, !� akan ditulis �.  
Berdasarkan  Lema 3.4.4 terdapat ideal W sedemikian sehingga � ∈ W ⊂ .���. Artinya *�, �* ∈ .��� untuk suatu * ∈ �. Sehingga   �. ��! = ��!. �               = !��. �              = !. ���  
Jadi 43��. ��!� = 43�!. ����. 
 
Dengan menggunakan persamaan �3.33� maka diperoleh                                         43��. ��!� = 43�!. ����                             23����! + ��!�� = 23�!��� + ���!�                   23�����! + 23���!�� = 23�!���! + 23�����!        23�����! + 23���! + !���� = 23�!���� + 23���� + ����! 23�����! + 3����!� + 3�!���� = 23�!���� + 3�����! + 3�����! 
Sehingga  3�����! + 3����!� = 3�!���� + 3�����!. 
 
Jika �!� = �!. � = �. �! = ��! = ��!, maka  3�����! = 3�!����.                                                      �3.38� 
Sehingga dihasilkan                        43��!��� = 43���. !��         23��!�� + ���!� = 23���!� + !���� 23��!��� + 23�����! = 23�����! + 23��!��� 23��!��� + 23�����! = 3��� + ����! + 3�!� + �!���  23��!��� + 23��� = ��!3�����! + 3�����! + 3�!���� + 3�����!  23��!��� = 3���!�� + 3�!����                                             23��!��� = 3���!�� + 3���!��                        23��!��� = 23���!��                          3��!��� = 3���!��     3��!��� − 3���!�� = 0      �3��!� − 3���!��� = 0                                      �� = 0  
Jika �� = 0 maka ����� = ����� = ��� = �0�         ��� = ��� = ��� = �0�. 
 
Berdasarkan definisi 3.1.1,  � = 0.  Hal ini berarti bahwa � = ���, !�   = 3��!� − 3���! = 0  



Sehingga 3��!� = 3���!.                                                                        ∎ 
  



BAB IV 
KESIMPULAN 

 
4.1 Kesimpulan 
 

Adapun kesimpulan dari pembahasan skripsi adalah sebagai 
berikut: 
1. Jika � adalah ring semiprima dengan  karakteristik selain  2. 

Didefinisikan �: � → � adalah derivation. Jika  �: � → � adalah 
additive mapping yang memenuhi relasi ����� = ����� +����� maka � adalah generalized derivation. 

2. Jika � adalah ring semiprima dengan karakteristik selain 2 dan 3: � → � adalah additive mapping ∋ 3���� = 3����, ∀� ∈ �, 
maka 3 adalah centralizer kiri .  
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