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GENERALISASI INTEGRAL NEWTON
ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas generalisasi definisi integral Newton, yang
diperoleh dengan cara memodifikasi integral Newton. Modifikas
dilakukan dengan mengubah persyaratan F'(x) = f(x) untuk setiap
x € (a,b) menjadi F'(x) = f(x) untuk setiap x € (a, b) kecuali di
takberhingga banyaknya titik-titik e;, e,, es, ... dalam (a, b). Proses
modifikas tersebut menggunakan konsep covering relation.
Meskipun pada modifikas definis integral Newton digunakan syarat
yang lebih lemah namun dapat diperlihatkan bahwa fungsi yang
memenuhi syarat tersebut tetap memenuhi definisi integral Newton.

Kata kunci: Covering relation, integral Newton, takberhingga titik.
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THE GENERAL NEWTON INTEGRAL

ABSTRACT

This research concerns with generalization on the definition of
Newton integral, which is obtained by modifying the definition of
Newton integral. The modification is done by replacing the condition
F'(x) = f(x) for every x € (a,b) with F'(x) = f(x) for every
x € (a,b) except for infinite points of ey, ey, ez, ... in (a,b). The
modification process needs definition of covering relation. It can be
shown that the weaker condition in the modification still cover all the
conditions in the definition of Newton integral .

Keywords: Covering relation, Newton integral, infinite point.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang dan Rumusan M asalah

Penggunaan Teorema Dasar Kalkulus merupakan hal yang rutin
dalam perhitungan integral baik di sekolah lanjutan atau di perguruan
tinggi. Namun demikian, pelgjar sering mengalami kesulitan dalam
perhitungan integral, khususnya bila menghadapi fungsi-fungsi
tertentu yang tidak mempunyai antiturunan.

Teorema Dasar Kalkulus menyatakan bahwa

b
f f(0) dx = F(b) — F(a),

a
jika f adalah fungs real yang kontinu pada selang [a, b] dan F
adalah fungs yang merupakan antiturunan dari f pada selang [a, b],
yaitu F'(x) = f(x) untuk setiap x € (a, b).

Dalam teori integral, Teorema Dasar Kakulus sering dianggap
sebagal definis deskriptif untuk fungsi-fungsi yang terintegralkan.
Oleh karena itu Teorema tersebut sering disebut sebagai definis
Integral Newton atau dikenal pula sebagai definisi Integral Newton
Klasik (Smithee, 2006:1).

Dalam definis Integral Newton Klasik tersebut terdapat dua syarat
penting. Pertama, fungsi f harus kontinu untuk setiap x € [a, b] dan
yang ke dua adalah berlakunya kesamaan F'(x) = f(x) pada selang
(a,b).

Kedua persyaratan di atas telah dimodifikas menjadi fungs f
terdefinisi pada (a, b) kecudi di titik-titik yang banyaknya berhingga
dalam (ab) dan F'(x) = f(x) untuk setiap x € (a,b) kecudi di
titik-titik yang banyaknya berhingga dalam (a,b) (Sari, 2009:26-29).

Dalam skripsi ini kedua persyaratan di atas dimodifikasi lebih lanjut
sehingga keberlakuannya menjadi lebih umum, yaitu bagaimana jika
fungsi real f terdefinis pada (a,b) kecuai di titik-titik yang



takberhingga banyaknya e;, e,, e, ... dalam (a,b) dan F'(x) = f(x)
untuk setiap x € (a, b) kecuai di titik-titik takberhingga banyaknya
e1,e,,€es, ... dadam (a,b).

1.2 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah memodifikasi definisi Integral
Newton ( klasik) menjadi lebih umum.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Fungsi Bernilai Real

Definis 2.1.1 (Fungs Bernilai Real)

Sebuah fungsi adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan
setiap obyek di suatu himpunan, yang diselu#terah asal, dengan
sebuah nilai tunggd(x) pada himpunan ke dua yang disebut daerah
kawan. Himpunan nilai yang diperoleh secara demikiisebut
daerah nilai (jelajah) fungsi tersebut. Jika himpunan semuai nila
fungsi adalah himpunan bagian dari himpunan bilangal, maka
fungsi tersebut dinamakduangs bernilai real atau disingkat dengan
fungsi real (Purcell dan Varberg, 1991:44).

Fungsi yang dibahas selanjutnya adalah fungsi yenigfinisi pada
selang tertutupa, b] c R atau selang terbuka, b) c R.

2.2 Limit dan Kekontinuan Fungsi

Definis 2.2.1

Misalkanf sebuah fungsi yang terdefinisi pada selémg) kecuali
mungkin di suatu titik¢. Dikatakan bahwa limitf(x) untuk x
mendekati adalahl, dan ditulis

lirr% fx) =L

X

jika untuk setiaps > 0 terdapats > 0 sedemikian sehingga untuk
setiapx € (a, b) dengarn) < |x — &| < 6 berlaku

lf(x) — Ll <e
(Leithold, 1992: 89-90).

Sifat 2.2.1 (Stewart, 2001: 93):
jika L, M, ¢ dank adalah bilangan real,
lim f(x) =L dan lim g(x) = M,
x—& x—&
maka
1. lim[kf(x)] =k lim f(x) = kL
x—§& x—&
2. lim[f(x) £ g(x)] =lim f(x) £ limgx) =L+ M
x—=¢ x—& x—&
3. limy e[ () g ()] =limyg £(O) limyg g(x) = LM



lim f(x)
feo] lm
= = — lkan M # 0.
9G] TlimgCo M ”
X—

4, lim [

x—&

Berikut ini diberikan definisi dan sifat-sifat fusigkontinu yang
mengacu pada Bartle dan Sherbert, (1999).

Definisi 2.2.2
Suatu fungsi reaf dikatakan kontinu di€ € [a,b] jika Ve > 0
36 > 0 sehinggavx € [a, b] dengarjx — &| < & berlaku

1) = FOl <e.

Fungsif dikatakan kontinu pada selang terbu&#)jika fungsi reaf
kontinu di setiap titik dalama(b).

Teorema 2.2.1
JikaE c R adalah himpunan kompak, makdertutup dan terbatas.

Teorema 2.2.2
MisalkanE himpunan kompak daft E — R. Jikaf kontinu pad&
makaf (E) kompak.

Teorema 2.2.3
Jika f adalah fungsi real yang kontinu pada selang konjpak]
dan

M = sup f(x) untuk x € [a, b],

m = inf f(x) untuk x € [a, b],
maka terdapat p dan g di dalam [a,b] sehingga
f(p) = Mdan f(q) = m. Dengan kata lainf mencapai nilai
maksimum dpp dan nilai minimum dg padala, b].

Bukti:
Karenaf kontinu padala, b] dan [a,b] kompak, makaf([a,b])
kompak. Karenaf([a,b]) kompak berartif([a, b]) tertutup dan
terbatas.
KarenaM = sup f([a, b]) danm = inf f([a, b]) maka

M € f([a, b]) danm € f([a, b]).
Jadi, terdapat € [a, b] sehinggg (p) = M danqg € [a, b] sehingga
fl@) =m.



2.3 Turunan Fungs

Dalam sub bab ini dibicarakan turunan fungsi barnieal yang
didefinisikan pada suatu selangRli

Definis 2.3.1
Diberikan fungsi reaf yang didefinisikan pada selang b] dan titik
¢ € (a, b). Fungsif dikatakan terdiferensialdifferentiable) di titik &
jika

lim () = fE)

m-——,—-

x—E& x—¢&
ada dan selanjutnya nilai limit tersebut dinotasilsebagaif’ ()
yang disebut turunan fungsii titik £.

Suatu fungsi dikatakan terdiferensial pada selém@) jika ia
terdiferensial di setiap titik dalam selang terge{Stewart, 2001:
159).

Teorema 2.3.1 (Teorema Fermat)

Misalkan fungsi realf kontinu pada selang terbuk@:,b) dan
¢ € (a,b). Jika fungsif mencapai nilai maksimum atau nilai
minimum di¢ dan fungsf terdiferensial dé makaf’(¢) = 0.

Bukti:

Diasumsikan fungsif mencapai nilai maksimum dé maka
Vx € (a,b) dengan |x—¢&| <d§ berlaku f(&) = f(x) atau
fG)—-fE)=0.

Karena fungsf terdiferensial dé, maka diperoleh

ey b W= ()7 £ ()
VA S L 7aT RS g 20
F© =1 = i T <o
Ini mengakibatkanf’(¢) < 0 < f'(¢) sehinggg ' (¢) = 0.

Dengan cara yang sama dapat digunakan untuk meikdnukbila
fungsif mencapai nilai minimum (Leithold, 1992:279).

dan

Teorema 2.3.2 (Teorema Rolle)
Misalkan fungsi real memenuhi tiga hipotesis berikut



i.  f kontinu padad,b]
ii.  f terdiferensial padab)
ii. — f(a) = f(b)
maka terdapaf € (a, b) sedemikian sehinggd () = 0.

Bukti:

Di sini terdapat tiga kasus, vyaitfi(x) =k, f(x) > f(a), atau
f(x) < f(a) Vx € (a,b).

Jika f(x) =k, maka f'(x)=0 VxE€(ab). Jika dipilih
x=¢& € (a,b) , makaf' (&) = 0.

Jika f(x) > f(a) Vx € (a,b), maka menurut Teorema 2.2.8,
mempunyai nilai maksimum padla, b], sebaly kontinu padda, b].
Dari hipotesis (iii) diketahui bahwf(a) = f(b), sehinggaf akan
mempunyai nilai maksimum untuk suatu pada(a,b). Karena
f'(&) ada berdasarkan (ii), maka menurut Teorema 2£3(§) = 0.

Jika f(x) < f(a) Vx € (a,b), maka menurut Teorema 2.2.8,
mempunyai nilai minimum pada, b], sebabf kontinu padda, b].

Dari hipotesis (iii) diketahui bahwf(a) = f(b), sehinggaf akan
mempunyai nilai minimum untuk suatu pada(a, b). Karenaf'(¢)
ada berdasarkan (i), maka menurut Teorema 2f3()=0
(Stewart, 2001:261-262).

Teorema 2.3.3 (Teorema Nilai Rata-rata)
Jika fungsi realf terdiferensial pada selang terbukab) dan f
kontinu pada d4,b] maka terdapat titiké € (a,b) sedemikian

sehingga
f) = f(a) = ()b - a).

Bukti:
Misalkan fungsF didefinisikan padad,b] sebagai
F(x) = f(x) — kx , untuk setiapx € [a,b]

dengank konstanta.
Karenaf kontinu padda, b] danf terdiferensial padea(), maka F
juga kontinu padéga, b] dan terdiferensial pada,).
JikaF(a) = F(b) maka

f(a) —ka = f(b) — kb

fb) = f(a) =kb—ka

fb) = f(a) =k(b—a)



I —f@

b—a
Menurut Teorema Rolle, terdapdte (a,b) dan F'(§) = 0. Hal
ini berkibat

F')=f'"¢)—k=0.

Karena k = M,
b—a
maka
PRNNIG ) Z(a)
atau
po=LO @

Jadi terbuktif (b) — f(a) = f'(§)(b —sz)
(Purcell dan Varberg, 1991:221).

2.4 Integral
Newton mendefinisikan integral sebagai antiturung@imvers
derivatif).

Definis 24.1
FungsiF: (a,b) — R disebut antiturunan dafi pada selanga, b)
jika F'(x) = f(x) untuk semua dalam(a, b) (Smithee, 2006:1).

FungsiF yang memenuhi Definisi 2.4.1 disebut juga sebageagral
taktentu darf.

Definis 2.4.2
Jikaf suatu fungsi kontinu pada selapgb] danF integral taktentu

f pada|a, b] makaf:f(x)dx disebut integral tentéi pada selang
[a, b], dan

[ reax=r - F@
(Smithee, 2006:1).

Definisi 2.4.2 dikenal sebagai Teorema Dasar Kakulatau
Teorema Hitung Integral.



2.5 Covering relation

Berikut ini diberikan definisi, teorema, dan lemrdari covering
relation, full cover, dancousin cover yang mengacu pada Smithee,
(2006).

Definis 2.5.1
Koleksi pasangan selang-titik ([c,d],x) dimana selang|c,d]
kompak dan x € [c,d] disebut covering relation dan dapat
dinyatakan sebagai himpunan

B ={(c,d],x)|c < x <d, [c,d] kompak}.

Contoh 2.5.1a
Partisi selangd,b] dengan
a=xg<x <%y << xp,=b,
maka koleksi pasangan selang-titik
B = {([xi—y, xil, t)| t; € [xi-1, %), i = 1,2, ...n}
merupakarcovering relation, sebab selaniy;_4, x;] kompak dan
t; € [x;—1,x;] untuk setiap =1,2, ...,n.

Contoh 2.5.1b
Pasangan selang-titik

B = {([_1'1]' _1)7 ([_1'1]' 0)' ([_1'1]' 1/2)' ([_1'1]' 1)}
merupakarcovering relation, sebab selang [-1,1] kompak dan titik-
titik -1, 0, %2 dan 1 di dalam [-1,1].

Contoh 2.5.1c
Koleksi pasangan selang-titik

p ={(-1/n,1/n],0)|n € N}
merupakarcovering relation, sebab selang-1/n, 1/n] kompak dan
0 € [-1/n,1/n] untuk setiap € N.

Definisi 2.5.2

Covering relation B disebut full di titik x, jika terdapath > 0
sedemikian sehingga semua pasar@@ani],x,) € 8 untuk
0<d—c<édanx € [cd].

Covering relation g dikatakanfull cover pada himpunaik jika g
full di setiap titikx € E.



Contoh 2.5.2
Diberikancovering relation

a. p={(-1/n,1/n],0)|n € N}

b. y={(0,1/n],x)|]0 <x <1/n dann € N}
makag full di titik x = 0 dany tidak full di x = %a.

Bukti:

Untuk bagian (a) dipilind = 3, maka untuk setiap € N berlaku
1/n—(—1/n)=2/n<3=6. Karena untuk setiapn € N,
pasangan([—1/n,1/n],0) € B, terbukti g full dix = 0.

Untuk bagian (b) diambil sebarang > 0, maka menurut sifat

Archimides terdapat bilangam € N dann > 1/6 ataul/n < 6.

Pilih selang[%, 1] yang memuai— dan terdapat = 2 € N sehingga
1 1 . yaps 3

1 y 6. Akan tetapi pasangan selang-tl(l[g,l],z) bukan

anggotay. Jadiy tidakfull dix =2,

Definis 2.5.3
Diberikancovering relation

p1 = {[c, di] 0)lcy < x < dy}

B2 = {([cz,dz], ) |cy < x < dy}
Irisan 8; dengarpB, adalah himpunan

B N Bz ={(lc,d], 0)llc,d] = [c1,d1] N [cz,dz), ¢ = x < d}.

dan

Contoh 2.5.3
Diberikancovering relation

pr = {([-4.3], DI1 € [-4,3]}
B2 ={([-1,5], DI1 € [-1,5]},

irisan B, dengarp, adalah
ﬁl N BZ = {([_1,3], 1)'[_1r3] = [—4,3] N [—1,5], 1€ [_1’3]}

dan

Definis 2.5.4
Diberikancovering relation

Pr:{([c1,d1],x)|c; < x < dy}

Ba2:{([cz, d3], X)]c; < x < dy}.

dan



Gabungar; dengarp, adalah himpunan
ﬁl U :82 =~ {([C, d],X)l[C, d] ~ [Clel] U [CZrdZ]IC <x < d}

Contoh 254
Diberikancovering relation

pr = {([-43], DI1 €[-43]}

B ={([-1,5], DI1 € [-1,5]},
gabungarB, dengarB, adalah

dan

Teorema2.5.1

Jikap; = {([cy, d1],x0)|c1 S %o < dy ,dy — ¢ < 61} dan

B2 = {([c2,d2], x0) e S x9 < dy,dy —cy, <65} full di titik xg
makag; U B, full di x,.

Bukti:

B, full di x, maka terdapa®; > 0 sedemikian sehingga untuk
0<d;—c, <4 dan  x, € [c1,d4], semua pasangan
([ey, d1], x0) € Py

B, full di x, maka terdapat, >0 sedemikian sehingga untuk
0<d,—c; <6, dan xy € [cy,d3], semua pasangan
([c2, d2), %0) € Bo-

Mlsalﬂ - ﬁl U ﬁz,

karena Xo € [cq,d4] dan Xo € [c3,d5] maka
xO € [Cl'dl] U [Cz, dz] = [C, d],
dipilih

5 = 51 + 52 >0

makal < d — ¢ < 6 dan([c,d], xy) € .
Jadi terbuktjp full di Xo.

Teorema 2.5.2

Jikapy = {([cy,d1],x)|c; < x <dy,dy — ¢y < 8} dan

B2 = {([c2,d3],x)|c; <x <d,,dy —c; < 6,} full cover pada
himpunanE makag; U 8, full cover padak.

Bukti:
Ambil sebarang € E, menurut Teorema 2.54l= £, U 3, full di x.
Karenax sebarang di makag full cover padak.
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Pada teorema berikut ini, kekontinuan dan ketergifgialan fungsi
pada himpuna® dapat disajikan melalabvering relation.

Teorema 2.5.3
JikaF: E — R kontinu dix, € E, dan

B ={([c,d],xp):c <xy <d,|F(d)—F(c)| <ee>0}
makag full di xo.

Bukti:
Ambil &€ >0, karenaF kontinu di X, maka terdapats > 0
sedemikian sehinggéx € E denganx — x,| < & berlaku
&
IF() = F(xo)l <.
Jika xy €[c,d]cE dan 0<d—-c<§ maka x, —c <d§ dan
d—xy <6.
KarenaF kontinu di x,, maka berlaku
&
IF(xo) = F(o)| <5
dan
&
IF(d) = F (o)l < 5.

Sehingga diperoleh

|F(d) — F(c)| = |F(d) = F(xo) + F(xo) — F(c)|
< |€F(¢«? — F(xo)| + [F(x0) = F (o)l
< E+E = E&.

Hal ini menunjukkan bahwa semua pasangdo, d],x,) € 3,
dimanal < d — ¢ < § danx, € [c,d]. Jadi g full di x,.

Teorema 2.5.4
JikaF: E —» R kontinu padd&, dan

B ={(lc,d],x):c<x<d,|F(d)—F(c)| < ge> 0}
makag full cover padak.

Bukti:
Ambil x € E, menurut Teorema 2.5&full di x.
Karenax sebarang di makag full cover padak.

Teorema 2.5.5
JikaF: E — R terdiferensial di, € E, dan
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B ={(c,d],xp):c <xg <d,|F(d) — F(c) — F'(x0)(d — ©)|
<ée(d--c)e>0}
makag full di xo,

Bukti:
Ambil € > 0, karenaF terdiferensial dix, maka terdapab > 0,
sedemikian sehingga
Vx € E denganx — x,| < 6 berlaku
F(x) — F(xp) /
—x—_xo— F (xo) < &
atau
|F(x) — F(xg) — F'(xp) (x — x0)| < €|x — xo.

Jika xy € [c,d]cE dan 0<d—-c< 6, makax,—c <4 dan
d—x9 <6.
KarenaF terdiferensial di,, maka berlaku

. |F(xo) — F(c) = F'(xg)(xg — ¢)| < elxo — ¢l
an
|F(d) — F(xo) — F'(xo)(d — x0)| < €ld = xo].
Sehingga diperoleh
|F(d) — F(c) — F'(xo)(d — )|
= |F(d) — F(x0) + F(xo) — F(c)
— F'(x0)(d = xo + x9 — ©))|
= |F(d) — F(xo) + F(x) — F(c) — F'(x0)(d — xo)
+ F'(x0)(x9 — ©)|
< |F(d) — F(xo) — F'(x0)(d — xp)|
+ |F(xq) = F(c) = F'(x0) (o — ©)|
<éld —xo| + €lxg —c| = e(ld — xo| + |xo —¢])
<e{ld—x)+ (xg—0)} = e(d—¢)
<égld—c|.
Hal ini menunjukkan bahwa semua pasanddn, d], x,) € S8,
dimana 0 < d —c < § danx, € [c,d]. Jadi g full dix,.

Teorema 2.5.6
JikaF: E — R terdiferensial di setiap titik anggdia dan
B ={(c dl,x):x €[c,d] € E,|F(d) — F(c) — F'(x)(d — ¢)|
<e&(d—c)e>0}
makag full cover padak.
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Bukti:
Ambil sebarang € E, menurut Teorema 2.56full di x.
Karenax € E sebarang, mak@ full cover pada himpunah'.

Definis 2.5.5

Covering relation f pada selanda, b] disebutcousin cover pada
selang [a,b] jika setiap titk x di [a,b] terdapat
§ > 0 sedemikian sehingga semua pasangajd], x) € f dimana
c<x<d,|[cd] clab],dand <d—-c <.

Contoh 2.5.5
Partisi selangd,b] dengan
a=xyg <X <Xy << Xx,=b,

dan barisan sub selanfa, b] o [x;_1,x;_1] 2 - [x;,x;] maka
terdapat ¢; € [x;_1,x;] untuk setiapi=1,2,..,n dan § >0
sedemikian sehingga koleksi pasangan selang-titik

B ={([xi—p, xil t)I t; € [xi-1, %) i = 1,2,...n}
merupakarcousin cover padala, b].

Berikut ini akan diberikan Lemma eksistertgiusin cover pada
selang [a, b]. Untuk membuktikan Lemma tersebut diperlukan
Lemma berikut.

Lemma 2.5.1 (Nested | nterval)
Jika [aq,b;] D [ay, b,] D -+ adalah barisamested pada selang
kompak dan mempunyai limit jarak
lim (b, —a,) =0
n—-0oo
maka terdapat € [a,, b,,] untuk setiap.

Lemma 2.5.2 (Eksistens Cousin Cover)
Misal g adalahfull cover padala, b] makaf memuat suatu partisi
pada[a, b], yaitu

T = {([ai,bi],fi):i = 1,2, ,Tl} c ﬁ
sedemikian sehingga selan;, b;] tidak tumpang tindih dan
membentuk selan, b].
Bukti:
Andaikan g tidak memuat partisi padge, b], makapg juga tidak
memuat partisi pada sub seldagb].
Pilih sub selangda,, b,] < [a, b] dengan
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1
(b1 —ay) < E(b - a).
Selanjutnya, piliHa,, b,] c [a4, b,] dengan

] 1
(b =) S 5 (b~ ) S 55 (b~ @)
dan seterusnya.
Untuk sub selanfu,, b, ] € [a,,—1, b,—1] mMempunyai jarak

1

(b, — ay) Sz_n(b_a)
membentuk barisan sub selang

lay, by] 2 [az, by] 2 -
sedemikian sehinggf tidak memuat partisi padgz,, b,,] untuk
setiapn.
Sesuai Lemma 2.5.1, maka terdapat [a,,, b, ] untuk setiapu.
Karenap full cover maka terdapab > 0 sedemikian sehinggg
memuat pasangdia,, b,], z) dengara,, b,] kompakc [a, b] dan
|b, —a,| < 8. Dengan demikian3 memuat semud|a,, b,], z),
untukn yang cukup besar maka,, — a,) < 6.
Himpunanm = {([a,, b,],z) } mengandung elemen tunggalyang
merupakan partisi dafit, b |, sehinggg8 memuat partisi.
Hal ini kontradiksi dengan pengandaian, jAdiarus memuat partisi
padala, b].

Lemma 2.5.3

Diberikan F:[a,b] > R kontinu pada [a,b] dan barisan
(e;) © [a,b].

Jika F'(x) =0 untuk setiap x € (a,b) kecuali di titik-titk
e, e,, ez, ..., makaF fungsi konstan.

Bukti:

Diberikan sebarang > 0.

Dimisalkan E; = [a, b]\(ey, €3, €3,...) sehinggaF’'(x) = 0 untuk
setiapx € E;.

Ambil covering relation

pr={(lc.dl,x):a < c <x<d <b,x €E,dan |F(d) - F(c)|

° 0
< ﬁ' £> }
KarenaF kontinu padda, b], makag; full cover padak; .

DimisalkanE, = e;, e,, es, ... C [a, b].
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Ambil sebarangovering relaion
Bo ={(le,fl. e):e < e < fdan|F(f)—F(e)| <e27*7%,e> 0}.
KarenaF kontinu padda, b], makag, full cover padak,.
Menurut Lemma 2.5.2, karen® =, U, full cover pada
la, b] = E; U E, maka terdapat partigi c f padala, b] dengan
a=x1 <xp, < <x,=hb.

Penjumlahan terhadap partistiperoleh
n-1

(M) )" Fis) = F(x) = F(B) = F(@)
sehingga &
|F(b) — F(a)| =

n-1
< (n)wam) FGxl.
Karenarr = {(x;, x;41), SL}CE /31UB2 maka
[F() = F(@)| = (m) Z|F(xi+1) — Fxp)l
TL 1
- (ﬂl)ZW(xm) Feo) +(ﬁz)Z|F(xl+1) Fal @)

Karena

(™ Z [F(i4) = Fx0)

N[ ™

(B) D IF i) = FEII < D ==
i=1 i=1

dan

n-1 co o0
(B2) D IFGisn) = FGI < (B2) D IFGrinn) = FGdl < ) =7
i=1 i=1 i=1

2221_2

maka dari persamaan (2.2) dlperoleh

|[F(b) —F(a)| <= > +§ = €.
Untuk & > 0 sebarang makg(b) = F(a).

Jadi, terbukti bahw& konstan padfa, b].
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BAB I11
PEMBAHASAN

3.1 Integral Newton Klasik

Pendefinisian integral dapat dilakukan melalui daea, yaitu secara
deskriptif dan konstruktif. Newton mendefinisikamegral sebagai
antiturunan (integral taktentu). Pendefinisian dikenal sebagai
definisi deskriptif. Sementara itu Riemann mendsilkan integral
dengan mengambil jumlah dan kemudian dilimitkarraGai dikenal
dengan cara konstruktif.

Definis 3.1.1
Diberikan fungsi f:[a,b] - R. Fungsi f dikatakan terintegral
Newton padda, b] jika terdapat fungsF:[a, b] = R kontinu pada
[a,b] dan F'(x) = f(x), Vx € (a,b). FungsiF disebut integral
taktentu darf padala, b] dan

b

[ reodx=r e - F@)
disebut integral tenf‘;ﬁ padaja, b] (Peng-Yee, 1989).

Dengan definisi di atas diperlukan pengetahuanaib@na cara
menentukan integral taktenkudari fungsif padala, b]? ApabilaF
telah ditemukan, kemudian diselidiki apak@atkontinu padda, b]?
Selanjutnya diperiksa apakah

F'(x) = f(x)
untuk setiape € (a, b)?
Langkah terakhir yang dilakukan adalah menghitéig) — F(a) .

Keberadaan integral taktentid tidak tunggal. Hal ini diperlihatkan
antara lain oleh Lemma 3.1.2 di bawah. Untuk kejserl
pembuktian, terlebih dahulu diperlihatkan lemmakagtini.

Lemma3.1.1
Jika fungsiF kontinu pada selanig, b] danF'(x) = 0, Vx € (a, b),
makaF merupakan fungsi konstan pada selgng].



Bukti:
AndaikanF bukan fungsi konstan pada seldagb], maka terdapat
dua bilanganx; danx, pada[a, b] denganx; < x, sehingga
F(x1) # F(xy).
KarenaF'(x) = 0 untuk setiapx dalam (a,b) maka berlaku juga
untuk setiape di dalam[x;, x,] < (a, b).
Diketahui F terdeferensial pada selanga,b] maka juga
terdeferensial pada selang bagigm,,x,), sehingga menurut
Teorema Nilai Rata-rata terdagatlenganx; < ¢ < x,, dan berlaku
: F(x1) = F(x2)
Fl(§)=——2. 3.1
X1 — X2

KarenaF'(x) = 0 untuk setiape dalam (x;,x,) dané € (xq,xy),
maka F'(¢) = 0. Dari persamaan (3.1) diperolét(x;) = F(x3).
Hasil ini kontradiksi dengaf (x;) # F(x,). Jadi haruslal¥ fungsi
konstan padga, b] (Leithold, 1992:386).

Lemma3.1.2

Jika f mempunyai integral taktentu pada suatu selang] maka
integral taktentu tersebut lebih dari satu. Artifika F adalah salah
satu integral taktentu dafi makaF + k (k konstanta) juga integral
taktentu darjf pada suatu selarda, b].

Bukti:
MisalkanG suatu integral taktentu dgfipadala, b], maka

G'(x) = f(x), Vx € (a,b). (3.2)
KarenaF merupakan integral taktentu dédrpadala, b], maka

F'(x) = f(x), Vx € (a,b). (3.3)

Dari persamaan (3.2) dan (3.3) berlaku
G'(x) = F'(x), Vx € (a,b).

Dimisalkan

H(x) = G(x) — F(x), Vx € (a,b),
oleh karena itu,

H'(x) =G'(x) — F'(x), Vx € (a,b).
KarenaG'(x) = F'(x) makaH’(x) = 0.
Dengan menerapkan Lemma 3.1.1 padanaka terdapat konstanta
k sedemikian sehingga

H(x) =k, Vx € [a, b]
akibatnya,
G(x) =F(x) +k.
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KarenaG menyatakan sebarang integral taktentu flgpadala, b],
maka semua integral taktentu dapat diperoleh @) + k dengan
k sebarang konstanta (Leithold, 1992:387).

Definisi 3.1.1 menyatakan situasi tertentu denganggunakan
“integral taktentu” dan “integral tentu”, tidak mgtakan bagaimana
fungsi f yang diberikan memiliki atau tidak memiliki salsatu dari
integral taktentu atau integral tentu.

Pernyataan berikut merupakan istilah lain dari graé Newton
Klasik. Secara faktual definisi integral Newton &lka menyatakan
adanya integral taktentt dari fungsif. Sementara itu eksistensi
dapat dinyatakan sebagaimana Lemma berikut.

Lemma3.1.3
Jika F danG fungsi kontinu pada selang,p] dan F'(x) = G'(x)
untuk setiam < x < b maka

F(b) — F(a) = G(b) — G(a).

Bukti:
Dimisalkan fungsH sebagai berikut
H=F—-aG.
KarenaF danG kontinu padad,b] makaH juga kontinu padag]b].
DiketahuiF'(x) = G'(x), Vx € (a,b) makaH'(x) = 0, Vx € (a, b).
Menurut Teorema Nilai Rata-rata terdapa (a, b) dan
H(b) — H(a) = H'(t) (b - a)
karenat € (a,b) danH'(t) = 0 maka
H(b) — H(a) = 0.
KarenaH = F — G, maka berlaku
H(b) — H(a) = (F(b) — G(b)) — (F(a) - G(a)).
Terbukti bahwa
F(b) —F(a) =G(b) —G(a)
(Smithee, 2006:2).

Lemma di atas menyatakan suatu fungsi dapat mentitkyak
integral taktentu namun hanya memiliki satu intetgatu

b
f fx)dx
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yang dapat dihitung dengan mengambil salah saggrial taktentu”
dan kemudian menghitung nil&{b) — F(a).

Fakta di atas dapat diperluas dengan menggantrsyqratan
F'(x) = G'(x) untuk setiap x € (a,b) menjadi untuk semua
x € (a,b) kecuali di titik-titik yang banyaknya berhingga dtlam
(a, b). Berikut Lemma yang menyatakan hal tersebut.

Lemma3.1.4
Diberikan fungsi-fungsi reaF dan G kontinu padala, b]. Jika
F'(x) = G'(x), Vx € (a,b) kecuali di titik-titik yang banyaknya
berhingga di dalarfu, b] maka

F(b) —F(a) = G(b) — G(a).

Bukti:
Dimisalkan untuk = 1,2,..,n, t; € (a, b) dengan
a<t;<t, < <t,<bh
dan
F'(t;) # G'(&)
untuki = 1,2,..,n
Berdasarkan yang diketahui maka untuk setiapl,2,..,n — 1 dan
x € (t;,t;+1) berlaku
F'(x) = G'(x).
Menurut Lemma 3.1.3 untuk setiag =1,2,..,n—1 dan
x; # t; € (a, b) berlaku

F(x) - F(a) = G(xy) - G(a), (3.4)
F(xz) - F(x1) — G(xz) C G(x1)» (3-5)
F(x) = () = 6(x3) = 6(xy), (3.6)
F(b) = F(tn—t) = G(b) = G (tn1). (3.7)

Jika persamaan (3.4), (3.5), sampai dengan (3juin@ihkan dan
Xo = QX = b diperoleh,

ZF(xJ Flxi- 1)_2(;@) 6(xi-1)

F(xy) — F(xo) + F(x2) — F(xy) + o+ F(xp) — Flxp_q) =

G(x1) = G(xp) + G(xz) — G(xq) + -+ G(xn) — G(xp_q).
Karena nilai-nilaiF (x;) danG(x;) dalam persamaan di atas saling
menghilangkan untuk setidp= 1,2,..,n — 1, maka
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F(xn) — F(xo) 3 G(xn) ° G(xo)
F(b) — F(a) = G(b) — G(a).
Dengan demikian Lemma terbukti (Smithee, 2006:3).

Dengan berlakunya Lemma 3.1.4 di atas, definissgral Newton
Klasik (Definisi 3.1.1) dapat dikembangkan untBk(x) = f(x)
untuk setiap x € (a,b) kecuali di titik-tittk yang banyaknya
berhingga di dalania, b), apabilaF adalah integral taktentu dgfi
padala, b]. Oleh karena itu berdasarkan Lemma 3.1.4, Defgikil
dapat diperluas sebagaimana definisi berikut.

Definis 3.1.2
Diberikan fungsif terdefinisi pada selan@, b) kecuali di titik-titik
yang banyaknya berhingga di dalaf, b). Fungsif dikatakan
terintegral Newton-1 pad#§a, b] jika terdapat fungsF:[a,b] - R
kontinu padda, b] sedemikian sehingg&’(x) = f(x), Vx € (a, b)
kecuali di titik-titik yang banyaknya berhinggad#ilam(a, b) dan

b

[ reoax = r) - @
a
disebut integral tentfi padala. b] (Smithee, 2006:3).
Berikut ini sebuah contoh yang memenubhi kriteridims 3.1.2.

Contoh 3.1.2

Diberikanf: (—1,4) — R dengarf(x) = L

x|

,Vx #0€ (—14).

Hitunglah f_‘tl\/% dx ?

Penyelesaian:
Untuk fungsi di atag(x) = R dapat ditentukan integral taktentu

Vx|
f padal—1,4] sebagai berikut
—2vV—x —1<x<0
F = ’ .
) { 2x  , 0<x<4

Fungsi F kontinu pada[—1,4]. Dalam hal ini cukup ditinjau
kekontinuan dix = 0 yaitu

lim F(x) = lim —2y—x =0,
x>0~ x—0"
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lim F(x) = lim 2vx = 0.
x—0% x—07%
Karena
lim F(x) =0 = lim F(x)
x—-0~ x—0t
makaF kontinu padd—1,4].
Tampak bahwd’ (x) = ﬁ = f(x), Vx € (—1,4) kecuali dix = 0.

Berdasarkan Definisi 3.1.2 diperoleh
4

1
——dx=F(@4)—-F(-1)=({4)—-(-2) =6.
_f1\/|x| \

Jadi, nilaif’, —— dx adalah 6.

Lemma 3.1.4 sangat memungkinkan untuk diperluagadefebih
umum. Dengan demikian, kemungkinan mengembangkeagrad
Newton yang lebih umum terbuka luas.

Berikut adalah sebuah lemma yang menjadi dasangsaih integral
Newton. Pembuktian lemma berikut tidak mengunakaordma
Nilai Rata-rata sebagaimana pembuktian Lemma 2lar8Lemma
3.1.4.

Lemma3.1.5
Diberikan fungsi-fungsi reaF dan G kontinu padala,b]. Jika
F'(x) = G'(x), Vx € (a,b) kecuali di titik-titik anggota himpunan
e, ey, e3, ... dalam[a, b] maka

F(b) — F(a) =G(b) — G(a).

Bukti:
Dimisalkan fungsH: [a, b] - R yang didefinisikan sebagai
H(x) = F(x) — G(x).
KarenaF dan G kontinu padala,b] maka H juga kontinu pada
[a, b].
Diketahui F'(x) = G'(x), Vx € (a,b) kecuali di titik-titik anggota
himpunaney, e,, e3, ... dalam[a,b] maka H'(x) = 0, Vx € (a, b)
kecuali di titik-titik anggota himpuna#y, e,, e5, ... dalam[a, b].
Sesuai Lemma 2.5.3 diperol&#hadalah konstan sehingga
H(b) = H(a)
H(b) — H(a) = 0.
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KarenaH (x) = F(x) — G(x), Vx € [a, b], maka diperoleh
H(b) — H(a) = (F(b) = F(a)) = (G(b) — G(a))
(F(b) =F(a)) = (G(b) = G(a)) = 0
F(b) —F(a) = G(b) — G(a)
(Smithee,2006:4).

Lemma ini digunakan untuk memeriksa jikadan G memenuhi
syarat menjadi integral taktentu d#ripada selanda, b], makaF

dan G hanya dibedakan oleh suatu konstanta sehingga
F(b) — F(a) = G(b) — G(a). Dengan begitu, integral tentu dapat
dihitung.

Dari Lemma 3.1.5 dapat dilakukan modifikasi Defii@isL.2 menjadi
lebih umum. Dengan bahasa sebagaimana modifikasinpg maka
dapat disusun definisi sebagai berikut.

Definisi 3.1.3

Diberikan fungsif terdefinisi pada selan@, b) kecuali di titik-titik
yang banyaknya takberhingga anggota himpuegr,,es, ... di

dalam(a, b). Fungsif dikatakan terintegral Newton-Il pada, b]

jika terdapat fungs¥:[a, b] = R kontinu padala, b] sedemikian
sehingga F'(x) = f(x), Vx € (a,b) kecuali di titik-titik yang
banyaknya takberhingga anggota himpuege,, es, ... dalam(a, b)

dan

b
[ reoax=re) - k@
disebut integral ten'gﬁ padaa. b] (Smithee, 2006:4).

Definisi 3.1.3 merupakan definisi integral yang iteduas dan
meliputi semua versi definisi Integral Newton.

Untuk menjustifikasi Definisi 3.1.3, di bawah inibdktikan suatu
Teorema.

Teorema3.1.1

Diberikan Fungsf danF terdefinisi pada selan@,p]. Jika fungsi
F:[a,b] > R yang kontinu padafa,b] dan F'(x) = f(x),
Vx € (a,b) kecuali di titik-titik yang banyaknya takberhingga
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anggota himpunaey, e,, e, ... dalam(a, b) makaf terintegral pada
[a, b] dan

[ reax=r) - F@

Bukti:
Misal e > 0. Bangungy, f5,, B3, dang,
B = {([a,c], D||F(c) = F(a) = f(a)(c —a)| <&/4}
B2 = {(lc, b], DIIF (b) — F(c) — f(b)(b — )| < &/8},
untuk mendefinisika , memanfaatkaf’(x) = f(x), Vx € (a, b),
B s ={(c dl,x):[F(d) — F(c) — fG)(d — )| <n(d — )}

dimana
&

"“-a
dan
Ba ={([c, dl, ep)||F(d) = F(c) — f(ep)(d — ¢)| < e27P~2}
dengarp = 1,2,3 ...
Misal
B=pBLYUBUP3Up,
karenap,, 5., B3, dan 5, adalahfull cover maka menurut Teorema
2.5.2,covering relation  adalatfull cover.
Akibatnya sesuai Lemma 2.5.28 memuat suatu partisti pada
[a, b]
7w = {([a;, b;],x)):i = 1,2,...,n} C B.
Didefinisikan
YAa=TNPL Y2 =T NPy ¥z =71NP3 dany, =mNp,
sehingga
n

() FE)b; - a) = [F(b) - F@)]
i=1

= @) (et — @) - P ) - F(a)]}‘

< f G by — ap) — [F(B) — F(a)] +
(F ) (b ~ @) — [F(B) — F (@]

2|f(xl>(b ~ [F(&) - F@]|

< (mz v (mz FODY +00).
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dimana

W) = D G- ~IFG) —F@ll <7
(lapbilx)€Y,

D) = D IfGbi—a) ~ [Fb) — F(a)ll <
([aibilx)€Y2

D) = D IfG b - a)— [Fb) - F(al

([ai, l] Xi)€EYV3
< nZ(b —a) <n(b-a)

> s(b —a) _¢€

8(b—a) 8

dan
W) = > G ~a) ~ [F(b) = Fal|
([aibilx)EYa
&
<e2P?< >

Oleh karena itu,

Zf(xl)(b a) - [F(b) = F(@)]

N Z[F(b) F(ap)]

i=1

Db —a) — [FO) - F(@}

Z|f(xl)(b a) = [F() ~ F@)]|

S
<4+8+8+E E.

Karena € > 0 sebarang, maka berdasarkan pendekatan jumlah
Riemann, ketaksamaan terakhir menunjukkan bahuwerintegral
padala, b] dan
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b
f FG)dx = F(b) = F(a)
(Smithee, 2006:23).

Contoh 3.1.3
Diberikan

f@={,
Hitunglah [ £ (x) dx ?

, X rasional € [0,1]
, x irrasional € [0,1].

Penyelesaian:
Untuk fungsi di atag (x) dapat ditentukan integral taktentu
DidefinisikanF (x) = 0 untuk setiapx € [0,1].
KarenaF fungsi konstan, mak@ kontinu paddo0,1].
Tampak bahwa

F'(x) =0 = f(x), x irrasional
dan

F'(x) =1 +# f(x), xrasional.
Sehingga F'(x) = f(x), Vx € [0,1] kecuali di titik x rasional
(takberhingga banyaknya).
Berdasarkan Definisi 3.1.3 diperoleh

1
ff(X)dx=F(1)—F(0)=0—o=o.
0

Jadi, nilaif, f(x) dx adalah 0.
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan dengan terbuktinya
Lemma berikut:
Diberikan fungsi-fungsi real F dan G kontinu pada [a, b] dan jika
F'(x) = G'(x) Vx € [a,b] kecuai di titik-titik anggota himpunan
e1, ey, €3, ... daam [a, b] maka

F(b) = F(a) = G(b) — G(a),

diperoleh vers perbaikan definisi Integral Newton yang memuat
semuaversi Integral Newton paling lemah. Definisi tersebut adalah

Diberikan fungsi f terdefinisi pada selang (a, b) kecuali di titik-titik
yang banyaknya takberhingga anggota himpunan eq,e,, e, ... di
dalam (a,b). Fungs f dikatakan terintegra Newton-Il pada [a, b]
jika terdapat fungs F:[a,b] — R kontinu pada [a, b] sedemikian
sehingga F'(x) = f(x), Vx € (a,b) kecuai di titik-titik yang
banyaknya takberhingga anggota himpunan e, e,, es, ... dalam (a, b)
dan

b
f FG)dx = F(b) - F(a)

a
disebut integral tentu f pada [a.b].
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