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SUBMODUL PRIMA DALAM MODUL PERKALIAN 

 

 

ABSTRAK 
 

Dalam teori modul dikenal suatu modul khusus, yaitu modul 

perkalian (multiplication modules). Misalkan � adalah ring komutatif 

dengan identitas dan � adalah � �modul, maka � disebut 

� �modul perkalian jika untuk setiap submodul � di � terdapat 

ideal � di � sehingga berlaku � � ��. Ideal � ini kemudian disebut 

ideal presentasi dari submodul �. Selain itu, dikenal suatu submodul 

prima yang ada dalam suatu � �modul �. Di dalam skripsi ini akan 

dibahas tentang kaitan antara submodul prima dengan modul 

perkalian. 

 

Kata kunci: modul perkalian, submodul prima 
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PRIME SUBMODULES IN MULTIPLICATION MODULES 

 

 

ABSTRACT 
 

 In modules theory, it is known special modules, i.e., 

multiplication modules. Let � be a commutative ring with identity 

and � be a � �module, then � is said to be a multiplication module 

if for each submodule � of � there exists an ideal � of � such that 

� � ��.  Then, this ideal � is called a presentation ideal of �. On the 

other hand, it also known prime submodules. This final project will 

discuss the relationship between prime submodules and 

multiplication modules. 

 

Keywords: multiplication modules, prime submodules 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar merupakan salah satu cabang ilmu matematika. Pada  

periode waktu sebelum abad ke-19, aljabar dikenal sebagai aljabar 

klasikal. Namun dalam perjalanannya, aljabar terus mengalami 

perkembangan hingga aljabar yang dikenal sekarang, yakni aljabar 

modern. Salah satu bagian dari aljabar modern adalah aljabar abstrak, 

yang membahas bermacam-macam struktur aljabar, di mana masing-

masing struktur aljabar mempunyai sifat yang berbeda-beda. 

Salah satu bentuk struktur aljabar yang dilengkapi dengan 

operasi biner adalah grup. Kemudian, grup berkembang lagi menjadi 

ring, yang selanjutnya dapat berkembang lagi menjadi modul.  

Penggunaan modul dipelopori pertama kali oleh seorang ahli 

matematika, Emmy Noether, pada awal abad ke-19. Noether 

menyebutkan bahwa teori modul merupakan bentuk generalisasi dari 

ruang vektor (Dummit dan Foote, 2004).  

Dalam perkembangannya, dikenal suatu modul khusus yaitu 

modul perkalian (multiplication modules). Konsep mengenai modul 

perkalian diperkenalkan pertama kali oleh A.Barnard. Barnard 

menyebutkan bahwa suatu modul atas ring komutatif disebut modul 

perkalian jika setiap submodulnya merupakan perkalian antara ideal 

dengan modul itu sendiri. Ciri utama dalam modul perkalian yaitu 

setiap submodulnya mempunyai ideal, yang lebih dikenal dengan 

ideal presentasi. Dalam perkembangannya, banyak penelitian yang 

mengaitkan modul perkalian dengan struktur aljabar lain. 

Tekir (2007) meneliti secara spesifik modul perkalian yang 

dikaitkan dengan submodul semiprima dan prima. Selain itu, Ameri 

(2002) dan Nezhad (2009), membahas tentang karakteristik 

submodul prima dalam modul perkalian.  

Selain jurnal, terdapat pula penelitian dalam bentuk skripsi 

dan tesis. Penelitian yang dilakukan  Arifin (2009) yaitu mengenai 

modul perkalian, ideal presentasi, serta kaitan submodul prima dan 

modul prima dengan modul perkalian. Beda halnya dengan Amini 

(2003), penelitiannya membahas perkalian submodul dalam modul 

perkalian serta karakteristik modul perkalian. 
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Berdasarkan penelitian-penelitian terdahulu tersebut, penulis 

termotivasi untuk  melakukan suatu penelitian mengenai modul 

perkalian dan submodul prima saja, serta kaitan antara keduanya. 

Dengan kata lain, dalam skripsi ini akan dibahas mengenai suatu 

submodul dalam modul perkalian yang dapat disebut sebagai 

submodul prima, yaitu submodul prima tesebut mempunyai ideal 

presentasi. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah dalam skripsi ini adalah bagaimana sifat-

sifat suatu submodul prima dalam modul perkalian. 

 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam skripsi ini adalah ring komutatif 

dengan elemen identitas. 

 

1.4 Tujuan 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas hubungan 

antara submodul prima dan modul perkalian. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Pada bab ini dibahas mengenai beberapa definisi, sifat, 

lemma, dan teorema yang akan digunakan sebagai dasar pembahasan 

dalam bab-bab selanjutnya. Teori-teori yang akan dibahas adalah 

mengenai grup, ring, dan modul. 

 

2.1  Teori Grup 

Definisi 2.1.1 (Grup) Misalkan 4 adalah suatu himpunan tak kosong 

dengan suatu operasi biner *, dinotasikan .4,50. .4,50 disebut suatu 

grup jika memenuhi aksioma-aksioma : 

1. Tertutup 

Untuk setiap �, 6 � 4, terdapat 7 � 4 sehingga  

� 5 6 � 7 
2. Assosiatif 

Untuk setiap �, 6, 7 � 4 memenuhi 

.� 5 60 5 7 � � 5 .6 5 70 
3. Mempunyai elemen identitas 

Terdapat 8 � 4, untuk setiap � � 4 yang memenuhi 

8 5 � � � 5 8 � � 
4. Setiap elemen mempunyai invers 

Untuk setiap � � 4, terdapat �9% � 4 sehingga  

�9% 5 � � � 5 �9% � 8 
(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Definisi 2.1.2 (Grup Komutatif) Misalkan .4,50 adalah suatu grup. 

.4,50 disebut grup komutatif atau grup abelian jika untuk setiap 

�, 6 � 4 , memenuhi � 5 6 � 6 5 � (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.1.3 

1. Himpunan bilangan bulat � merupakan grup komutatif terhadap 

operasi penjumlahan. 

2. Himpunan bilangan asli � bukan merupakan grup terhadap 

operasi penjumlahan, karena tidak mempunyai elemen identitas 

dan tidak mempunyai invers. 



 4

Definisi 2.1.4 (Subgrup) Misalkan .�,50 merupakan grup, : � �, 

dan : ; . : disebut subgrup dari � jika: 

1. < � : � <9% � : 

2. <, > � : � <> � : 

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.1.5 

1. � merupakan subgrup dari �. 

2. � merupakan subgrup dari �. 

3. � merupakan subgrup dari �. 

 

2.2 Teori Ring 

Definisi 2.2.1 (Ring) Misalkan � adalah suatu himpunan tak kosong 

dengan dua operasi biner, penjumlahan “+” dan perkalian “.” , yang 

dinotasikan.�,?, . 0 . .�,?, . 0 disebut ring jika memenuhi aksioma-

aksioma: 

1. .�,?0 adalah grup komutatif 

2. .�, . 0, berlaku ketertutupan dan assosiatif 

3. Berlaku hukum distributif 
.� �, 6, 7 � �0 memenuhi �. .6 ? 70 � .�. 60 ? .�. 70 
.� �, 6, 7 � �0 memenuhi .� ? 60. 7 � .�. 70 ? .6. 70 

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Untuk selanjutnya, penulisan notasi ring .�,?, . 0 dapat 

disederhanakan menjadi �, serta penulisan perkalian �. 6 dapat 

disederhanakan menjadi �6.  

 

Contoh 2.2.2 �,�, dan � merupakan ring. 

 

 

Definisi 2.2.3 (Ring Komutatif) Misalkan � adalah ring. � 

dikatakan sebagai ring komutatif  jika pada ring � berlaku sifat: 

 �, 6 � � � �6 � 6� 
(Dummit dan Foote, 2004). 
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Contoh 2.2.4 

1. �,�, dan � merupakan ring komutatif. 

2. Himpunan semua matriks berukuran � A � merupakan ring tidak 

komutatif karena operasi perkalian pada matriks tidak selalu 

komutatif. 

 

Definisi 2.2.5 (Ring Komutatif dengan Elemen Identitas) 

Misalkan � adalah ring komutatif. � dikatakan mempunyai elemen 

identitas jika terdapat 1 � � di mana  

1� � �1 � �, �� � � 
(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Definisi 2.2.6 (Ideal) Misalkan � adalah ring, � � �, dan � ; . � 
disebut ideal di � jika memenuhi aksioma berikut: 

1. �, 6 � �                 � � � 6 � � 
2. .� � �0, .� � �0   � �� � � dan �� � � 

Ideal � disebut ideal trivial jika � � �0� dan ideal � disebut 

ideal sejati jika � ; � (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.7 

1. Misalkan D� � �DE|�E � ��F adalah suatu himpunan di mana D 

adalah bilangan prima. Akan dibuktikan bahwa D� adalah suatu 

ideal di ring �.  

Ambil sebarang �, 6 �  D�, maka � � DE% dan 6 � DE' di mana 

E%, E' � �. Akibatnya � � 6 � DE% � DE' � D.E% � E'0 � D�. 

Selanjutnya, untuk setiap � � � memenuhi:  

�� � �.DE%0 � D.�E%0 � D�. 

Karena � merupakan ring komutatif, maka �� � �� � D�. 

Jadi, D� adalah ideal di �.         3 

2. Misalkan �� � ���|� � ��F adalah himpunan yang dibangun oleh 

elemen � � �. Akan dibuktikan bahwa �� adalah ideal di ring �. 

Ambil #%,#' � �� di mana #% � �%� dan #' � �'�, untuk 

setiap �%, �' � �. Maka: 

#% �#' � �%� � �'� 

                             � .�% � �'0� � �� 

Selanjutnya, untuk # � �� di mana # � �� dan �% � �, maka:  

�%# � �%.��0                    � .�%�0� � �� 
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Jadi, �� adalah suatu ideal.         3 

3. Himpunan �� � ��E|�FE � �� dengan � � �� merupakan ideal 

di ring �, karena untuk sebarang � � �E%, 6 � �E' � �� dan 

� � � berlaku: 

i) � � 6 � �E% � �E' 

� �.E% � E'0 � �� 

ii) �� � �.�E%0 � ��.E%0 � �.�E%0 � �� 

Karena � merupakan ring komutatif, maka �� � �� � ��. 

          3 
 

Definisi 2.2.8 (Hasil Kali Ideal) Misalkan � dan G adalah ideal-ideal 

di ring komutatif �. Hasil kali dari � dan G, dinotasikan �G, 
merupakan himpunan penjumlahan berhingga dari elemen-elemen 

dalam bentuk �6 di mana � � � dan 6 � G. Oleh karena itu, hasil kali 

� dan G dapat didefinisikan: 

�G � �∑ �"6"|�" � �, 6" � G��"$%   

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.9 Misalkan � � 3� dan G � 4� adalah ideal-ideal di ring 

komutatif �. Hasil kali 3� dan 4� merupakan penjumlahan 

berhingga dari elemen-elemen dalam bentuk .3<0.4>0 dengan 

<, > � �. Sehingga, jelas .3�0.4�0 � 12�. 

 

Teorema 2.2.10 Jika � adalah ring komutatif, � dan G adalah ideal-

ideal di �, maka �G  adalah ideal di � (Dummit dan Foote, 2004). 

Bukti: Misalkan � dan G adalah ideal-ideal di �. Akan dibuktikan �G 
adalah ideal di �. 

i)   Karena � dan G adalah ideal, maka 0 � � dan 0 � G. Sehingga, 

0 � �G, yaitu �G ; . 

ii)   Ambil sebarang � � ∑ <">"K"$%  , 6 � ∑ D"L"  � �G�"$% . 

 � � 6 � .∑ <">"K"$% 0 � .∑ D"L"�"$% 0 
 � ∑ .<">" � D"L"0  � �G*$KM*N�K,��

"$%   

iii)  Ambil sebarang � � ∑ <">"�"$% � �G dan � � �. 

�� � �.∑ <">"�"$% 0  
� ∑ �.<">"0�"$%   
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� ∑ .�<"0>"�"$%   � �G  
3 

 

Definisi 2.2.11 (Ideal Pokok) Misalkan � ring komutatif dengan 

elemen identitas dan � ideal di �. � disebut ideal pokok jika � 
dibangun oleh satu elemen. Oleh karena itu, jika � dibangun oleh 

elemen < � �, maka � � �<� � ��<|� � �� (Rotman,2003). 

 

Definisi 2.2.12 (Pembagi Nol dan Daerah Integral) Misalkan � 

adalah ring komutatif.  Suatu elemen � � � dengan � ; 0 disebut 

pembagi nol (zero divisor) jika terdapat elemen 6 � � dan 6 ; 0 

sehingga �6 � 6� � 0. Jika � tidak memuat pembagi nol maka � 

disebut daerah integral (Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.13 �, �,�, � merupakan daerah integral. 

 

Definisi 2.2.14 (Field) Misalkan O adalah ring komutatif dengan 

elemen identitas. O disebut field  jika setiap elemen tak nol di O 

mempunyai invers terhadap operasi perkalian (Rotman, 2003). 

 

Teorema 2.2.15 Setiap field merupakan daerah integral        

(Rotman, 2003). 

Bukti: Misalkan O adalah field. Akan dibuktikan bahwa O tidak 

memuat pembagi nol. Ambil �, 6 � O , yaitu � ; 0 dan 6 ; 0. 

Karena berlaku sifat tertutup, maka �6 ; 0 dan �6 � O. Oleh karena 

itu, field O juga merupakan daerah integral.      3 

 

 Akan tetapi, jika suatu ring bukan merupakan field, belum 

tentu ring tersebut juga bukan merupakan daerah integral. Hal ini 

dapat di lihat dalam contoh berikut. 

  

Contoh 2.2.16 

1. �  bukan field (elemen tak nol di � tidak mempunyai invers 

terhadap perkalian), tetapi � merupakan daerah integral. 

2. Himpunan bilangan riil � merupakan field dan juga merupakan 

daerah integral. 
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3. �+  merupakan field dan juga merupakan daerah integral. 

4. �P bukan field ( untuk 2Q, 3Q, 4Q � �P tidak mempunyai invers), dan 

juga bukan daerah integral (karena untuk 2Q � �P terdapat 3Q � �P, 

sehingga 2Q. 3Q � 0Q). 

 

Teorema 2.2.17 Misalkan � adalah ring komutatif dengan elemen 

identitas dan � adalah ideal di �. � adalah field jika dan hanya jika 

ideal-idealnya hanya �0� dan � (Dummit dan Foote, 2004). 

Bukti: � Misalkan � adalah field, artinya untuk setiap elemen tak 

nol � � � terdapat elemen tak nol �9% � � sehingga berlaku 

��9% � 1. Ambil sebarang ideal � di �. Jika ideal � hanya memuat 

�0�, maka � � �0�. Akan tetapi, jika ideal � memuat selain �0�, 
maka terdapat � � � di mana � ; 0 yang mempunyai invers. Jelas 

bahwa � � �.  Karena � mempunyai invers, yaitu terdapat 

� � �9% � � sehingga berlaku 1 � �� � �. Oleh karena itu, untuk 

setiap < � � berlaku < � 1< � �, artinya � � �. Karena � � � dan 

� � �,  diperoleh � � �.  

 R Misalkan ideal-ideal di ring � hanya �0� dan �. Akan 

dibuktikan bahwa � adalah field. Karena ideal di � hanya �0� dan �, 

maka untuk sebarang elemen tak nol � � � memenuhi ��� � � 

(karena idealnya hanya �0� dan �) dan berlaku 1 � ��� � �. 

Akibatnya, untuk setiap elemen tak nol � � � terdapat � � � 

sehingga �� � 1, yang artinya � mempunyai invers, yaitu � adalah 

field. 

3 
 

Selanjutnya akan diperkenalkan Lemma Zorn yang berguna 

untuk pembahasan ideal maksimal pada suatu ring. Namun 

sebelumnya, akan diperkenalkan tentang himpunan terurut parsial, 

rantai, batas atas, dan elemen maksimal yang akan mendukung 

Lemma Zorn. 

 

Definisi 2.2.18 (Terurut Parsial) Misalkan S adalah suatu 

himpunan tak kosong. S disebut terurut parsial dengan relasi " U " 
jika memenuhi aksioma-aksioma: 

1. < U < , �< � S                            (refleksif) 

2. Jika < U > dan > U < maka < � > , �<, > � S     (antisimetris) 
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3. Jika < U > dan > U E maka < U E , �<, >, E � S (transitif) 

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.19 Himpunan bilangan bulat � terurut parsial dengan 

relasi U. Begitu pula dengan � dan �. 

 

Definisi 2.2.20 (Rantai, Batas Atas, Elemen Maksimal) Misalkan 

: terurut parsial dengan relasi " U ". 
1. Suatu V � : disebut rantai jika untuk suatu <, > � V, berlaku 

< U > atau > U <. 

2. Misalkan V adalah himpunan tak kosong dan V � :. Suatu 

elemen W � : disebut suatu batas atas himpunan V jika untuk 

sebarang 6 � V berlaku 6 U W. 

3. Suatu elemen X � : disebut elemen maksimal di : jika untuk 

sebarang < � : dengan X U <, maka X � <. 

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Contoh 2.2.21  

1. Misalkan himpunan S � �0,1,2,3,4� terurut parsial dengan relasi 

U. V% � �0,1,2� dan V' � �0,1,2,3� adalah rantai di S. Batas atas 

dari V% adalah 2 dan batas atas dari V' adalah 3. Sedangkan 

elemen maksimal di S adalah 4. 

2. Himpunan bilangan bulat � terurut parsial dengan relasi �. 

Misalkan S � �.2�0�|� � ��� � �2�, 4�,… � � �. Batas atas 

dari S adalah 2�. 

 

Lemma 2.2.22 (Lemma Zorn) Jika S himpunan terurut parsial di 

mana setiap rantai mempunyai batas atas, maka S mempunyai 

setidaknya satu elemen maksimal (Dummit dan Foote, 2004). 

Bukti: Diketahui S adalah himpunan terurut parsial di mana setiap 

rantai mempunyai batas atas. Andaikan S tidak mempunyai elemen 

maksimal. Ambil sebarang rantai V di S yang mempunyai batas atas 

awal  WY di rantai V, artinya 6 U WY untuk sebarang 6 � V. Dari 

pengandaian dapat dikatakan bahwa WY bukanlah elemen maksimal 

di S, yaitu terdapat � � S sehingga berlaku WY Z �. Jelas bahwa 

� 	 V, karena WY ; � dan WY merupakan batas atas himpunan V. 

Selain itu juga akan terdapat �%, �', �+, … � S, sehigga berlaku 
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WY U �%, WY U �', … dan WY ; �%, WY ; �', …, yang berarti pula 

bahwa rantai V tidak memiliki batas atas. Hal ini kontradiksi. Jadi, 

haruslah S mempunyai setidaknya satu elemen maksimal.     3 

 

Definisi 2.2.23  (Ideal Maksimal) Suatu ideal � di ring � disebut 

maksimal jika � adalah ideal sejati dan untuk sebarang ideal � di ring 

� dengan � � �, maka � � � atau � � � (Hungerford, 2003). 

 

Contoh 2.2.24 

1. Ideal D� dengan D adalah bilangan prima merupakan ideal 

maksimal di ring � karena untuk sebarang ideal �� dengan 

� � �� maka �� � D� atau �� � �. 

2. Misalkan � merupakan field, maka �0� di � merupakan ideal 

maksimal, karena ideal-ideal di field � hanya �0� dan �, serta 

ideal sejatinya adalah �0�. 
 

Teorema 2.2.25 Jika � merupakan ring komutatif dengan elemen 

identitas, maka setiap ideal sejati � di � termuat dalam suatu ideal 

maksimal (Hungerford, 2003). 

Bukti: Pembuktian ini dapat menggunakan Lemma Zorn. Misalkan 

� adalah ideal sejati di � dan [ adalah himpunan dari semua ideal 

sejati yang memuat � di �. [ adalah himpunan tak kosong karena 

� � [, dan juga [ terurut parsial dengan relasi " � " karena untuk 

sebarang ideal sejati S, V, \ � [ memenuhi aksioma: 

1. S � S, � S � : 

2. Jika S � V dan V � S, maka S � V 

3. Jika S � V dan V � \, maka S � \ 

Untuk menerapkan Lemma Zorn, akan ditunjukkan bahwa 

setiap rantai ] � �]"|^ � ��F merupakan ideal di [ yang mempunyai 

batas atas di  [.  

Misalkan _ � ` ]""�a , yaitu gabungan dari semua ideal ]" 
di rantai ]. Akan dibuktikan _ adalah ideal. Jelas _ ; , karena 

] ; . Jika �, 6 � _ maka � � ]" dan 6 � ]b untuk suatu ^, c � �. 
Karena _ adalah rantai maka berlaku ]" � ]b atau ]b � ]", 
karenanya �, 6 � ]". Karena ]" adalah ideal, maka berlaku 

� � 6 � ]" dan �� � �� � ]". Sedangkan ]" 
 ], sehingga juga 

berlaku � � 6 �  ] dan �� � �� � ]. Hal ini berarti ] adalah ideal. 
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Karena � 
 ]"  �^, maka � 
 ` ]""�a � _. Karena setiap ]" 
ada di dalam [, maka ]" ; �   �^ � �. Akibatnya berlaku 1 	 ]" �^, 
sehingga 1 	 ` ]""�a � _. Oleh karena itu, _ ; � dan _ � [. Jelas 

_ adalah batas atas dari rantai ]. Jadi, berdasarkan Lemma Zorn, [ 

mempunyai elemen maksimal. Jelas, elemen maksimal ini 

merupakan ideal maksimal di � yang memuat �.      3 

 

 

Definisi 2.2.26 (Ideal Prima) Misalkan � adalah ring komutatif dan 

� adalah ideal di �. � disebut ideal prima jika dan hanya jika � ideal 

sejati dan ��, 6 � � dengan �6 � � berlaku � � � atau 6 � � 
(Hungerford, 2003). 

 

Contoh 2.2.27 

1. Himpunan D� dengan D adalah bilangan prima merupakan ideal 

prima di ring �. 

2. Misalkan ring � merupakan daerah integral, maka �0� 
merupakan ideal prima, karena untuk setiap <, > � � jika 

<> � �0� maka < � �0� atau > � �0�. 
 

Teorema 2.2.28 Ideal � di ring � disebut ideal prima jika dan hanya 

jika 

SV 
 � � S 
 � atau V 
 � 
untuk setiap ideal-ideal S dan V di ring � (Hungerford, 2003). 

Bukti: � Misalkan � adalah ideal prima di �. Ambil sebarang ideal 

S dan V di � sedemikian sehingga SV 
 �. Untuk sebarang � � S 

dan 6 � V diperoleh �6 � �. Karena � adalah ideal prima, maka 

� � � atau 6 � �. Hal ini berarti S 
 � atau V 
 �.  
 R Misalkan SV 
 � � S 
 � atau V 
 � untuk setiap ideal-

ideal S dan V di ring �. Ambil sebarang �, 6 � � dengan �6 � �. 
Akibatnya, ����6� 
 � dengan ��� � ���|� � ��F dan 
�6� � ��6|� � ��F adalah ideal-ideal di �. Sehingga, ��� 
 � atau 

�6� 
 �, yaitu � � � atau 6 � �. Oleh karena itu, jika �6 � � maka 

� � � atau 6 � �, artinya � adalah ideal prima. 

3 
 



 12

 Teorema selanjutnya merupakan salah satu sifat ideal � yang 

berkaitan dengan ring faktor � �⁄ � ��e � � ? �|� � �F�. Namun, 

sebelumnya akan dibahas operasi-operasi yang ada pada ring faktor 

� �⁄ . 

 Untuk sebarang �Q, 6Q � � �⁄  didefinisikan operasi 

penjumlahan dan perkalian sebagai berikut: 

�Q ? 6Q  � .� ? �0 ? .6 ? �0 
� .� ? 60 ? � 
� � ? 6QQQQQQQ � � �⁄  

�Q6Q     � .� ? �0.6 ? �0 
          � .�60 ? � 
          � �6QQQ � � �⁄  

Dari operasi-operasi tersebut, dapat dibuktikan bahwa � �⁄  

adalah ring komutatif. 

1. Akan dibuktikan bahwa .� �⁄ , ?0 adalah grup komutatif. Untuk 

setiap �Q, 6Q, 7e � � �⁄  memenuhi:  

i) Tertutup 

�Q ? 6Q  � .� ? �0 ? .6 ? �0 
� .� ? 60 ? � 
� � ? 6QQQQQQQ � � �⁄  

ii) Assosiatif 

f�Q ? 6Qg ? 7e  � f.� ? �0 ? .6 ? �0g ? .7 ? �0 
� � ? � ? f.6 ? �0 ? .7 ? �0g 

� �Q ? .6Q ? 7e0 
iii) Mempunyai elemen identitas 

�Q ? 0Q � .� ? �0 ? .0 ? �0 
� .� ? 00 ? � 
� � ? � 
� �Q 

iv) Mempunyai invers 

�Q ? .��Q0 � .� ? �0 ? ..��0 ? �0 
� .� ? .��00 ? � 
� .� � �0 ? � 
� 0 ? � 
� 0Q 

v) Komutatif 

�Q ? 6Q � .� ? �0 ? .6 ? �0 
� .� ? � ? 6 ? �0 
� .� ? 6 ? � ? �0 
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� .6 ? � ? � ? �0 
� .6 ? � ? � ? �0 
� .6 ? �0 ? .� ? �0 
� 6Q ? �Q 

2. Akan dibuktikan .� �⁄ , . 0 tertutup dan assosiatif. Untuk setiap 

�Q, 6Q, 7e � � �⁄  memenuhi: 

i) Tertutup 

�Q6Q    � .� ? �0.6 ? �0 
� �6 ? � 
� �6QQQ 

ii) Assosiatif 

�Qf6Q7eg  � .� ? �0f.6 ? �0.7 ? �0g 

� .� ? � ? 6 ? � ? 7 ? �0 
� f.� ? �0.6 ? �0g.7 ? �0 
� f�Q6Qg7e 

3. Berlaku hukum distributif, yaitu untuk setiap �Q, 6Q, 7e � � �⁄  

memenuhi: 

i) �Qf6Q ? 7eg � .� ? �0f.6 ? �0 ? .7 ? �0g 

� f.� ? �0.6 ? �0g ? f.� ? �0.7 ? �0g 

� .�6 ? �0 ? .�7 ? �0 
� �6QQQ ? �7QQQ � � �⁄  

ii) f�Q ? 6Qg7e � f.� ? �0 ? .6 ? �0g.7 ? �0 
� f.� ? �0.7 ? �0g ? f.6 ? �0.7 ? �0g 

� .�7 ? �0 ? .67 ? �0 
� �7QQQ ? 67QQQ � � �⁄  

4. Berlaku sifat komutatif, yaitu untuk setiap �Q, 6Q � � �⁄  memenuhi: 

�Q6Q � .� ? �0.6 ? �0 
� .�60 ? � 
� .6�0 ? � 
� .6 ? �0.� ? �0 
� 6Q�Q 

Dari 1, 2, 3, dan 4 terbukti bahwa � �⁄  adalah suatu ring 

komutatif.          3 

 

Teorema 2.2.29 Misalkan � adalah ring komutatif dengan identitas 

dan � adalah ideal sejati di �. � �⁄  adalah daerah integral jika dan 

hanya jika � ideal prima (Fraleigh, 2003). 
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Bukti: � Misalkan � �⁄  adalah daerah integral. Ambil sebarang 

�, 6 � � dengan �6 � �. Karena �6 � � maka: 

�6 ? � � � 
�6 ? � � 0 ? � 

 �6QQQ � 0Q 

Karena �6QQQ � 0Q  maka �Q � 0Q atau 6Q � 0Q . Sehingga: 

�Q � 0Q � � ? � � 0 ? � � � ? � � �,yang artinya � � �. 
6Q � 0Q � 6 ? � � 0 ? � � 6 ? � � �, yang artinya 6 � �. 
Sehingga, jika �6 � � maka � � � atau 6 � �, yaitu � adalah ideal 

prima.  

R Misalkan � adalah ideal prima di �. Ambil sebarang 

�Q, 6Q � � �⁄  dengan �6QQQ � 0Q.  Karena �6QQQ � 0Q, maka: 

�6QQQ � 0Q � �6 ? � � 0 ? � � �6 ? � � � 
yang artinya �6 � �. Karena I ideal prima, maka � � � atau 6 � �. 
Sehingga: 

� ? � � � � � ? � � 0 ? � � �Q � 0Q  

6 ? � � � � 6 ? � � 0 ? � � 6Q � 0Q 

Sehingga, jika �6QQQ � 0Q maka �Q � 0Q atau 6Q � 0Q, yaitu � �⁄  tidak 

memuat pembagi nol (� �⁄  daerah integral).    

3 

 

Teorema 2.2.30 Jika � adalah ring komutatif dengan identitas, maka  

ideal � di � merupakan ideal maksimal jika dan hanya jika � �⁄  

adalah field (Fraleigh, 2003). 

Bukti: � Misalkan � adalah ideal maksimal di �. Jelas � �⁄  adalah 

ring komutatif. Ambil sebarang elemen tak nol �Q � � ? � � � �⁄ , 

yaitu � 	 �. Misalkan terdapat ideal �� ? � di � di mana 

� � �� ? � dan � � �� ? � . Karena � 	 � dan � � �� ? � maka 

� ; �� ? �. � adalah ideal maksimal, akibatnya jika � � �� ? �  
maka �� ? � � � atau �� ? � � �. Dari hipotesis, yang memenuhi 

adalah �� ? � � �. Akibatnya, elemen identitas 1 � � � �� ? �. 
Jika 1 � �� ? 6, untuk suatu � � � dan 6 � �, maka: 

��QQQ � .� ? �0.� ? �0 
� �� ? � 
� .1 � 60 ? � 
� 1 ? � 
� 1Q  
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yang artinya �Q � � �⁄  mempunyai invers terhadap perkalian, yaitu 

�e � � �⁄ . Dari uraian ini dapat dikatakan bahwa ring � �⁄  adalah 

field.  

 R Misalkan � �⁄  adalah field, artinya ideal-idealnya hanya 

{0} dan � �⁄  sendiri (Teorema 2.2.17). Karena � �⁄  adalah field, ideal 

� merupakan ideal sejati .� ; �0, karena jika ideal � bukan ideal 

sejati, yaitu � � �, maka � �⁄  hanya mempunyai satu elemen saja, 

kontradiksi bahwa ring � �⁄  mempunyai dua elemen. Ideal � juga 

merupakan ideal maksimal karena terdapat ideal �0� sehingga 

berlaku �0� ; � dan �0� ; � �⁄  tetapi �0� 
 �. 
3 

 

Akibat 2.2.31 Setiap ideal maksimal di ring komutatif dengan 

identitas � merupakan ideal prima (Fraleigh, 2003). 

Bukti: Misalkan � adalah ideal maksimal di �. Berdasarkan 

Teorema 2.2.30  � �⁄  adalah field. Karena setiap field adalah daerah 

integral, maka � �⁄  juga merupakan daerah integral. Menurut 

Teorema 2.2.29 maka � adalah ideal prima.       3 

 

 Akan tetapi, Akibat 3.2.31 tidak berlaku sebaliknya. Hal ini 

dapat dilihat pada ring �. Ideal �0� merupakan ideal prima di �, 

tetapi �0� bukan ideal maksimal. 

 

Definisi 2.2.32 (Ideal Radikal) Misalkan � adalah ring komutatif 

dan � adalah ideal di �. Himpunan 

��h.�0 � �� � �|�� � �F untuk suatu � � ��� 
disebut suatu radikal dari �. Ideal � disebut ideal radikal  jika dan 

hanya jika � � ��h.�0 (Rotman, 2003). 

 

Contoh 2.2.33 Pada ring �, 5� adalah ideal radikal, karena        

5� � ��h.5�0 � �� � �|�� � 5�, � � ��� � �0,j5,j10,… �. 
 

Teorema 2.2.34 Setiap ideal prima di ring � merupakan ideal radikal 

(Dummit dan Foote, 2004). 

Bukti: Ambil sebarang ideal � di � yang merupakan ideal prima. 

Akan dibuktikan � � ��h.�0. 
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i) � � ��h.�0, karena untuk setiap � � � berlaku �� � � untuk 

suatu � � ��, artinya � � ��h.�0. 
ii) Untuk setiap � � ��h.�0 terdapat � � �� sehingga berlaku 

�� � �. �. � …� � �. Karena ideal � merupakan ideal prima, 

 

 

 

maka jika �. ��9% � � berlaku � � � atau ��9% � �. Oleh karena 

itu dapat dibentuk �� � �. � …�'. � � �. Sehingga pada suatu 

saat dapat diperoleh �' � �, dan berlaku � � � atau � � � (� 
adalah ideal prima). Akibatnya, jika � � ��h.�0 maka � � �, 
artinya ��h.�0 � �. 

3 
 

2.3 Teori Modul 

Penggunaan modul dipelopori pertama kali oleh seorang ahli 

matematika, Emmy Noether, yang menunjukkan kekuatan dari 

struktur ini. Dapat dilihat bahwa ruang vektor merupakan tipe khusus 

dari suatu modul yang muncul pada saat ring merupakan field. Jika � 

adalah ring, definisi dari � �modul � analog dengan definisi dari 

aksi grup di mana � berperan sebagi grup, dan � berperan sebagai 

himpunan (Dummit dan Foote, 2004).  

 

Definisi 2.3.1 (Modul) Misalkan .�,?0 adalah grup komutatif dan 

� adalah ring komutatif dengan elemen identitas.  Didefinisikan 

suatu pemetaan * dari � A� ke � sebagai berikut: 

          5k � A � l � 

  .�,#0 m5 .�,#0 � � 5 # � �# � � 

� adalah � �modul (modul atas ring �), dinotasikan � �modul �, 

jika untuk setiap �, �%, �' � � dan #,#%,#' � � memenuhi 

aksioma-aksioma: 

1. 5 f�, .#% ?#'0g � 5 .�,#%0 ?5 .�,#'0 
2. 5 .�%�',#0 � 5 f�%, 5 .�',#0g 

3. 5 .�% ? �',#0 � 5 .�%,#0 ?5 .�',#0 
4. 5 .1,#0 � #, di mana 1 adalah elemen identitas dari �  

( Rotman, 2003). 

 

� kali 
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Contoh 2.3.2 

1. Misalkan � adalah grup komutatif terhadap operasi 

penjumlahan. Maka � merupakan modul atas ring �. 

Bukti: Didefinisikan pemetaan sebagai berikut: 

5k  � A � n � 
.�,#0 m5 .�,#0 � � 5 # � �.# 

� # ?# ?o?# 
 

          � 

i) Ambil � � � dan #%,#' � �.  

Akan dibuktikan 5 .�,#% ?#'0 �5 .�,#%0 ?5 .�,#'0. 5 .�,#% ?#'0 � � 5 .#% ?#'0 � #% ?#' ?#% ?#' ?o?#% ?#' 
 

          � 

� #% ?#% ?o?#% ?#' ?#' ?o?#' 
 

       �         � 

� � 5 #% ? � 5 #' 

�5 .�,#%0 ?5 .�,#'0 
 

ii) Ambil �%, �' � � dan # � �. 

Akan dibuktikan 5 .�%�',#0 �5 .�%,5 .�', #00. 
5 .�%�',#0 � �%�' 5 # 

� # ?o?# 
 

     �%�' 

� # ?o?#+#?o?#?o?# ?o?# 

 

           �'               �'                     �' 
 

          �% 

�5 .�',#0 ?5 .�',#0 ? o?5 .�',#0 
 

   �% 

� �% 5 .�',#0 
�5 .�%,5 .�', #0 
 

iii) Ambil �%, �' � � dan # � �. 
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Akan dibuktikan 5 .�% ? �',#0 �5 .�%,#0 ?5 .�',#0. 
5 .�% ? �',#0 � # ?# ?o?# 
 

            �% ? �' 

� # ?# ?o?# ?# ?#?o?# 
 

    �%          �' 

� .�% 5 #0 ? .�' 5 #0 
�5 .�%,#0 ?5 .�',#0 
 

iv) Untuk elemen identitas 1 � � dan # � �, maka: 

5 .1,#0 � 1 5 # � #. 

 3 
 

Definisi 2.3.3 (Submodul) Misalkan � adalah � �modul dan 

� � �. � disebut submodul dari � jika: 

1. � merupakan subgrup dari � 

2. � � � � dan � � � � maka �� � � 

(Dummit dan Foote, 2004). 

 

Lemma 2.3.4 Misalkan � adalah � �modul dan � � �. � disebut 

submodul dari � jika dan hanya jika: 

1. 0 � � 

2. < � > � �,     �<, > � � 

3. �< � �,           �< � �, � � � 

Bukti: � Misalkan � adalah submodul dari �. Berdasarkan 

Definisi 2.3.3-1 maka � memenuhi aksioma-aksioma grup terhadap 

penjumlahan, yaitu tertutup, assosiatif, mempunyai elemen identitas, 

dan mempunyai invers. Jadi, 1 dan 2 terpenuhi. Selanjutnya, 

berdasarkan Definisi 2.3.3-2 maka 3 terpenuhi. 

R Misalkan 1, 2, dan 3 berlaku. Akan dibuktikan � adalah 

submodul dari �. 

i) Dari 2 berarti sifat tertutup dipenuhi. 

ii) Karena elemen di � juga merupakan elemen di �, maka sifat 

assosiatif terpenuhi. 

iii) Dari 1 berarti � mempunyai elemen identitas. 

iv) Dari 2 berarti setiap elemen di � mempunyai invers. 
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Dari i), ii), iii), dan iv) maka � adalah suatu grup terhadap 

penjumlahan. Selanjutnya, dengan 3 berarti � merupakan submodul 

dari � �modul �.           

3 
 

Contoh 2.3.5 

1. Himpunan �� � ��E|�FE � �� dengan � � �� merupakan 

submodul di � �modul �, karena untuk sebarang � � �E%, 

6 � �E' � �� dan � � � berlaku: 

i) Untuk � � 0 maka � � �E% � 0E% � 0 � �� 

ii) � � 6 � �E% � �E' � �.E% � E'0 � �Ep � �� 

iii) �� � �.�E%0 � �.�E%0 � �Ep � �� 

2. Himpunan �< � ��<|� � �� dengan < � � merupakan 

submodul di � �modul �, karena untuk setiap �%, �' � � 

berlaku: 

(i) Untuk �% � 0, maka �%< � 0< � 0 � �< 

(ii) �%< � �'< � .�% � �'0< � �< 

(iii) �%.�'<0 � .�%�'0< � �< 

 

 

Definisi 2.3.6 (Submodul Siklik) Misalkan � adalah � �modul dan 

� adalah submodul di �. � disebut submodul siklik jika � dibangun 

oleh satu elemen di �. Oleh karena itu, jika � dibangun oleh elemen 

� � �, maka  

� � �� � ��� � ���|� � �� 
(Dummit dan Foote, 2004). 

Lemma 2.3.7 Jika � submodul di � �modul �, maka � adalah ideal 

di � (Ribenboim, 1969). 

Bukti: Misalkan � adalah submodul di � �modul �. Akan 

dibuktikan � memenuhi sifat ideal di ring �. 

i) 0 � �, sehingga � ;  

ii) � �, 6 � � maka � � 6 � � 

iii) � � � � dan � � � � maka ��, �� � �. 

 3 

 

Definisi 2.3.8 (Elemen Torsi) Misalkan � adalah � �modul. Jika � 

adalah daerah integral, maka < � � merupakan elemen torsi jika 
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�< � 0 untuk suatu elemen tak nol � � �. Himpunan yang berisi 

elemen-elemen torsi dalam modul � dinotasikan dengan q.�0, yaitu 

q.�0 � �< � �|�< � 0, untuk suatu � � �, � ; 0� (Ash, 2000). 

 

Contoh 2.3.9 

1. Pada � �modul �P, q.�P0 � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q, 5Q�. 
2. Pada � �modul �, q.�0 � �0�. 

 

 Dari Definisi 2.3.8, dapat dibuktikan bahwa q.�0 adalah 

submodul di �. 

i) Jelas 0 � q.�0. 
ii) Ambil sebarang <, > � q.�0, yaitu �p< � 0 dan �pp> � 0 untuk 

setiap �r, �pp � �. Jika �r�rr � � � �, maka: 

�.< � >0 � �r�rr.< � >0 
� �r�rr< � �r�rr> 

� �rr.�r<0 � �r.�rr>0 
� �rr0 � �r0 

� 0 

Artinya, < � > � q.�0. 
 

iii) Ambil sebarang �p � � dan < � q.�0, yaitu �p< � 0 untuk setiap 

�p � �. Jika �r�rr � � � �, maka: 

�< � .�r�rr0< 

� �rr.�p<0 
� �rr0 

� 0 

Artinya, �< � q.�0. 
3 

Oleh karena itu, q.�0 � �< � �|�< � 0, � � �, � ; 0� 
disebut submodul torsi. 

 

Definisi 2.3.10 (Modul Torsi dan Modul Bebas Torsi) Jika � 

adalah daerah integral dan � adalah � �modul, maka � adalah 

modul torsi jika q.�0 � � dan � merupakan modul bebas torsi jika 

q.�0 � �0� (Ash, 2000). 
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Contoh 2.3.11 �P merupakan � �modul torsi dan � merupakan 

� �modul bebas torsi (lihat Contoh 2.3.9). 

 

Definisi 2.3.12 (Annihilator) Misalkan � adalah � �modul. 

Didefinisikan annihilator dari �, sebagai berikut: 

S��.�0 � �� � �|�# � 0F , � # � �� 
(Ribenboim, 1969). 

 

Contoh 2.3.13 

1. Dalam � �modul �P, S��.�P0 � �0,j6,j12,… �. 
2. Dalam � �modul �, S��.�0 � �0�. 

 

Lemma 2.3.14 Jika � adalah ring komutatif  dan � adalah 

� �modul, maka S��.�0 merupakan ideal di � (Rotman, 2003). 

Bukti: Akan dibuktikan bahwa S��.�0 memenuhi sifat ideal. 

i) Jelas S��.�0 ; , karena untuk 0 � � berlaku 0# � 0, 

� # � �. Dengan kata lain 0 � S��.�0. 
ii) Ambil sebarang <, > � S��.�0. Akan dibuktikan 

< � > � S��.�0. Karena <, > � S��.�0, maka berlaku 

<# � 0 dan ># � 0 untuk setiap # � �. Sehingga 

<# � ># � 0 

.< � >0# � 0 

yaitu < � > � S��.�0 
iii) Ambil sebarang � � � dan < � S��.�0. Akan dibuktikan 

�<, <� � S��.�0. Karena < � S��.�0, maka  <# � 0, 

�# � �. Sehingga, 

�.<#0 � �0 
.�<0# � 0       {� assosiatif} 

.<�0# � 0       {� komutatif} 

Dengan kata lain, �<, <� � S��.�0. 
3 

 

 

 

 

 



 22

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 23

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini dibahas tentang submodul prima, modul 

perkalian, serta sifat-sifat yang ada pada modul perkalian dikaitkan 

dengan submodul prima. 

 

3.1 Submodul Prima 

Definisi 3.1.1 (Submodul Prima) Misalkan � adalah � �modul dan 

� adalah submodul di �. Didefinisikan himpunan 

.�:�0 � �� � �|�� � �F�. � disebut submodul prima jika � ; � 

dan untuk setiap � � �, # � � di mana �# � � berlaku # � � atau 

� � .�:�0 (Tekir, 2007). 

 

Contoh 3.1.2  

1. Submodul �0� di � �modul � merupakan submodul prima, 

karena untuk sebarang # � �\�0� dan � � � berlaku jika 

�# � �0�, yang artinya �# � 0, maka � � .�0�:�0. 
2. Submodul D� di � �modul � dengan D bilangan prima 

merupakan submodul prima, karena untuk sebarang # � �\D� 

dan � � � dengan �# � D� berlaku � � .D�: �0. 
 

Teorema 3.1.3 Jika � adalah submodul prima di � �modul �, maka 

.�:�0 adalah ideal prima di � (Gaur, dkk., 2007). 

Bukti: Misalkan � adalah submodul prima. Sebelumnya akan 

dibuktikan bahwa .�:�0 adalah ideal di �. Ambil sebarang 

�, 6 � .�:�0, yaitu �� � � dan 6� � �. Sehingga, 

�� � 6� � .� � 60� � �, artinya .� � 60 � .�:�0. Sedangkan 

untuk sebarang � � �, maka �.��0 � .��0� � �, yaitu 

�� � .�:�0. Terbukti bahwa .�:�0 adalah ideal di �. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa .�:�0 adalah ideal 

prima. Ambil sebarang �, 6 � � di mana �6 � .�:�0, yaitu 

.�60� � �. Karena � adalah submodul prima, maka untuk setiap 

# � � di mana .�60# � �.6#0 � � berlaku 6# � � atau 

� � .�:�0. Untuk 6# � �, karena � adalah submodul prima, maka 
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berlaku # � � atau 6 � .�:�0. Dengan kata lain, jika �, 6 � � di 

mana �6 � .�:�0 berlaku � � .�:�0 atau 6 � .�:�0, yaitu 

.�:�0 adalah ideal prima.        3 

 

3.2 Modul Perkalian 

  Dalam subbab ini akan dibahas tentang modul perkalian 

serta sifat-sifatnya. Selanjutnya, dibahas mengenai submodul prima 

yang ada dalam modul perkalian. 

  

Definisi 3.2.1 (Modul Perkalian) Suatu � �modul � disebut modul 

perkalian jika untuk setiap submodul � di � terdapat suatu ideal � di 

� sehingga berlaku � � �� (Tekir, 2007). 

 Selanjutnya, ideal � tersebut disebut ideal presentasi dari 

submodul �. Dari definisi, dapat dikatakan bahwa setiap submodul 

di � mempunyai ideal presentasi jika dan hanya jika � adalah 

modul perkalian (Tekir, 2007). 

 

Contoh 3.2.2  

1. � adalah � �modul perkalian, karena untuk submodul � � �0� 
terdapat ideal � � �0� sehingga � � �0�� serta untuk setiap 

submodul � ; �0� terdapat ideal � � � sehingga � � ��.  

2. Himpunan � � �t� 6
7 hu |�, 6, 7, h � �� yang merupakan grup 

komutatif terhadap penjumlahan bukan merupakan ��modul 

perkalian, karena untuk submodul S � �t� 6
0 0u | �, 6 � �� tidak 

mempunyai ideal presentasi .S ; ��0. 
 

Definisi 3.2.3 (Hasil Kali Submodul) Misalkan � adalah � �modul 

perkalian. Misalkan � dan v adalah submodul-submodul di � 

dengan � � �� dan v � G� untuk suatu ideal � dan G di ring �. 

Hasil kali antara � dan v, dinotasikan �v, didefinisikan dengan 

�v � .�G0� (Ameri, 2002). 

  

 Perlu diperhatikan bahwa definisi perkalian pada modul 

perkalian di atas berbeda dengan definisi perkalian ideal biasa. 

Misalkan � � � adalah suatu ring dan � � 2� adalah modul. Jika 
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� � v � 4� adalah submodul-submodul di �, maka terdapat ideal � 
dan G sehingga berlaku � � �� � 4� dan v � G� � 4�, yang 

artinya � � 2�  dan G � 2�. Akibatnya,  

�v � .��0.G�0 � .�G0� � .2�0.2�02� � 8�. 

Sedangkan hasil kali menurut definisi perkalian ideal biasa yaitu 

�v � 4�4� � 16� (Tekir,2007). 

 Berikut didefinisikan bentuk-bentuk perkalian dalam 

� �modul � untuk setiap � � �,# � �, dan � ideal di �: 

1. �� � �∑ �#"�"$% |#" � �� 
� ��.∑ #"�"$% 0|#" � ��  
� ��.#% ?#' ?o?#�0|#" � �� 
� ��#′|#′ � �� 
 

2. �# � �∑ �"#�"$% |�" � �� 
� �.∑ �"�"$% 0#|�" � ��  
� �.�% ? �' ?o? ��0#|�" � �� 
� ��′#|�′ � �� 
 

3. �� � �∑ �"#"�"$% |�" � �,#" � �� 
� x.∑ �"0.∑ #�"$% "0�"$% y�" � �,#" � �z  
� �.�% ? �' ?o? ��0.#% ?#' ?o?#�0|�" � �,#" � �� 
� ��′#′|�′ � �,#′ � � 

 

Teorema 3.2.4 Misalkan � � �� dan v � G� adalah submodul-

submodul dalam � �modul perkalian �. Hasil kali � dan v 

independen terhadap ideal presentasi � dari � dan ideal presentasi G 
dari v (Ameri, 2002). 

Bukti: Misalkan � � �%� � �'� � �′ dan v � G%� � G'� � v′ 
untuk setiap ideal �" dan G" di ring � dengan ^, c � 1,2. Ambil 

sebarang �{# � �v � �%G%�, untuk suatu � � �%, { � G%, dan # � �. 

Karena G%� � G'� , maka: 

{# � |�"#" ,     �" � G',
�

"$%
 #" � � 

Sehingga, 

�{# � �|�"#"
�

"$%
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� |�.�"#"0
�

"$%
 

� |�".�#"0
�

"$%
 

Karena �#" � �%� � �'�, maka: 

�#" � |}"b#′"b ,         }"b � �',
*

b$%
#′"b � � 

Akibatnya, 

�{# � ||�"}"b#′"b
*

b$%

�

"$%
 � �'G'� 

Oleh karena itu, untuk �{# � �v � �%G%� akan diperoleh 

�{# � �'G'�, yang artinya �%G%� � �'G'�. Analog untuk 

�'G'� � �%G%�. Dengan kata lain, �v � �%G%� � �'G'� � �′v′, 
artinya �v independen terhadap � dan G.       3 

 

Teorema 3.2.5 Misalkan � adalah � �modul perkalian. Jika � 

adalah submodul di � maka � � .�:�0� (Gaur, dkk., 2007). 

Bukti: Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � adalah 

submodul di �. Menurut pembuktian pada Teorema 3.1.3 jelas 

.�:�0 adalah ideal.  Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 

� � .�:�0�. 

i) Untuk sebarang < � .�:�0�, < dapat dinyatakan dalam < � �6 

untuk suatu � � .�:�0 dan 6 � �. Karena � � .�:�0 maka 

�� � � yang artinya �#′ � � untuk setiap #′ � �. Akibatnya, 

untuk suatu 6 � � berlaku �6 � �, artinya < � �. Oleh karena 

itu, .�:�0� � �. 

ii) Untuk sebarang < � �, < dapat dinyatakan dalam < � �6 untuk 

suatu � � � dan 6 � �. Karena � � � maka � � .�:�0, karena 

untuk setiap # � � berlaku �# � �� � �, artinya �� � �. 

Akibatnya, < � �6 � .�:�0�, artinya � � .�:�0�. 

Dari i) dan ii) diperoleh � � .�:�0�, artinya .�:�0 
adalah ideal presentasi dari �.         3 
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Akibat 3.2.6 Misalkan � adalah submodul di � �modul perkalian 

�. Jika � adalah submodul prima, maka .�:�0� juga merupakan 

submodul prima di �. 

Bukti: Misalkan � adalah submodul prima. Berdasarkan Teorema 

3.2.5, maka � � .�:�0�, yaitu .�:�0� adalah submodul prima.

           3 
 

Definisi 3.2.7 (Modul Setia (Faithful Module)) Misalkan � adalah 

� �modul. � disebut modul setia jika S��.�0 � �0� 
(Ribenboim,1969). 

 

Contoh 3.2.8  

1. � adalah � �modul setia, karena  

S��.�0 � �� � �|�# � 0F , � # � �� � �0�. 
2. �~ dengan D adalah bilangan prima merupakan � �modul setia, 

karena S��f�~g � x� � �y�# � 0, � # � �~z � �0�. 
 

Definisi 3.2.9 (Modul Sederhana (Simple Module)) Misalkan 

� adalah � �modul. � disebut modul sederhana jika � ; �0� dan 

submodulnya hanya �0� dan � (Ribenboim,1969). 

 

Contoh 3.2.10  

1. �+ adalah � �modul sederhana. 

Bukti: 

i) Jelas �0Q� submodul di �+. 

ii) �1Q� � ��1Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q� � �+ 

�2Q� � ��2Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q� � �+ 

�1Q, 2Q� � ��1Q ? {2Q |�, { � �� � �0Q, 1Q, 2Q� � �+ 

Dari hasil di atas maka dapat dikatakan bahwa submodul 

yang dibangun oleh elemen-elemen di �+ adalah �+ sendiri. 

Dari i) dan ii), maka submodul dari � �modul �+ adalah �0Q� dan 

�+.              3 

2. �� adalah � �modul sederhana. 

Bukti: 

i) Jelas �0Q� submodul di ��. 

ii) �1Q� � ��1Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q� � �� 
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�2Q� � ��2Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q� � �� 

�3Q� � ��3Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q� � �� 

�4Q� � ��4Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q� � �� 

�1Q, 2Q� � ��1Q ? {2Q |�, { � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q, 4Q� � �� 

Dari hasil di atas maka dapat dikatakan bahwa submodul 

yang dibangun oleh elemen-elemen di �� adalah �� sendiri. 

Dari i) dan ii), maka submodul dari � �modul �� adalah �0Q� dan 

��.              3 

3. �� bukan � �modul sederhana. 

Bukti: 

i) Jelas �0Q� submodul di ��. 

ii) �1Q� � ��1Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q� � �� 

�2Q� � ��2Q|� � �� � �0Q, 2Q� 
�3Q� � ��3Q|� � �� � �0Q, 1Q, 2Q, 3Q� � �� 

  Dari i) dan ii) maka dapat dikatakan bahwa submodul di 

�� tidak hanya �0� dan �� sendiri.       3 

          

 Dari Contoh 3.2.10 di atas, maka secara umum dapat 

dikatakan bahwa �~, dengan D adalah bilangan prima merupakan 

� �modul sederhana. 

 

Definisi 3.2.11 (Ring Primitif) Misalkan � adalah � �modul. Jika 

� adalah � �modul setia sederhana, maka � disebut ring primitif 

(Dauns, 1994). 

 

Contoh 3.2.12 �~ dengan D adalah bilangan prima merupakan 

� �modul setia sederhana (Contoh 3.2.8-2 dan Contoh 3.2.10), 

sehingga � merupakan ring primitif. 

 

Lemma 3.2.13 Misalkan � adalah � �modul. Jika � merupakan 

ring primitif komutatif, maka � merupakan field (Jacobson, 1989). 

Bukti: Misalkan � adalah ring primitif dan � adalah ideal maksimal 

di �. Maka S��.�0 � �0�. Jelas �0� adalah ideal sejati (�0� ; �). 

Sehingga, berdasarkan Teorema 2.2.25 berlaku �0� � �. Karena � 

adalah ring komutatif dan � adalah ideal, maka � � �0�, yaitu �0� 
adalah ideal maksimal. Karena �0� adalah ideal maksimal yang 

termuat di dalam � maka berlaku � � �0� atau � � �, artinya ideal di 
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� hanya �0� dan �. Berdasarkan Teorema 2.2.17, maka � adalah 

field.            3 

 

Lemma 3.2.14 Misalkan � adalah � �modul setia. Jika � adalah 

� �modul sederhana maka � adalah field. 

Bukti: Misalkan � adalah � �modul setia sederhana. Menurut 

Definisi 3.2.11, maka � merupakan ring primitif. Berdasarkan 

Lemma 3.2.13 maka � adalah field.        3 

  

Teorema 3.2.15 Misalkan � adalah � �modul tak nol dan 

� adalah � �modul setia. Setiap submodul sejati di � merupakan 

submodul prima jika dan hanya jika � adalah field (Tekir, 2007). 

Bukti: � Andaikan � bukan field. Perhatikan bahwa submodul �0� 
di � merupakan submodul prima, karena untuk sebarang � � �,
# � �, dan �# � 0 berlaku: 

i) Jika � � 0 maka �� � 0 

ii) Jika � ; 0 maka # � 0 

Selanjutnya, karena �0� adalah submodul prima di 

� �modul � dan � adalah � �modul setia, maka untuk sebarang 

�%, �' � � dan # � � di mana # ; 0 dengan �%�' � 0 berlaku: 

.�%�'0# � 0 � �%.�'#0 � 0 

� �'# � 0 atau �%� � 0 

Akibatnya, jika �'# � 0 dengan # ; 0 maka �' � 0 dan jika 

�%� � 0 dengan elemen tak nol # � � maka �% � 0. Dari 

penjelasan tersebut diperoleh untuk setiap �%, �' � � dan # � �\�0� 
jika .�%�'0# � 0 dengan �%�' � 0,  maka �% � 0 atau �' � 0, yaitu � 

merupakan daerah integral. Selanjutnya, untuk sebarang elemen tak 

nol � � �, dan # � � dengan �# � 0 berlaku # � 0, yaitu 

q.�0 � �0�, artinya � adalah modul bebas torsi. Dari Lemma 

3.2.14 di dapat kontraposisinya, yaitu jika � bukan field maka � 

bukan � �modul sederhana, artinya submodulnya tidak hanya �0� 
dan �. Misalkan �# adalah submodul sejati tak nol di � �modul �. 

Misalkan terdapat elemen tak nol � � � yang tidak mempunyai 

invers. Akibatnya, ��# ; 0 adalah submodul sejati dan submodul 

prima. Karena ��# adalah submodul prima maka untuk 

�# � ��#  berlaku �� � ��# atau # � ��#. 
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i) �� � ��# � ��# � ��. Sehingga, �� � ��# dan 

��# � ��, artinya �� � ���. Akibatnya, untuk sebarang 

� � �,#p � � berlaku: 

�#r � ��# � 0 � ��# � �#r 
 � 0 � �.�# �#r0 

yaitu, � � 0 atau �# � #r, akibatnya �# � �, artinya 

� adalah � �modul sederhana. Hal ini kontradksi. 

ii) Dari # � ��# akan diperoleh, untuk sebarang � � � berlaku: 

# � ��# � 0 � ��# �# 

� 0 � .�� � 10# 

yaitu, �� � 1 atau # � 0. Terjadi kontradiksi, karena � tidak 

mempunyai invers dan # ; 0. 

Oleh karena itu, haruslah � field.  

 R Misalkan ring � adalah field. Misalkan � sebarang 

submodul di � �modul � dengan � ; �, akan dibuktikan bahwa � 

adalah submodul prima. Ambil sebarang � � �,# � � dengan 

�# � �. Maka: 

i) Jika � � 0, maka �� � �0� � �    

ii) Jika � ; 0, maka karena ring � merupakan field, � mempunyai 

invers, yaitu �9%, sehingga berlaku ��9% � �9%� � 1. 

Akibatnya, 

�9%.�#0  � .�9%�0# 

� 1# 

� # � � 

Dari i) dan ii) dapat dikatakan bahwa � adalah submodul prima. 

3 

 

Akibat 3.2.16 Misalkan � adalah � �modul perkalian setia. 

� adalah � �modul sederhana jika dan hanya jika setiap submodul 

sejati di � adalah submodul prima (Tekir, 2007). 

Bukti: � Misalkan � adalah � �modul sederhana, artinya 

submodul-submodulnya hanya �0� dan �. Jelas submodul sejatinya 

adalah �0�. Dalam pembuktian Teorema 3.2.15 terbukti bahwa �0� 
adalah submodul prima.  

 R Misalkan setiap submodul sejati di � adalah submodul 

prima. Menurut Teorema 3.2.15 jelas bahwa setiap submodul sejati 

di � adalah submodul prima jika dan hanya jika � adalah field. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa � adalah � �modul sederhana. 

Misalkan � adalah submodul di �. Karena � merupakan field, maka 
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ideal-idealnya adalah �0� dan �. Untuk � � �0� jelas 

� � �0�� � �0�. Selanjutnya, untuk � � �, maka � � �� � � 

(jelas �� � � dan untuk setiap # � � maka # � 1.# � ��, 

artinya � � ��). Dari penjelasan tersebut, dapat dikatakan bahwa 

� mempunyai submodul �0� dan �, artinya � adalah � �modul 

sederhana. 

 3 

 

Contoh 3.2.17 �~ dengan D adalah bilangan prima merupakan 

� �modul perkalian. 

Bukti: 

Submodul di �~ hanya �0� dan �~ (lihat pada Contoh 

3.2.10), artinya �0� adalah submodul sejati. �0� juga merupakan 

submodul prima, karena untuk setiap � � �  dan # � �~ di mana 

�# � �0� maka # � �0� atau ��~ � �0�. Berdasarkan Akibat 3.2.16 

maka �~ merupakan � �modul perkalian. 

 

Lemma 3.2.18 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan 

�%, �', … , �* adalah submodul-submodul di �. Misalkan � adalah 

submodul prima di �, maka pernyataan-pernyataan berikut 

ekuivalen: 

(i) �b � � untuk suatu c dengan 1 U c U � 

(ii) ) �" � �*"$%  

(iii) ∏ �" � �*"$%  

(Tekir, 2007). 

Bukti: (i)�(ii) Jelas bahwa jika �b � � untuk suatu c dengan 

1 U c U �, maka �% � �' � …� �* � ) �" � �*"$% .  

  (ii)�(iii) Misalkan ) �"*"$% � �% � �' � …� �* � �. 

Ambil sebarang < � ∏ �"*"$% , artinya 

< � �%�'…�* � .�%�'…�*0�. 

Sehingga < dapat dinyatakan dengan < � .�%�'…�*0# untuk suatu 

�" � �" dan # � � . Sehingga: 

< � .�%�'…�" …�*0# 

� �".�%�'…�*#0 
� �"#r � �"� 
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,yang artinya < � �" � �"�, sehingga juga berlaku 

< � �% � �' � …� �* � ) �"*"$% . Karena ) �"*"$% � �, maka 

< � ∏ �"*"$% � �.  

  (iii)�(i) Misalkan ∏ �"*"$% � � dan �" � �"� untuk 

sebarang ideal �".1 U ^ U �0 di ring �. Maka, 

�%�'…�* � .�%�'…�*0� � �, yaitu �%�'… �* � .�:�0. 
Karena .�:�0 adalah ideal prima (Teorema 3.1.3) maka 

�b � .�:�0 untuk suatu c dengan 1 U c U �. Oleh karena itu, 

�b � �b� � .�:�0� � �, artinya �b � �. 

3 
 

Teorema 3.2.19 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � 

adalah submodul sejati di �. � adalah submodul prima jika dan 

hanya jika 

�_ � � � � � � atau _ � � 

untuk setiap submodul-submodul � dan _ di � �modul perkalian � 

(Ameri, 2002). 

Bukti: � Misalkan � adalah submodul prima dan �_ � �. 

Andaikan � � � dan _ � � untuk sebarang submodul � dan _ di �. 

Misalkan � dan G berturut-turut adalah ideal presentasi dari � dan _, 

artinya � � �� dan _ � G�, maka �_ � .��0.G�0 � .�G0� � �, 

artinya terdapat �#p � �\� dan {#p � _\� untuk sebarang 

� � �, { � G, dan #p � �. Akibatnya, .�#r0.{#r0 � �{#p � �. 

Karena � adalah submodul prima maka �� � � atau {� � �, yaitu 

�#p � � � � atau {#p � _ � �. Jelas terjadi kontradiksi, jadi 

haruslah � � � atau _ � �.  

R Misalkan � adalah submodul sejati di � �modul perkalian 

� dan berlaku �_ � � � � � � atau _ � �. Andaikan � bukan 

merupakan submodul prima, yaitu �< � � untuk sebarang � � � dan 

< � �\�, tetapi �� � �. Maka �# 	 � untuk sebarang # � �. 

Misalkan � dan G berturut-turut adalah ideal presentasi dari �< dan #, 

maka dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh �< dan #, yaitu: 

�.�<0.�#0 � .�<0.��#0 � .��0.G�0 � �G� � � 

 Akibatnya diperoleh �< � � atau ��# � �, artinya < � � 

atau �# � �. Jelas terjadi kontradiksi, jadi haruslah � adalah 

submodul prima. 

3 
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 Dari Teorema 3.2.19, dapat dicari contoh lain dari modul 

perkalian. Hal tersebut dapat dilihat dalam contoh berikut. 

 

Contoh 3.2.20  Himpunan � � �t� 0
0 �u |� � �� yang merupakan 

grup komutatif terhadap penjumlahan merupakan � �modul 

perkalian. 

Bukti: 

Submodul-submodul di � adalah �0� dan � sendiri. �0� adalah 

submodul prima karena untuk setiap � � � dan # � � di mana 

�# � �0� maka # � �0� atau �� � �0�. Selain itu, untuk submodul 

� � t0 0
0 0u dan _ � t< 0

0 <u di mana �_ � t0 0
0 0u t

< 0
0 <u � �0�, 

maka � � �0�. Akibatnya, berdasarkan Teorema 3.2.19 maka 

� � �t� 0
0 �u |� � �� adalah � �modul perkalian.  

            3 
  

Akibat 3.2.21 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � adalah 

submodul sejati di �. � adalah submodul prima jika dan hanya jika  
�#��#p� � � � # � � atau #p � � 

untuk setiap #,#p � � (Ameri, 2002). 

Bukti: Misalkan � adalah submodul prima dan berlaku 

�#��#p� � �. Berdasarkan Teorema 3.2.19  diperoleh bahwa � 

adalah submodul prima jika dan hanya jika 

�#��#p� � � � �#� � � atau �#p� � � 

artinya, # � � atau #p � �.         3 

 

Definisi 3.2.22 (Tertutup terhadap Perkalian) Misalkan 

� adalah � �modul perkalian. Suatu himpunan bagian :5 di � 

dikatakan tertutup terhadap perkalian (multiplicatively closed)  jika 
�#���� � :5 ;  untuk sebarang #, � � :5 (Tekir, 2007). 

 

Lemma 3.2.23 Misalkan � adalah � �modul perkalian. Submodul 

sejati � di � adalah submodul prima jika dan hanya jika �\� 

tertutup terhadap perkalian (Tekir, 2007). 

Bukti: � Misalkan � adalah submodul prima di �. Akan 

dibuktikan �\� tertutup terhadap perkalian. Ambil sebarang 
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�, 6 � �\�, artinya �, 6 	 �. Karena � adalah submodul prima 

maka ����6� � �. Sehingga, ����6� � �\� ; . Karena hal ini 

berlaku untuk sebarang �, 6 � �\�, maka �\� tertutup terhadap 

perkalian. 

 R Misalkan �\� tertutup terhadap perkalian. Ambil 

sebarang �, 6 	 �, tetapi �, 6 � �\�. Karena �\� tertutup 

terhadap perkalian, maka ����6� � �\� ; . Akibatnya, 
����6� � �. Dengan kata lain � adalah submodul prima. 

3 

 

Teorema 3.2.24 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan S 

adalah suatu submodul di � serta :5 tertutup terhadap perkalian di � 

di mana S � :5 � . Maka terdapat suatu submodul � di � yang 

maksimal dengan sifat S � � dan � � :5 � . Selanjutnya, � 

adalah submodul prima di � (Tekir, 2007). 

Bukti: Misalkan � adalah himpunan dari semua submodul-

submodul V di �, terurut parsial dengan relasi " � " di mana S � V 

dan V � :5 � . Jelas � ;  karena S � �. Berdasarkan Lemma 

Zorn, � mempunyai elemen maksimal, sebut saja �. Andaikan � 

bukan merupakan submodul prima dan ����6� � �, maka �, 6 	 � 

di mana �, 6 � �. Maka � 
 � ? ��� dan � 
 � ? �6� sehingga 

terdapat {, } � :5 di mana { � � ? ��� dan } � � ? �6�. Oleh karena 

itu, �{��}� � :5 ;  dan �{��}� � .� ? ���0.� ? �6�0 � � . Hal ini 

kontradiksi dengan � � :5 �  . Jadi, pengandaian salah dan 

haruslah � merupakan submodul prima.       3 

  

 Seperti halnya pada ring, pada modul perkalian juga 

didefinisikan pembagi nol. 

 

Definisi 3.2.25 (Pembagi Nol) Misalkan � adalah � �modul 

perkalian. Suatu pembagi nol di � adalah elemen tak nol � � � di 

mana terdapat 6 � � dengan 6 ; 0 sehingga 

�6 � ����6� � ��6� � 0 
(Tekir, 2007). 
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Definisi 3.2.26 (Modul Faktor) Misalkan � adalah submodul di 

� �modul �. Himpunan �/� � �<e|<e � < ? �, untuk < � �� 
disebut sebagai modul faktor (Ribenboim, 1969). 

 

 Didefinisikan operasi-operasi pada �/� sebagai berikut: 

1. <, > � �              � <e ? >Q � < ? >QQQQQQQ � .< ? >0 ? � 

2. .< � �0.� � �0 � �<e � �<QQQ � �< ? � 

 

Teorema 3.2.27 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � 

adalah submodul sejati di �. � adalah submodul prima di � jika dan 

hanya jika � �⁄  tidak memuat pembagi nol (Tekir, 2007). 

Bukti: � Misalkan � adalah submodul prima di �. Sebelumnya 

akan dibuktikan bahwa �/� adalah � �modul perkalian. Untuk 

sebarang # � � dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh #, 

yaitu �# � �. Karena � adalah modul perkalian, maka terdapat 

ideal � di ring � sehingga berlaku �# � ��. Selanjutnya, untuk 

sebarang #� � � �⁄  dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh 

#� , yaitu �#� � � �⁄ . Perhatikan bahwa: 

�#�   � �.# ? �0 
� �# ?� 

� �� ? � 

Perhatikan juga bahwa �� ? � � �.� �⁄ 0, karena untuk sebarang 

�# ? � � �� ? �  dengan � � �,# � �, dan � � � berlaku 

�# ? � � �#QQQQ � �#� � �.� ?�0 � �.� �⁄ 0, 
yang artinya �� ? � � �.� �⁄ 0 dan untuk �#� � �.� �⁄ 0 berlaku 

�#� � �#QQQQ � �# ? � � �� ?�, yang artinya �.� �⁄ 0 � �� ? �. 

Sehingga diperoleh �#� � �.� �⁄ 0, yang artinya untuk sebarang 

#� � � �⁄  terdapat ideal � di ring � sehingga berlaku 

�#� � �.�/�0 . Oleh karena itu, � �⁄  adalah � �modul perkalian. 

 Selanjutnya, andaikan � �⁄  mempunyai pembagi nol. Ambil 

sebarang elemen tak nol �Q � � �⁄  adalah pembagi nol di � �⁄  

dengan � � �, maka terdapat 6Q � � �⁄  dengan 6Q ; 0 dan 6 � � 

sehingga berlaku �Q6Q � 0. Misalkan � dan G berturut-turut merupakan 

ideal presentasi dari ��Q� dan �6Q�, maka ��Q��6Q� � .�G0� �⁄ � �, 

artinya ����6� � �. Karena � adalah submodul prima, maka � � � 

atau 6 � �. Hal ini kontradiksi dengan elemen tak nol �Q � � �⁄  dan 

elemen tak nol 6Q � � �⁄ , yang artinya � 	 � dan 6 	 �. Terjadi 

kontradiksi, maka haruslah � �⁄  tidak mempunyai pembagi nol.  
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 R Misalkan � �⁄  tidak memuat pembagi nol dan 

����6� � � di mana �, 6 � �, maka �Q6Q � 0. Karena � �⁄  tidak 

memuat pembagi nol, maka �Q � 0 atau 6Q � 0. Dari sini diperoleh: 

�Q � 0 � � ?� � 0 

� � ?� � 0 ? � 

� � ?� � � 

� � � � 

6Q � 0 � 6 ? � � 0 

� 6 ?� � 0 ? � 

� 6 ?� � � 

� 6 � � 

Sehingga, untuk sebarang �, 6 � � jika ����6� � � maka � � � atau 

6 � �, artinya � adalah submodul prima. 

3 
 

Definisi 3.2.28 (Nilpoten) Misalkan � adalah � �modul perkalian 

dan � adalah suatu submodul di �, maka 

(i) � disebut nilpoten jika �* � 0 untuk suatu � � ��, di mana �* 

merupakan hasil kali � sebanyak � kali. 

(ii) Suatu elemen # � � disebut nilpoten jika #* � 0 untuk suatu 

� � ��. 

 Himpunan semua elemen nilpoten di � dinotasikan �2 

(Tekir, 2007). 

 

Definisi 3.2.29 (Radikal) Misalkan � adalah � �modul dan � 

adalah submodul di �, maka radikal dari �, yang dinotasikan        

�-rad.�0, didefinisikan sebagai irisan dari semua submodul prima 

di � yang memuat �. Jika � tidak termuat dalam sebarang 

submodul prima di �, maka �-rad.�0 � � (Tekir, 2007). 

 

Lemma 3.2.30 Misalkan � adalah submodul sejati di 

� �modul perkalian � dan � adalah ideal di � dengan 

� � .�:�0. Maka, �-rad.�0 � ��h.�0� (Amini, 2003). 

Bukti: 

(i) Misalkan : � ��|� adalah ideal prima di � yang memuat ��, 
yaitu � � .�:�0 � �. Karena � adalah ideal prima, maka 

berdasarkan Teorema 2.2.34, � juga merupakan ideal radikal di 
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� (� � ��h.�0). Akibatnya, �� � ��h.�0� � �, yaitu �� 

merupakan submodul prima yang memuat �. Dengan kata lain, 

�-rad.�0 � ��h.�0�. 

(ii) Untuk setiap submodul prima v di � yang memuat �, berlaku 

v � .v:�0� dan .v:�0 adalah ideal prima di � dengan 

� � .v:�0. Berdasarkan Teorema 2.2.34, karena .v:�0 adalah 

ideal prima maka ��h.�0 � ��h.v:�0 � .v:�0 dan juga 

��h.�0� � .v:�0� � v. Karena v adalah submodul prima di 

� dengan � � v, maka ��h.�0� � �-rad.�0. 
Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa �-rad.�0 � ��h.�0�.  

3 
 

Teorema 3.2.31 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � 

suatu submodul di �. Maka,  

�-rad.�0 � �# � �y�#�* F � � untuk suatu � � 0� 
(Tekir, 2007). 

Bukti: Misalkan V � �# � �y�#�* F � � untuk suatu � � 0�. Akan 

dibuktikan bahwa V adalah submodul di � �modul perkalian �. 

Misalkan <, > � V serta � dan G berturut-turut adalah ideal presentasi 

dari �<� dan �>�. Maka, �<�� � ��� � � dan �>�K � GK� � � 

untuk suatu �,# � ��. Misalkan � � #�<�#, ��, maka: 

�< ? >�*   � .�� ? G�0* 

� ..� ? G0�0* 

� .� ? G0*� 

� |��^ �
*

"$�
.��0".G�0*9" 

� |��^ �
*

"$�
�<�"�>�*9" � � 

Sehingga .< ? >0 � V. 

  Selanjutnya, untuk < � V dan � � � maka 
��<�� � �����<�� � � (karena �<�� � �), artinya �< � V. Dari 

penjelasan tersebut terbukti bahwa V adalah submodul di �. 

Selanjutnya, ambil sebarang # � V dan S adalah ideal presentasi 

dari �#�, maka �#�* � S*� � � untuk suatu � � ��. Berdasarkan 

Lemma 3.2.30 akan diperoleh: 

�-radf�#�*g � ��hfS*g� � ��h.S0� � �-rad.�0 
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Karenanya, 

�-rad.�#�0  � �-rad.S�0 �  �-rad.�0 
artinya, V � �-rad.�0. 
  Selanjutnya, ambil sebarang # � �-rad.�0 � ��h.�0�, 

maka # � ∑ �"�"$% #" untuk �" � ��h.�0 dan #" � �. Akibatnya 

.�"0� � � untuk suatu � � ��. Oleh karena itu, untuk suatu � yang 

cukup besar diperoleh �#�* � �� � �, artinya �-rad.�0 � V. Dari 

penjelasan di atas diperoleh bahwa �-rad.�0 � V, yang artinya 

�-rad.�0 � �# � �y�#�* F � � untuk suatu � � 0�.     3 

 

Akibat 3.2.32 Misalkan � adalah � �modul perkalian, maka �2 

merupakan irisan dari semua submodul prima di � 
.�2 � �-rad.000 (Tekir, 2007). 

Bukti: Perhatikan �2 � �# � �y#* � 0,F untuk suatu � � ��� dan 

�-rad.�0 � �# � �y�#�* F � � untuk suatu � � 0�. Jika � � �0� 
maka: 

�-rad.00 � �# � �y#* � 0,F  untuk suatu � � ��� � �2. 

 3 

 

Definisi 3.2.33 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan � dan 1 

adalah submodul-submodul di �. Didefinisikan suatu himpunan 

.1:2 �0, yaitu .1:2 �0 � �# � �|#� � 1� 
(Nezhad dan Naderi, 2009). 

 

Contoh 3.2.34 Misalkan � � 3� dan 1 � 2� adalah submodul-

submodul di � �modul perkalian �. 

 .1:2 �0 � �# � �|#.3�0 � 2�� � �0,j2,j4,… � 
  

  Dari Contoh 3.2.34 di atas, dapat dilihat bahwa himpunan 
.1:2 �0 merupakan submodul 1. Sifat ini dapat lebih dipahami 

dalam teorema berikut. 

 

Teorema 3.2.35 Misalkan � adalah � �modul perkalian dan 1 

adalah submodul sejati di �. 1 adalah submodul prima di � jika dan 

hanya jika untuk setiap submodul � di � dengan � � 1 berlaku 
.1:2 �0 � 1 (Nezhad dan Naderi, 2009). 
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Bukti: � Misalkan 1 adalah submodul prima di � dan � adalah 

submodul di � dengan � � 1. Ambil sebarang < � 1 dengan <� � 1 

untuk setiap � � �. Karena 1 adalah submodul prima dan � � 1, 

maka <� � 1, yaitu < � .1:2 �0. Akibatnya, 1 � .1:2 �0. 
Selanjutnya, andaikan .1:2 �0 � 1. Ambil sebarang # � .1:2 �0 
dengan # 	 1, yaitu #� � 1, maka #� � 1 untuk setiap � � �. 

Karena 1 submodul prima dan # 	 1, maka berdasarkan Akibat 

3.2.21 berlaku � � 1. Dengan kata lain � � 1. Hal ini kontradiksi, 

maka haruslah .1:2 �0 � 1. Akibatnya, .1:�0 � 1.  

 R Misalkan �#%��#'� � 1 dan #% 	 1 untuk setiap 

#%,#' � �. Karena 1 � .1:2 �0 maka juga berlaku 
�#%��#'� � .1:2 �0, yaitu .#%#'0� � 1. Sehingga, diperoleh 

#'.#%�0 � 1, yaitu #' � .1:2 �0 � 1. Oleh karena itu, 

berdasarkan Akibat 3.2.21 maka 1 adalah submodul prima. 

3 
 

Contoh 3.2.36  � adalah � �modul perkalian. Misalkan 1 � 3� 

adalah submodul prima di �. Ambil sebarang submodul lain, 

misalkan �, dengan � � 1, yaitu � � 8�. Sehingga: 

.1:2 �0 � .3�:� 8�0  � �# � �|#.8�0 � 3�� 
� �0,j3,j6,j9,… � 
� 3� 

 

Teorema 3.2.37 Misalkan � adalah � �modul perkalian, � dan 1 

adalah submodul-submodul di �. Maka .1:2 �0 � .1: �0� 

(Nezhad dan Naderi, 2009). 

Bukti:  

i) Misalkan � � .1: �0,# � � dan � � �. Maka �� � 1 dan 
.�#0� � #.��0 � #� � 1, yaitu �# � .1:2 �0. Akibatnya, 

.1:�0� � .1:2 �0.  
ii) Misalkan # � .1:2 �0, maka  #� � 1, �� � �. Misalkan 

terdapat ideal � dan G di � di mana �#� � �� dan ��� � G�, 

serta �G� � �#���� � 1. Karenanya, # � ∑ ^*�*$% #*, untuk 

sebarang ^* � � dan #* � �, 1 U � U }. Selanjutnya, untuk 

sebarang �, maka: 

^*� � ^*��� � ^*.G�0 � �G� � 1; 1 U � U }. 
Oleh karena itu, ^* � .1:�0, � 1 U � U }, artinya # � .1: �0�. 

Akibatnya, .1:2 �0 � .1: �0�.  

Dari i) dan ii) maka .1:2 �0 � .1: �0�.      3 
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Akibat 3.2.38 Misalkan � adalah � �modul perkalian, � dan 1 

adalah submodul di � di mana 1 � �. Jika 1 adalah submodul prima 

di �, maka .1:2 �0 adalah submodul prima di � (Nezhad dan 

Naderi, 2009). 

Bukti: Misalkan 1 submodul prima di �. Berdasarkan Akibat 3.2.6 

diperoleh jika 1 submodul prima di �, maka .1:�0� merupakan 

submodul prima di �. Akibatnya, dengan Teorema 3.2.37 maka 
.1:2 �0 juga merupakan submodul prima di �.      3 
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BAB IV 

KESIMPULAN 

 

 Dari pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan hal-hal 

berikut: 

1. Jika � adalah � �modul perkalian setia, maka pernyataan 

berikut ekuivalen. 

(i) � adalah field. 

(ii) Setiap submodul sejati di � merupakan submodul prima. 

(iii) � adalah � � modul sederhana. 

2. Jika � adalah � �modul perkalian dan � merupakan submodul 

sejati di �, maka pernyataan berikut ekuivalen. 

(i) � adalah submodul prima di �. 

(ii) Untuk setiap �, _ � � dengan �_ � � berlaku � � � atau 

_ � �. 

(iii) Untuk setiap #,#p � � dengan �#��#p� � � berlaku 

# � � atau #p � �. 

3. Jika � adalah � �modul perkalian dan � merupakan submodul 

sejati di �, maka � adalah submodul prima jika dan hanya jika 

�/� tidak memuat pembagi nol. 

4. Jika � adalah � �modul perkalian, maka himpunan dari semua 

elemen nilpoten di � merupakan irisan dari semua submodul 

prima di �. 

5. Jika � adalah � �modul perkalian dan 1 adalah submodul sejati 

di �, maka 1 adalah submodul prima jika dan hanya jika untuk 

setiap submodul � di � dengan � � 1 berlaku .1:2 �0 � 1. 

6. Jika � adalah � �modul perkalian, 1 dan � adalah submodul-

submodul di � dengan 1 � �, maka .1:2 �0 adalah submodul 

prima di � jika 1 adalah submodul prima di �.  
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