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SUBMODUL PRIMA DALAM MODUL PERKALIAN

ABSTRAK

Dalam teori modul dikenal suatu modul khusus, yaitu modul
perkalian (multiplication modules). Misalkan R adalah ring komutatif
dengan identitas dan M adalah R —modul, maka M disebut
R —modul perkalian jika untuk setiap submodul N di M terdapat
ideal I di R sehingga berlaku N = IM. Ideal I ini kemudian disebut
1deal presentasi dari submodul N. Selain itu, dikenal suatu submodul
prima yang ada dalam suatu R —modul M. Di dalam skripsi ini akan
dibahas tentang kaitan antara submodul prima dengan modul
perkalian.

Kata kunci: modul perkalian, submodul prima
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PRIME SUBMODULES IN MULTIPLICATION MODULES

ABSTRACT

In modules theory, it is known special modules, i.e.,
multiplication modules. Let R be a commutative ring with identity
and M be a R —module, then M is said to be a multiplication module
if for each submodule N of M there exists an ideal I of R such that
N = IM. Then, this ideal [ is called a presentation ideal of N. On the
other hand, it also known prime submodules. This final project will
discuss the relationship between prime submodules and
multiplication modules.

Keywords: multiplication modules, prime submodules
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BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar merupakan salah satu cabang ilmu matematika. Pada
periode waktu sebelum abad ke-19, aljabar dikenal sebagai aljabar
klasikal. Namun dalam perjalanannya, aljabar terus mengalami
perkembangan hingga aljabar yang dikenal sekarang, yakni aljabar
modern. Salah satu bagian dari aljabar modern adalah aljabar abstrak,
yang membahas bermacam-macam struktur aljabar, di mana masing-
masing struktur aljabar mempunyai sifat yang berbeda-beda.

Salah satu bentuk struktur aljabar yang dilengkapi dengan
operasi biner adalah grup. Kemudian, grup berkembang lagi menjadi
ring, yang selanjutnya dapat berkembang lagi menjadi modul.
Penggunaan modul = dipelopori pertama kali oleh seorang ahli
matematika, Emmy Noether, pada awal abad ke-19. Noether
menyebutkan bahwa teori modul merupakan bentuk generalisasi dari
ruang vektor (Dummit dan Foote, 2004).

Dalam perkembangannya, dikenal suatu modul khusus yaitu
modul perkalian (multiplication modules). Konsep mengenai modul
perkalian diperkenalkan pertama kali oleh A.Barnard. Barnard
menyebutkan bahwa suatu modul atas ring komutatif disebut modul
perkalian jika setiap submodulnya merupakan perkalian antara ideal
dengan modul itu sendiri. Ciri utama dalam modul perkalian yaitu
setiap submodulnya mempunyai ideal, yang lebih dikenal dengan
ideal presentasi. Dalam perkembangannya, banyak penelitian yang
mengaitkan modul perkalian dengan struktur aljabar lain.

Tekir (2007) meneliti secara spesifik modul perkalian yang
dikaitkan dengan submodul semiprima dan prima. Selain itu, Ameri
(2002) dan Nezhad (2009), membahas tentang karakteristik
submodul prima dalam modul perkalian.

Selain jurnal, terdapat pula penelitian dalam bentuk skripsi
dan tesis. Penelitian yang dilakukan Arifin (2009) yaitu mengenai
modul perkalian, ideal presentasi, serta kaitan submodul prima dan
modul prima dengan modul perkalian. Beda halnya dengan Amini
(2003), penelitiannya membahas perkalian submodul dalam modul
perkalian serta karakteristik modul perkalian.



Berdasarkan penelitian-penelitian terdahulu tersebut, penulis
termotivasi untuk melakukan suatu penelitian mengenai modul
perkalian dan submodul prima saja, serta kaitan antara keduanya.
Dengan kata lain, dalam skripsi ini akan dibahas mengenai suatu
submodul dalam modul perkalian yang dapat disebut sebagai
submodul prima, yaitu submodul prima tesebut mempunyai ideal
presentasi.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dalam skripsi ini adalah bagaimana sifat-
sifat suatu submodul prima dalam modul perkalian.

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam skripsi ini adalah ring komutatif
dengan elemen identitas.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah membahas hubungan
antara submodul prima dan modul perkalian.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas mengenai beberapa definisi, sifat,
lemma, dan teorema yang akan digunakan sebagai dasar pembahasan
dalam bab-bab selanjutnya. Teori-teori yang akan dibahas adalah
mengenai grup, ring, dan modul.

2.1 Teori Grup

Definisi 2.1.1 (Grup) Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong
dengan suatu operasi biner *, dinotasikan (G,*). (G,*) disebut suatu
grup jika memenuhi aksioma-aksioma :
1. Tertutup
Untuk setiap a, b € G, terdapat ¢ € G sehingga
axb=c
2. Assosiatif
Untuk setiap a, b, ¢ € G memenuhi
(a*b)*c=ax*(b=*c)
3. Mempunyai elemen identitas
Terdapat e € G, untuk setiap a € G yang memenuhi
exa=a*e=a
4. Setiap elemen mempunyai invers
Untuk setiap a € G, terdapat a~! € G sehingga
alxa=a*ral=e
(Dummit dan Foote, 2004).

Definisi 2.1.2 (Grup Komutatif) Misalkan (G,*) adalah suatu grup.
(G,*) disebut grup komutatif atau grup abelian jika untuk setiap
a,b € G , memenuhi a * b = b * a (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.1.3

1. Himpunan bilangan bulat Z merupakan grup komutatif terhadap
operasi penjumlahan.

2. Himpunan bilangan asli N bukan merupakan grup terhadap
operasi penjumlahan, karena tidak mempunyai elemen identitas
dan tidak mempunyai invers.



Definisi 2.1.4 (Subgrup) Misalkan (M,*) merupakan grup, S € M,
dan S # @. S disebut subgrup dari M jika:

1. x€S8 > xles

2. x,y€S =>xy€S

(Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.1.5

1. R merupakan subgrup dari C.
2. Q merupakan subgrup dari R.
3. Z merupakan subgrup dari Q.

2.2 Teori Ring
Definisi 2.2.1 (Ring) Misalkan R adalah suatu himpunan tak kosong

dengan dua operasi biner, penjumlahan “+” dan perkalian “.” , yang
dinotasikan(R, +,.) . (R, +,.) disebut ring jika memenuhi aksioma-
aksioma:
1. (R, +) adalah grup komutatif
2. (R,.), berlaku ketertutupan dan assosiatif
3. Berlaku hukum distributif
(V a,b,c € R) memenuhi a.(b + ¢) = (a.b) + (a.c)
(VY a,b,c € R) memenuhi (a + b).c = (a.c) + (b.c)
(Dummit dan Foote, 2004).

Untuk selanjutnya, penulisan notasi ring (R,+,.) dapat
disederhanakan menjadi R, serta penulisan perkalian a.b dapat
disederhanakan menjadi ab.

Contoh 2.2.2 R, Z, dan Q merupakan ring.

Definisi 2.2.3 (Ring Komutatif) Misalkan R adalah ring. R
dikatakan sebagai ring komutatif jika pada ring R berlaku sifat:

a,b € R = ab = ba
(Dummit dan Foote, 2004).



Contoh 2.2.4

1. R,Z, dan Q merupakan ring komutatif.

2. Himpunan semua matriks berukuran n X n merupakan ring tidak
komutatif karena operasi perkalian pada matriks tidak selalu
komutatif.

Definisi 2.2.5 (Ring Komutatif dengan Elemen Identitas)
Misalkan R adalah ring komutatif. R dikatakan mempunyai elemen
identitas jika terdapat 1 € R di mana

la =al = q, Va € R
(Dummit dan Foote, 2004).

Definisi 2.2.6 (Ideal) Misalkan R adalah ring, [ € R, dan [ # @. [
disebut ideal di R jika memenuhi aksioma berikut:
1. ab€el >a—bel
2. (a€l),(reR) =ra€ldanar €l

Ideal I disebut ideal trivial jika I = {0} dan ideal I disebut
ideal sejati jika I # R (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.7
1. Misalkan pZ = {pz|Vz € 7Z} adalah suatu himpunan di mana p
adalah bilangan prima. Akan dibuktikan bahwa pZ adalah suatu
ideal di ring Z.
Ambil sebarang a, b € pZ, maka a = pz; dan b = pz, di mana
74,75 € Z. Akibatnya a — b = pz; — pz, = p(z; — z,) € pZ.
Selanjutnya, untuk setiap r € R memenubhi:
ra =r(pz;) = p(rz,) € pL.
Karena Z merupakan ring komutatif, maka ra = ar € pZ.
Jadi, pZ adalah ideal di Z. [ ]
2. Misalkan Ra = {ra|r € R} adalah himpunan yang dibangun oleh
elemen a € R. Akan dibuktikan bahwa Ra adalah ideal di ring R.
Ambil m;,m, € Ra di mana m; = r,a dan m, = r,a, untuk
setiap 11,75, € R. Maka:
m; —m, =ra—1a
=(rp —1)a € Ra
Selanjutnya, untuk m € Ra di mana m = ra dan r; € R, maka:
rnm = ry(ra)
= (r;r)a € Ra



Jadi, Ra adalah suatu ideal. [ ]
3. Himpunan nZ = {nz|Vz € Z} dengan n € Z* merupakan ideal
di ring Z, karena untuk sebarang a = nz;,b = nz, € nZ dan
r € Z berlaku:
i) a—b =nz; —nz,
=n(zy — z) € nZ
i) ra=r(nz)
=rn(z,)
=n(rz,) EnZ
Karena Z merupakan ring komutatif, maka ra = ar € nZ.
|

Definisi 2.2.8 (Hasil Kali Ideal) Misalkan I dan J adalah ideal-ideal
di ring komutatif R. Hasil kali dari I dan J, dinotasikan I],
merupakan himpunan penjumlahan berhingga dari elemen-elemen
dalam bentuk ab di mana a € I dan b € J. Oleh karena itu, hasil kali
I dan J dapat didefinisikan:

IJ = (¥iz1aibila; € 1,b; € ]}

(Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.9 Misalkan [ = 3Z dan | = 4Z adalah ideal-ideal di ring
komutatif 7Z. Hasil kali 3Z dan 47Z merupakan penjumlahan
berhingga dari elemen-elemen dalam bentuk (3x)(4y) dengan
X,y € Z. Sehingga, jelas (3Z)(4Z) = 127.

Teorema 2.2.10 Jika R adalah ring komutatif, / dan J adalah ideal-
ideal di R, maka [] adalah ideal di R (Dummit dan Foote, 2004).
Bukti: Misalkan [ dan / adalah ideal-ideal di R. Akan dibuktikan I]
adalah ideal di R.
i) Karena [ dan J adalah ideal, maka 0 € [ dan O € J. Sehingga,

0 € 1], yaitu I] # Q.
ii) Ambil sebarang a = 3% x;y; ,b = ¥i_1piq; €1].

a—b =& xy;) — iy Pid)

= Z’i:lmaks{m'n}(xiyl' —-piqi) €1

iii) Ambil sebarang a = Y}/, x;¥; € I danr € R.

ra =r(Xit, Xiyi)

= Xinar(ayi)



=Y (rx)y; €1

Definisi 2.2.11 (Ideal Pokok) Misalkan R ring komutatif dengan
elemen identitas dan [ ideal di R. I disebut ideal pokok jika I
dibangun oleh satu elemen. Oleh karena itu, jika I dibangun oleh
elemen x € R, maka I = (x) = {rx|r € R} (Rotman,2003).

Definisi 2.2.12 (Pembagi Nol dan Daerah Integral) Misalkan R
adalah ring komutatif. Suatu elemen a € R dengan a # 0 disebut
pembagi nol (zero divisor) jika terdapat elemen b € R dan b # 0
sehingga ab = ba = 0. Jika R tidak memuat pembagi nol maka R
disebut daerah integral (Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.13 R, Z, Q, C merupakan daerah integral.

Definisi 2.2.14 (Field) Misalkan F adalah ring komutatif dengan
elemen identitas. F disebut field jika setiap elemen tak nol di F
mempunyai invers terhadap operasi perkalian (Rotman, 2003).

Teorema 2.2.15 Setiap field merupakan daerah integral
(Rotman, 2003).

Bukti: Misalkan F adalah field. Akan dibuktikan bahwa F tidak
memuat pembagi nol. Ambil a,b € F , yaitu a # 0 dan b # 0.
Karena berlaku sifat tertutup, maka ab # 0 dan ab € F. Oleh karena
itu, field F juga merupakan daerah integral. ]

Akan tetapi, jika suatu ring bukan merupakan field, belum
tentu ring tersebut juga bukan merupakan daerah integral. Hal ini
dapat di lihat dalam contoh berikut.

Contoh 2.2.16

1. Z bukan field (elemen tak nol di Z tidak mempunyai invers
terhadap perkalian), tetapi Z merupakan daerah integral.

2. Himpunan bilangan riil R merupakan field dan juga merupakan
daerah integral.



~

Z3 merupakan field dan juga merupakan daerah integral.

4. Zg bukan field (untuk 2,3, 4 € Zg tidak mempunyai invers), dan
juga bukan daerah integral (karena untuk 2 € Zg terdapat 3 € Z,
sehingga 2.3 = 0).

Teorema 2.2.17 Misalkan R adalah ring komutatif dengan elemen
identitas dan / adalah ideal di R. R adalah field jika dan hanya jika
ideal-idealnya hanya {0} dan R (Dummit dan Foote, 2004).
Bukti: = Misalkan R adalah field, artinya untuk setiap elemen tak
nol r € R terdapat elemen tak nol r~! € R sehingga berlaku
rr~1 = 1. Ambil sebarang ideal N di R. Jika ideal N hanya memuat
{0}, maka N = {0}. Akan tetapi, jika ideal N memuat selain {0},
maka terdapat n € N di mana n # 0 yang mempunyai invers. Jelas
bahwa N € R. Karena n mempunyai invers, yaitu terdapat
r =n"! € R sehingga berlaku 1 = rn € N. Oleh karena itu, untuk
setiap x € R berlaku x = 1x € N, artinya R € N. Karena N € R dan
R € N, diperoleh N = R.

< Misalkan ideal-ideal di ring R hanya {0} dan R. Akan
dibuktikan bahwa R adalah field. Karena ideal di R hanya {0} dan R,
maka untuk sebarang elemen tak nol m € R memenuhi (n) =R
(karena idealnya hanya {0} dan R) dan berlaku 1 € (n) = R.
Akibatnya, untuk setiap elemen tak nol n € R terdapat r € R
sehingga rn = 1, yang artinya n mempunyai invers, yaitu R adalah
field.

]

Selanjutnya akan diperkenalkan Lemma Zorn yang berguna
untuk pembahasan ideal maksimal pada suatu ring. Namun
sebelumnya, akan diperkenalkan tentang himpunan terurut parsial,
rantai, batas atas, dan elemen maksimal yang akan mendukung
Lemma Zorn.

Definisi 2.2.18 (Terurut Parsial) Misalkan A adalah suatu
himpunan tak kosong. A disebut terurut parsial dengan relasi " <"
Jika memenuhi aksioma-aksioma:

1. x<x,Vx€eA (refleksif)

2. Jikax<ydany<xmakax=y,Vx,y €A (antisimetris)



3. Jikanx<ydany<zmakax <z,Vx,y,z€A (transitif)
(Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.19 Himpunan bilangan bulat Z terurut parsial dengan
relasi <. Begitu pula dengan Q dan R.

Definisi 2.2.20 (Rantai, Batas Atas, Elemen Maksimal) Misalkan

S terurut parsial dengan relasi " < ".

1. Suatu B € S disebut rantai jika untuk suatu x,y € B, berlaku
x < yatauy < x.

2. Misalkan B adalah himpunan tak kosong dan B € S. Suatu
elemen u € S disebut suatu batas atas himpunan B jika untuk
sebarang b € B berlaku b < u.

3. Suatu elemen v € S disebut elemen maksimal di S jika untuk
sebarang x € S dengan v < x, maka v = x.

(Dummit dan Foote, 2004).

Contoh 2.2.21

1. Misalkan himpunan A = {0,1,2,3,4} terurut parsial dengan relasi
<.B; = {0,1,2} dan B, = {0,1,2,3} adalah rantai di A. Batas atas
dari B; adalah 2 dan batas atas dari B, adalah 3. Sedangkan
elemen maksimal di 4 adalah 4.

2. Himpunan bilangan bulat Z terurut parsial dengan relasi E.
Misalkan A = {(2n)Z|n € Z*} = {2Z,47, ...} € Z. Batas atas
dari A adalah 27Z.

Lemma 2.2.22 (Lemma Zorn) Jika A himpunan terurut parsial di
mana setiap rantai mempunyai batas atas, maka A mempunyai
setidaknya satu elemen maksimal (Dummit dan Foote, 2004).

Bukti: Diketahui A adalah himpunan terurut parsial di mana setiap
rantai mempunyai batas atas. Andaikan A tidak mempunyai elemen
maksimal. Ambil sebarang rantai B di A yang mempunyai batas atas
awal wup di rantai B, artinya b < up untuk sebarang b € B. Dari
pengandaian dapat dikatakan bahwa ug bukanlah elemen maksimal
di A, yaitu terdapat a € A sehingga berlaku up < a. Jelas bahwa
a & B, karena ug # a dan ug merupakan batas atas himpunan B.
Selain itu juga akan terdapat aq,a,,as,.. € A, sehigga berlaku



ug < a4, ug < a,, ... dan ug # a4, ug # a,, .., yang berarti pula
bahwa rantai B tidak memiliki batas atas. Hal ini kontradiksi. Jadi,
haruslah A mempunyai setidaknya satu elemen maksimal. |

Definisi 2.2.23 (Ideal Maksimal) Suatu ideal I di ring R disebut
maksimal jika I adalah ideal sejati dan untuk sebarang ideal N di ring
R dengan I € N, maka N = [ atau N = R (Hungerford, 2003).

Contoh 2.2.24

1. Ideal pZ dengan p adalah bilangan prima merupakan ideal
maksimal di ring Z karena untuk sebarang ideal nZ dengan
n € Z* maka nZ = pZ atau nZ = Z.

2. Misalkan R merupakan field, maka {0} di R merupakan ideal
maksimal, karena ideal-ideal di field R hanya {0} dan R, serta
ideal sejatinya adalah {0}.

Teorema 2.2.25 Jika R merupakan ring komutatif dengan elemen
identitas, maka setiap ideal sejati I di R termuat dalam suatu ideal
maksimal (Hungerford, 2003).
Bukti: Pembuktian ini dapat menggunakan LLemma Zorn. Misalkan
I adalah ideal sejati di R dan S adalah himpunan dari semua ideal
sejati yang memuat [ di R. § adalah himpunan tak kosong karena
[ €S, dan juga S terurut parsial dengan relasi " € " karena untuk
sebarang ideal sejati 4, B, C € § memenuhi aksioma:
1. ACA VAES
2. JiknAS BdanB € A, maka A =B
3. JiknASBdanB € C,makaAd S C

Untuk menerapkan Lemma Zorn, akan ditunjukkan bahwa
setiap rantai R = {R;|i € I} merupakan ideal di § yang mempunyai
batas atas di S.

Misalkan V = U;¢; R;, yaitu gabungan dari semua ideal R;
di rantai R. Akan dibuktikan V adalah ideal. Jelas V # @, karena
R # @. Jika a,b € V maka a € R; dan b € R; untuk suatu i,j € I.
Karena V adalah rantai maka berlaku R; S R; atau R; S R;,
karenanya a,b € R;. Karena [R; adalah ideal, maka berlaku
a—b€eR; dan ra = ar € R;. Sedangkan R; C R, sehingga juga
berlaku a — b € R dan ra = ar € R. Hal ini berarti R adalah ideal.
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Karena I ¢ R; Vi, maka I c Ujc;R; = V. Karena setiap R;
ada di dalam §, maka R; # R Vi € I. Akibatnya berlaku 1 € R; Vi,
sehingga 1 € U;e; R; = V. Oleh karena itu, V' # R dan V € S. Jelas
IV adalah batas atas dari rantai R. Jadi, berdasarkan Lemma Zorn, §
mempunyai elemen maksimal. Jelas, elemen maksimal ini
merupakan ideal maksimal di R yang memuat /. [

Definisi 2.2.26 (Ideal Prima) Misalkan R adalah ring komutatif dan
[ adalah ideal di R. I disebut ideal prima jika dan hanya jika [ ideal
sejati dan Va,b € R dengan ab €[ berlaku a €[ atau b €[
(Hungerford, 2003).

Contoh 2.2.27

1. Himpunan pZ dengan p adalah bilangan prima merupakan ideal
prima di ring Z.

2. Misalkan ring R merupakan daerah integral, maka {0}
merupakan ideal prima, karena untuk setiap x,y € R jika
xy € {0} maka x € {0} atau y € {0}.

Teorema 2.2.28 Ideal I di ring R disebut ideal prima jika dan hanya
jika
ABcl=>AclatauB cl
untuk setiap ideal-ideal A dan B di ring R (Hungerford, 2003).
Bukti: = Misalkan [ adalah ideal prima di R. Ambil sebarang ideal
A dan B di R sedemikian sehingga AB < [. Untuk sebarang a € A
dan b € B diperoleh ab € I. Karena [ adalah ideal prima, maka
a €[ atau b € I. Hal ini berarti A c [ atau B c [.

< Misalkan AB c [ = A c [ atau B c [ untuk setiap ideal-
ideal A dan B di ring R. Ambil sebarang a,b € R dengan ab € I.
Akibatnya, (a}b) c I dengan (a) = {ra|r € R} dan
(b) = {rb|r € R} adalah ideal-ideal di R. Sehingga, (a) c I atau
(b) c I, yaitu a € I atau b € I. Oleh karena itu, jika ab € I maka
a €[ atau b € I, artinya [ adalah ideal prima.

|
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Teorema selanjutnya merupakan salah satu sifat ideal I yang
berkaitan dengan ring faktor R/I = {¥ =r +I|r € R}. Namun,
sebelumnya akan dibahas operasi-operasi yang ada pada ring faktor
R/I.

Untuk  sebarang @b € R/I  didefinisikan  operasi
penjumlahan dan perkalian sebagai berikut:

a+b=@@+D+MB+ID)
=(a+b)+1
=a+be€R/I
ab =(a+DMB+1)
= (ab) +1
=ab € R/I

Dari operasi-operasi tersebut, dapat dibuktikan bahwa R/I

adalah ring komutatif.
1. Akan dibuktikan bahwa (R /I, +) adalah grup komutatif. Untuk
setiap @, b, ¢ € R/I memenubhi:
1) Tertutup
a+b=@+D+B+I)
=(a+b)+1I
=a+b€R/I
1) Assosiatif
(@+b)+c=(@+D+B+D)+(+1D
=a+l+(b+D+(c+D)
=a+(b+¢)
ii1) Mempunyai elemen identitas
a+0=(@+D+ O+
=(a+0)+1
=a+]
=a
iv) Mempunyai invers
at+(—a)y=(@+D+((—a)+1)

v) Komutatif
a+b=(@+D+ B+
=(a+I+b+1D
=(a+b+I1+1)
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=(h+a+I1+1D
=Mb+I+a+1
=Mb+D+(a+])
=b+a

Akan dibuktikan (R/I,.) tertutup dan assosiatif. Untuk setiap

a,b,c € R/I memenuhi:

i) Tertutup

ab =(a+DMB+1D)
=ab+1
=ab
1) Assosiatif
a(bc) = (a+D(B+D(c+D)
=(a+I+b+I1+c+])
=((@+Db+D)(c+D
= (ab)c

Berlaku hukum distributif, yaitu untuk setiap a, b,c €ER /1

memenuhi:

) a(b+c)=(@+D(B+D+(c+D)
=((@a+DB+D)+((a+D(c+D)
=(@ab+I)+(ac+1)
=ab+ac € R/I

i) (@+b)c=((a+D+B+D)(c+D
=((@a+D+D)+(b+D(c+D)
=(ac+D+(bc+D)
=ac + bc € R/I

Berlaku sifat komutatif, yaitu untuk setiap @, b € R/I memenuhi:

ab=(a+1)(b+1)
= (ab) +1
= (ba) +1
=Mb+D@+1)
= ba
Dari 1, 2, 3, dan 4 terbukti bahwa R/I adalah suatu ring

komutatif. [ ]

Teorema 2.2.29 Misalkan R adalah ring komutatif dengan identitas
dan I adalah ideal sejati di R. R/I adalah daerah integral jika dan
hanya jika I ideal prima (Fraleigh, 2003).
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Bukti: = Misalkan R/I adalah daerah integral. Ambil sebarang
a,b € R dengan ab € I. Karena ab € I maka:

ab+1 =1
ab+_I=O+I
ab=0

Karena ab = 0 maka @ = 0 atau b = 0. Sehingga:
a=0a+1=0+1©a+I=Iyangartinyaa € I.
b=0e©b+I=0+1<b+1=1, yangartinya b € I.
Sehingga, jika ab € [ maka a € [ atau b € I, yaitu [ adalah ideal
prima.

& Misalkan [ adalah ideal prima di R. Ambil sebarang
abe R/I dengan% = 0. Karena ab = 0, maka:

ab=0oab+1=0+1oab+1=1
yang artinya ab € I. Karena I ideal prima, maka a € [ atau b € I.
Sehingga:
atl=Isa+l=0+1a=

b+l=1ob+I=0+1D
Sehingga, jika ab =0 maka @ =0 atau b =
memuat pembagi nol (R /I daerah integral).

0
=0
0, yaitu R/I tidak

Teorema 2.2.30 Jika R adalah ring komutatif dengan identitas, maka
ideal I di R merupakan ideal maksimal jika dan hanya jika R/I
adalah field (Fraleigh, 2003).

Bukti: = Misalkan I adalah ideal maksimal di R. Jelas R/I adalah
ring komutatif. Ambil sebarang elemen tak nol @ =a+1 € R/I,
yaitu a & I. Misalkan terdapat ideal Ra+I di R di mana
IS Ra+1 dan a € Ra+ I . Karena a € I dan a € Ra + I maka
I # Ra + 1. I adalah ideal maksimal, akibatnya jika I € Ra + [
maka Ra + [ = [ atau Ra + 1 = R. Dari hipotesis, yang memenuhi
adalah Ra + I = R. Akibatnya, elemen identitas 1 € R = Ra + I.

Jika 1 = ra + b, untuk suatu r € R dan b € I, maka:
ra=@+D(@a+1)
=ra+]I
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yang artinya @ € R/l mempunyai invers terhadap perkalian, yaitu
7 € R/I. Dari uraian ini dapat dikatakan bahwa ring R/I adalah
field.
& Misalkan R/I adalah field, artinya ideal-idealnya hanya
{0} dan R/I sendiri (Teorema 2.2.17). Karena R /I adalah field, ideal
I merupakan ideal sejati (I # R), karena jika ideal / bukan ideal
sejati, yaitu I = R, maka R/I hanya mempunyai satu elemen saja,
kontradiksi bahwa ring R/l mempunyai dua elemen. Ideal I juga
merupakan ideal maksimal karena terdapat ideal {0} sehingga
berlaku {0} # I dan {0} # R/I tetapi {0} C I.
]

Akibat 2.2.31 Setiap ideal maksimal di ring komutatif dengan
identitas R merupakan ideal prima (Fraleigh, 2003).

Bukti: Misalkan [ adalah ideal maksimal di R. Berdasarkan
Teorema 2.2.30 R/I adalah field. Karena setiap field adalah daerah
integral, maka R/I juga merupakan daerah integral. Menurut
Teorema 2.2.29 maka I adalah ideal prima. ]

Akan tetapi, Akibat 3.2.31 tidak berlaku sebaliknya. Hal ini
dapat dilihat pada ring Z. Ideal {0} merupakan ideal prima di Z,
tetapi {0} bukan ideal maksimal.

Definisi 2.2.32 (Ideal Radikal) Misalkan R adalah ring komutatif
dan [ adalah ideal di R. Himpunan

rad(l) = {r € R|r™ € [ untuk suatun € Z*}

disebut suatu radikal dari /. Ideal I disebut ideal radikal jika dan
hanya jika I = rad(I) (Rotman, 2003).

Contoh 2.2.33 Pada ring Z, 5Z adalah ideal radikal, karena
5Z = rad(5Z) = {a € Z|a"™ € 5Z,n € Z*} = {0,+5,+10, ... }.

Teorema 2.2.34 Setiap ideal prima di ring R merupakan ideal radikal
(Dummit dan Foote, 2004).

Bukti: Ambil sebarang ideal I di R yang merupakan ideal prima.
Akan dibuktikan I = rad(l).
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i) I Srad(l), karena untuk setiap a € I berlaku a™ € [ untuk
suatun € Z*, artinya a € rad(l).

ii) Untuk setiap a € rad(l) terdapat n € Z* sehingga berlaku
a™ =a.a.a...a € I. Karena ideal I merupakan ideal prima,

n kali

maka jika a.a™ ! € I berlaku a € I atau a™* € I. Oleh karena
itu dapat dibentuk a"™ = a.a ...a®.a € I. Sehingga pada suatu
saat dapat diperoleh a? € I, dan berlaku a € I atau a € I (I
adalah ideal prima). Akibatnya, jika a € rad(l) maka a € I,
artinya rad(l) € I.

|

2.3 Teori Modul

Penggunaan modul dipelopori pertama kali oleh seorang ahli
matematika, Emmy Noether, yang menunjukkan kekuatan dari
struktur ini. Dapat dilihat bahwa ruang vektor merupakan tipe khusus
dari suatu modul yang muncul pada saat ring merupakan field. Jika R
adalah ring, definisi dari R —modul M analog dengan definisi dari
aksi grup di mana R berperan sebagi grup, dan M berperan sebagai
himpunan (Dummit dan Foote, 2004).

Definisi 2.3.1 (Modul) Misalkan (M, +) adalah grup komutatif dan
R adalah ring komutatif dengan elemen identitas. Didefinisikan
suatu pemetaan * dari R X M ke M sebagai berikut:

x RXM->M

(r,m) —x(r,m)=rsm=rm €M

M adalah R —modul (modul atas ring R), dinotasikan R —modul M,
jika untuk setiap 7,77,7, € R dan m,m;,m, € M memenuhi
aksioma-aksioma:
1. = (r, (my + mz)) =x (r,my) +* (r,m;)
20 % (rITZ'm) SR (Tl, & (TZrm))
3. x(r +1ry,m) =x*(r;,m) +x (rp, m)
4. *(1,m) = m, di mana 1 adalah elemen identitas dari R
( Rotman, 2003).
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Contoh 2.3.2
1. Misalkan M adalah grup komutatif terhadap operasi
penjumlahan. Maka M merupakan modul atas ring Z.
Bukti: Didefinisikan pemetaan sebagai berikut:
* IXM—> M
(n,m) —* (n,m) =n+*m=n.m
=m+m+--+m
H_J
n
i) Ambil n € Z dan m{,m, € M.
Akan dibuktikan * (n,m; + my) =+ (n,my) +* (n,my,).
*(n,my +my) =nx*(my +my)
=r&+m2+m1+m2 +---+m1+@
Y
n
=(n1 +m, +---+m}+r\n2 +m, +---+m5

n n
=nxm; +n*m,
=* (n,my) +* (n,my)

ii) Ambil ny,n, € Zdanm € M.
Akan dibuktikan * (n,n,, m) =+ (ny,* (ny,, m)).
* (nyny,m) = nyny *xm
=m+-:--+tm

nin;

=m+--t+tm+tm+--t+m+-.-+tm+--+m
N v J\ J

np np np

— _
——
ny
=x(n,,m) +* (n,,m etk (N, m
\(2 ) (np,m) + +(2)
~—
ny
=1y * (ny,m)

=x (nq,* (ny, m)

ii1l) Ambil ny,n, € Zdanm € M.
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Akan dibuktikan * (n, + n,,m) =+ (ny,m) +* (n,, m).
*(np+n,m)=m+m+--+m
n, +n,
=m+m+--+tm+m+m+--+m
N\ J N\ J

ny n;
= (ny *m) + (ny * m)
=+ (1, m) +* (ny,m)

iv) Untuk elemen identitas 1 € Z dan m € M, maka:
*(1,m)=1+*m =m.

Definisi 2.3.3 (Submodul) Misalkan M adalah R —modul dan
N € M. N disebut submodul dari M jika:

1. N merupakan subgrup dari M

2. YreRdanVn € N makarn € N

(Dummit dan Foote, 2004).

Lemma 2.3.4 Misalkan M adalah R —modul dan N € M. N disebut
submodul dari M jika dan hanya jika:

1. 0eEN
2. x—y€EN, Vx,y€EN
3. rx €N, Vx € N,r €ER

Bukti: > Misalkan N adalah submodul dari M. Berdasarkan
Definisi 2.3.3-1 maka N memenuhi aksioma-aksioma grup terhadap
penjumlahan, yaitu tertutup, assosiatif, mempunyai elemen identitas,
dan mempunyai invers. Jadi, 1 dan 2 terpenuhi. Selanjutnya,
berdasarkan Definisi 2.3.3-2 maka 3 terpenuhi.

& Misalkan 1, 2, dan 3 berlaku. Akan dibuktikan N adalah
submodul dari M.
i) Dari 2 berarti sifat tertutup dipenuhi.
ii) Karena elemen di N juga merupakan elemen di M, maka sifat

assosiatif terpenuhi.

ii1) Dari 1 berarti N mempunyai elemen identitas.
iv) Dari 2 berarti setiap elemen di N mempunyai invers.
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Dari i), ii), iii), dan iv) maka N adalah suatu grup terhadap
penjumlahan. Selanjutnya, dengan 3 berarti N merupakan submodul
dari R —modul M.

]

Contoh 2.3.5

1. Himpunan nZ = {nz|Vz € Z} dengan n € Z* merupakan
submodul di Z —modul Z, karena untuk sebarang a = nz,,
b = nz, € nZ dan r € Z berlaku:
i) Untukn = 0makaa =nz; = 0z; =0 € nZ
i) a—b=nz; —nz, =n(z; —z,) = nz' €nlk
iii) ra = r(nz,) = n(rz,;) = nz' € nZ

2. Himpunan Rx ={rx|r € R} dengan x € M merupakan
submodul di R —modul M, karena untuk setiap 7,75 € R
berlaku:
(1) Untuk7r; = 0, makaryx = 0x =0 € Rx
(i) ryx —rpx = (r; —1,)x € Rx
(i) 77 (ryx) = (ry1)x € Rx

Definisi 2.3.6 (Submodul Siklik) Misalkan M adalah R —modul dan
N adalah submodul di M. N disebut submodul siklik jika N dibangun
oleh satu elemen di M. Oleh karena itu, jika N dibangun oleh elemen
a € M, maka
N = Ra = (a) = {ra|r € R}

(Dummit dan Foote, 2004).
Lemma 2.3.7 Jika N submodul di R —modul R, maka N adalah ideal
di R (Ribenboim, 1969).
Bukti: Misalkan N adalah submodul di R —modul R. Akan
dibuktikan N memenubhi sifat ideal di ring R.

i) 0 € N, sehingga N # @

iil) Va,b € Nmakaa—b €N

1) Va € NdanVr € R maka ar,ra € N.

Definisi 2.3.8 (Elemen Torsi) Misalkan M adalah R —modul. Jika R
adalah daerah integral, maka x € M merupakan elemen torsi jika
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rx = 0 untuk suatu elemen tak nol r € R. Himpunan yang berisi
elemen-elemen torsi dalam modul M dinotasikan dengan T (M), yaitu
T(M) = {x € M|rx = 0, untuk suatu r € R, r # 0} (Ash, 2000).

Contoh 2.3.9
1. PadaZ —modul Zg, T(Ze) = {0,1,2,3,4,5}.
2. PadaZ —modul Q, T(Q) = {0}.

Dari Definisi 2.3.8, dapat dibuktikan bahwa T'(M) adalah
submodul di M.
i) Jelas 0 € T(M).
ii) Ambil sebarang x,y € T(M), yaitu r'x = 0 dan r''y = 0 untuk
setiapr’,r"" € R.Jikar'r' = r € R, maka:
rx—y)=rr"(x—y)
L4 rlrllx = rlrlly
= rll(rlx) N rl(rlly)
=r"0—-r'0
=0
Artinya, x —y € T(M).

iii) Ambil sebarang r' € R dan x € T(M), yaitu r'x = 0 untuk setiap
r' € R.Jikar'r" = r € R, maka:
rx = r'r'")x
=r""(r'x)
= r”o
=0
Artinya, rx € T (M).
[ |
Oleh karena itu, T(M) ={x € M|rx =0, r € R,vr # 0}
disebut submodul torsi.

Definisi 2.3.10 (Modul Torsi dan Modul Bebas Torsi) Jika R
adalah daerah integral dan M adalah R —modul, maka M adalah
modul torsi jika T(M) = M dan M merupakan modul bebas torsi jika
T(M) = {0} (Ash, 2000).
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Contoh 2.3.11 Zg merupakan Z —modul torsi dan @ merupakan
Z. —modul bebas torsi (lihat Contoh 2.3.9).

Definisi 2.3.12 (Annihilator) Misalkan M adalah R —modul.
Didefinisikan annihilator dari M, sebagai berikut:

Ann(M) ={r e Rlrm=0,Vm € M}
(Ribenboim, 1969).

Contoh 2.3.13
1. Dalam Z —modul Zg, Ann(Zg) = {0, 16,112, ... }.
2. Dalam Z —modul Q, Ann(Q) = {0}.

Lemma 2.3.14 Jika R adalah ring komutatif dan M adalah
R —modul, maka Ann(M) merupakan ideal di R (Rotman, 2003).
Bukti: Akan dibuktikan bahwa Ann(M) memenubhi sifat ideal.

i) Jelas Ann(M) # @, karena untuk 0 € R berlaku 0m = 0,
V m € M. Dengan kata lain 0 € Ann(M).

i1) Ambil sebarang X,y € Ann(M). Akan dibuktikan
x—y € Ann(M). Karena x,y € Ann(M), maka berlaku
xm = 0 dan ym = 0 untuk setiap m € M. Sehingga

xm—ym =0
(x=y)m=0
yaitu x —y € Ann(M)

iii) Ambil sebarang r € R dan x € Ann(M). Akan dibuktikan
rx,xr € Ann(M). Karena x € Ann(M), maka xm = 0,
vm € M. Sehingga,

r(xm) =r0

(rx)m =0 {R assosiatif’}

(xry)m=0 {R komutatif'}
Dengan kata lain, rx, xr € Ann(M).
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang submodul prima, modul
perkalian, serta sifat-sifat yang ada pada modul perkalian dikaitkan
dengan submodul prima.

3.1 Submodul Prima

Definisi 3.1.1 (Submodul Prima) Misalkan M adalah R —modul dan
N  adalah submodul di M. Didefinisikan  himpunan
(N:M) = {r e R|[rM S N}. N disebut submodul prima jika N = M
dan untuk setiap r € R, m € M di mana rm € N berlaku m € N atau
r € (N: M) (Tekir, 2007).

Contoh 3.1.2

1. Submodul {0} di Z —modul Q@ merupakan submodul prima,
karena untuk sebarang m € Q\{0} dan r € Z berlaku jika
rm € {0}, yang artinya rm = 0, maka r € ({0}: Q).

2. Submodul pZ di Z —modul Z dengan p bilangan prima
merupakan submodul prima, karena untuk sebarang m € Z\pZ
dan r € Z dengan rm € pZ berlaku r € (pZ:Z).

Teorema 3.1.3 Jika N adalah submodul prima di R —modul M, maka
(N: M) adalah ideal prima di R (Gaur, dkk., 2007).

Bukti: Misalkan N adalah submodul prima. Sebelumnya akan
dibuktikan bahwa (N:M) adalah ideal di R. Ambil sebarang
a,b€(N:M), yaitu aMSN dan bM S N. Sehingga,
aM — bM = (a—b)M < N, artinya (a — b) € (N: M). Sedangkan
untuk sebarang r € R, maka r(aM)= (ra)M S N, yaitu
ra € (N: M). Terbukti bahwa (N: M) adalah ideal di R.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (N: M) adalah ideal
prima. Ambil sebarang a,b € R di mana ab € (N: M), yaitu
(ab)M < N. Karena N adalah submodul prima, maka untuk setiap
meM di mana (ab)m =a(bm) € N berlaku bm € N atau
a € (N: M). Untuk bm € N, karena N adalah submodul prima, maka
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berlaku m € N atau b € (N: M). Dengan kata lain, jika a,b € R di
mana ab € (N: M) berlaku a € (N:M) atau b € (N: M), yaitu
(N: M) adalah ideal prima. ]

3.2 Modul Perkalian

Dalam subbab ini akan dibahas tentang modul perkalian
serta sifat-sifatnya. Selanjutnya, dibahas mengenai submodul prima
yang ada dalam modul perkalian.

Definisi 3.2.1 (Modul Perkalian) Suatu R —modul M disebut modul
perkalian jika untuk setiap submodul N di M terdapat suatu ideal / di
R sehingga berlaku N = IM (Tekir, 2007).

Selanjutnya, ideal I tersebut disebut ideal presentasi dari
submodul N. Dari definisi, dapat dikatakan bahwa setiap submodul
di M mempunyai ideal presentasi jika dan hanya jika M adalah
modul perkalian (Tekir, 2007).

Contoh 3.2.2

1. R adalah R —modul perkalian, karena untuk submodul N = {0}
terdapat ideal I = {0} sehingga N = {O}R serta untuk setiap
submodul N # {0} terdapat ideal I = N sehingga N = NR.

2. Himpunan M = {[(cl Z] |a, b, c,d € R} yang merupakan grup
komutatif terhadap penjumlahan bukan merupakan R —modul
perkalian, karena untuk submodul 4 = {[g g] | a,b € R} tidak

mempunyai ideal presentasi (A # IM).

Definisi 3.2.3 (Hasil Kali Submodul) Misalkan M adalah R —modul
perkalian. Misalkan N dan K adalah submodul-submodul di M
dengan N = IM dan K = JM untuk suatu ideal I dan J di ring R.
Hasil kali antara N dan K, dinotasikan NK, didefinisikan dengan
NK = (IJ)M (Ameri, 2002).

Perlu diperhatikan bahwa definisi perkalian pada modul
perkalian di atas berbeda dengan definisi perkalian ideal biasa.
Misalkan R = Z adalah suatu ring dan M = 27Z adalah modul. Jika
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N = K = 47 adalah submodul-submodul di M, maka terdapat ideal /
dan | sehingga berlaku N = IM =47 dan K = JM = 47, yang
artinya I = 2Z dan J = 2Z. Akibatnya,
NK = (IM)(JM) = (IJ)M = (2Z)(2Z)2Z = 8Z.
Sedangkan hasil kali menurut definisi perkalian ideal biasa yaitu
NK = 4747 = 16Z (Tekir,2007).

Berikut didefinisikan bentuk-bentuk perkalian dalam
R —modul M untuk setiapr € R,m € M, dan [ ideal di R:
1. ™M = {3 rm;|m; € M}

= {rQi=;m)lm; € M}

={r(my +my +---+m,)|m; € M}

= {rm'|m’ € M}

2. Rm={Y*, rnm|r; €R}
= (XL, r)mlr; € R}
={(r+1r,+-+n)m|r ER}
= {r'm|r' € M}

3. IM = {2?21 am; Iai € I,ml- € M}
= {(Z?:l a) (i, ml.) Iai €l,m; € M}
={(a;+a,+ :-+a,)(my +my +---+my)|a; € [,m; € M}
={amla’'el,m'eM

Teorema 3.2.4 Misalkan N = IM dan K = JM adalah submodul-
submodul dalam R —modul perkalian M. Hasil kali N dan K
independen terhadap ideal presentasi / dari N dan ideal presentasi J
dari K (Ameri, 2002).

Bukti: Misalkan N =I4M =[b,M =N’ dan K = J|M = J,M = K'
untuk setiap ideal [; dan J; di ring R dengan i,j = 1,2. Ambil
sebarang rsm € NK = [;J;M, untuk suatur € I;,s € J;,dan m € M.
Karena /M = J,M , maka:

n
sm = Zrimi, 1, €J,, m EM
i=1
Sehingga,

n

rsm = rz rm;

i=1
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n

= ;T(rz‘mi}
= ;ri(rmi)

Karenarm; € [M = I, M, maka:
k

rm; =Ztijm’ij, tij Elz,m'ij EM
j=1

n k
r5m=22ritijm'ij EIZIZM

i=1 j=1
Oleh karena itu, untuk rsm € NK = [;J{M akan diperoleh
rsm € I,J,M, yang artinya [;J;M S 1,J,M. Analog untuk
ILJ,M € [;J;M. Dengan kata lain, NK = I1/;M = I,/,M = N'K’,
artinya NK independen terhadap [ dan J. ]

Akibatnya,

Teorema 3.2.5 Misalkan M adalah R —modul perkalian. Jika N
adalah submodul di M maka N = (N: M)M (Gaur, dkk., 2007).
Bukti: Misalkan M adalah R —modul perkalian dan N adalah
submodul di M. Menurut pembuktian pada Teorema 3.1.3 jelas
(N:M) adalah ideal. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
N = (N:M)M.

i) Untuk sebarang x € (N: M)M, x dapat dinyatakan dalam x = ab
untuk suatu a € (N: M) dan b € M. Karena a € (N: M) maka
aM € N yang artinya am' € N untuk setiap m' € M. Akibatnya,
untuk suatu b € M berlaku ab € N, artinya x € N. Oleh karena
itu, (N:M)M S N.

ii) Untuk sebarang x € N, x dapat dinyatakan dalam x = ab untuk
suatu a € [ dan b € M. Karena a € [ maka a € (N: M), karena
untuk setiap m € M berlaku am € IM = N, artinya aM S N.
Akibatnya, x = ab € (N: M)M, artinya N S (N: M)M.

Dari i) dan ii) diperoleh N = (N:M)M, artinya (N:M)
adalah ideal presentasi dari N. [
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Akibat 3.2.6 Misalkan N adalah submodul di R —modul perkalian

M. Jika N adalah submodul prima, maka (N: M)M juga merupakan

submodul prima di M.

Bukti: Misalkan N adalah submodul prima. Berdasarkan Teorema

3.2.5, maka N = (N: M)M, yaitu (N: M)M adalah submodul prima.
]

Definisi 3.2.7 (Modul Setia (Faithful Module)) Misalkan M adalah
R —modul. M disebut modul setia jika Ann(M) = {0}
(Ribenboim,1969).

Contoh 3.2.8

1. @ adalah Z —modul setia, karena
Anmn(Q) = {r e Zlrm =0,vm € Q} = {0}.

2. Zp dengan p adalah bilangan prima merupakan Z —modul setia,
karena Ann(Z,) = {r € Z|rm = 0,v m € Z,} = {0}.

Definisi 3.2.9 (Modul Sederhana (Simple Module)) Misalkan
M adalah R —modul. M disebut modul sederhana jika M # {0} dan
submodulnya hanya {0} dan M (Ribenboim,1969).

Contoh 3.2.10
1. Zs; adalah Z —modul sederhana.
Bukti:
i) Jelas {0} submodul di Zj.
ii) (1)={rllrez}={0,1,2}
(2) ={r2|rez} ={0,1,2} = Z3
(1,2)={r1 +s2|r,s €7} ={0,1,2} = Z,
Dari hasil di atas maka dapat dikatakan bahwa submodul
yang dibangun oleh elemen-elemen di Z3 adalah Z3 sendiri.
Dari i) dan ii), maka submodul dari Z —modul Z; adalah {0} dan
Zs. ]
2. Zs adalah Z —modul sederhana.
Bukti:
i) Jelas {0} submodul di Zs.

ii) (1)={rllrez} ={0,1,2,3,4} = Zs
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Dari hasil di atas maka dapat dikatakan bahwa submodul

yang dibangun oleh elemen-elemen di Zs adalah Zg sendiri.
Dari i) dan ii), maka submodul dari Z —modul Zs adalah {0} dan
Zs. [

3. Z4 bukan Z —modul sederhana.

Bukti:
i) Jelas {0} submodul di Z,.
ii) (1)={r1lrez}={0,1,2,3} =17,

(2) = {r2|r € 7} = {0, 2}

BG)={3lrezy=0,123 =17,

Dari i) dan ii) maka dapat dikatakan bahwa submodul di

Z, tidak hanya {0} dan Z, sendiri. |

| =]

Dari Contoh 3.2.10 di atas, maka secara umum dapat
dikatakan bahwa Z,, dengan p adalah bilangan prima merupakan
Z. —modul sederhana.

Definisi 3.2.11 (Ring Primitif) Misalkan M adalah R —modul. Jika
M adalah R —modul setia sederhana, maka R disebut ring primitif
(Dauns, 1994).

Contoh 3.2.12 Z, dengan p adalah bilangan prima merupakan
Z —modul setia sederhana (Contoh 3.2.8-2 dan Contoh 3.2.10),
sehingga Z merupakan ring primitif.

Lemma 3.2.13 Misalkan M adalah R —modul. Jika R merupakan
ring primitif komutatif, maka R merupakan field (Jacobson, 1989).

Bukti: Misalkan R adalah ring primitif dan / adalah ideal maksimal
di R. Maka Ann(M) = {0}. Jelas {0} adalah ideal sejati ({0} # R).
Sehingga, berdasarkan Teorema 2.2.25 berlaku {0} € I. Karena R
adalah ring komutatif dan I adalah ideal, maka I = {0}, yaitu {0}
adalah ideal maksimal. Karena {0} adalah ideal maksimal yang
termuat di dalam I maka berlaku I = {0} atau [ = R, artinya ideal di
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R hanya {0} dan R. Berdasarkan Teorema 2.2.17, maka R adalah
field. |

Lemma 3.2.14 Misalkan M adalah R —modul setia. Jika M adalah
R —modul sederhana maka R adalah field.

Bukti: Misalkan M adalah R —modul setia sederhana. Menurut
Definisi 3.2.11, maka R merupakan ring primitif. Berdasarkan
Lemma 3.2.13 maka R adalah field. [

Teorema 3.2.15 Misalkan M adalah R —modul tak nol dan
M adalah R —modul setia. Setiap submodul sejati di M merupakan
submodul prima jika dan hanya jika R adalah field (Tekir, 2007).
Bukti: = Andaikan R bukan field. Perhatikan bahwa submodul {0}
di M merupakan submodul prima, karena untuk sebarang r € R,
m € M, dan rm = 0 berlaku:
1) Jikar = 0makarM =0
i) Jikar # 0 makam =0

Selanjutnya, karena {0} adalah submodul prima di
R —modul M dan M adalah R —modul setia, maka untuk sebarang
11,7, € R dan m € M di mana m # 0 dengan 147, = 0 berlaku:

(nr)m=0 ©r(r,m)=0
S rom=0atauryM =0

Akibatnya, jika r,m =0 dengan m # 0 maka 7, =0 dan jika
M =0 dengan elemen tak nol m € M maka r; = 0. Dari
penjelasan tersebut diperoleh untuk setiap 74,7, € R dan m € M\{0}
jika (r;r;)m = 0 dengan r; 1, = 0, maka r; = 0 atau r, = 0, yaitu R
merupakan daerah integral. Selanjutnya, untuk sebarang elemen tak
nol r€R,dan m € M dengan rm =0 berlaku m = 0, yaitu
T(M) = {0}, artinya M adalah modul bebas torsi. Dari Lemma
3.2.14 di dapat kontraposisinya, yaitu jika R bukan field maka M
bukan R —modul sederhana, artinya submodulnya tidak hanya {0}
dan M. Misalkan Rm adalah submodul sejati tak nol di R —modul M.
Misalkan terdapat elemen tak nol a € R yang tidak mempunyai
invers. Akibatnya, Ram # 0 adalah submodul sejati dan submodul
prima. Karena Ram adalah submodul prima maka untuk
am € Ram berlaku aM S Ram atau m € Ram.
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i) aM € Ram =aRm S aM. Sehingga, aM SaRm dan
aRm € aM, artinya aM = aRM. Akibatnya, untuk sebarang
r € R,m' € M berlaku:
am' =arm & 0 =arm —am'
o 0=a(rm—m')
yaitu, a =0 atau rm =m’', akibatnya Rm = M, artinya
M adalah R —modul sederhana. Hal ini kontradksi.
ii) Dari m € Ram akan diperoleh, untuk sebarang r € R berlaku:
m=ram & 0=ram-—-m
0= (ra—1)m
yaitu, ra = 1 atau m = 0. Terjadi kontradiksi, karena a tidak
mempunyai invers dan m # 0.
Oleh karena itu, haruslah R field.
< Misalkan ring R adalah field. Misalkan N sebarang
submodul di R —modul M dengan N # M, akan dibuktikan bahwa N
adalah submodul prima. Ambil sebarang r € R,m € M dengan
rm € N. Maka:
i) Jikar = 0, makarM = {0} S N
i1) Jika r # 0, maka karena ring R merupakan field, r mempunyai

invers, yaitu 771, sehingga berlaku rr !=r"lr=1.
Akibatnya,
rim) = (rir)m
=1m
=meEN

Dari 1) dan ii) dapat dikatakan bahwa N adalah submodul prima.

Akibat 3.2.16 Misalkan M adalah R —modul perkalian setia.
M adalah R —modul sederhana jika dan hanya jika setiap submodul
sejati di M adalah submodul prima (Tekir, 2007).
Bukti: = Misalkan M adalah R —modul sederhana, artinya
submodul-submodulnya hanya {0} dan M. Jelas submodul sejatinya
adalah {0}. Dalam pembuktian Teorema 3.2.15 terbukti bahwa {0}
adalah submodul prima.

< Misalkan setiap submodul sejati di M adalah submodul
prima. Menurut Teorema 3.2.15 jelas bahwa setiap submodul sejati
di M adalah submodul prima jika dan hanya jika R adalah field.
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa M adalah R —modul sederhana.
Misalkan N adalah submodul di M. Karena R merupakan field, maka
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ideal-idealnya adalah {0} dan R. Untuk [ ={0} jelas
N = {0}M = {0}. Selanjutnya, untuk I = R, maka N =RM =M
(jelas RM © M dan untuk setiapm € M maka m = 1.m € RM,
artinya M © RM). Dari penjelasan tersebut, dapat dikatakan bahwa
M mempunyai submodul {0} dan M, artinya M adalah R —modul
sederhana.

]

Contoh 3.2.17 Z, dengan p adalah bilangan prima merupakan
Z —modul perkalian.
Bukti:

Submodul di Z, hanya {0} dan Z, (lihat pada Contoh
3.2.10), artinya {0} adalah submodul sejati. {0} juga merupakan
submodul prima, karena untuk setiap 7 € Z dan m € Z, di mana
rm € {0} maka m € {0} atau rZ,, < {0}. Berdasarkan Akibat 3.2.16
maka Z, merupakan Z —modul perkalian.

Lemma 3.2.18 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan
Ny, Ny, ..., N, adalah submodul-submodul di M. Misalkan N adalah
submodul prima di M, maka pernyataan-pernyataan berikut
ekuivalen:
(i) N; S N untuk suatu j dengan 1 <j <k
() N N SN
G [T, N; € N
(Tekir, 2007).
Bukti: (i)=(ii) Jelas bahwa jika N; & N untuk suatu j dengan
1<j<k,makaN; NN, n..n N, =N, N; €N.
(i)=(@ii) Misalkan N, N;=N; NN, N ..n N, S N.
Ambil sebarang x € [[¥,; N;, artinya
X € NyNy .. Ny = (I11, ... Ix )M.
Sehingga x dapat dinyatakan dengan x = (375 ..., )m untuk suatu
1; € [; danm € M . Sehingga:
x=(rr.1.n)m
=r;(rry ...7ym)
=rm' € ;M
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,yang artinya x € N; = I;M, sehingga  juga  berlaku
x€EN NN,N..NN, = ﬂ{F:lNL-. Karena ﬂ{-‘=1Ni C N, maka
x€[X, N, SN.

(iii)=>(i) Misalkan [[¥,N; €N dan N; = ;M untuk
sebarang ideal [;(1 <i < k) di ring R. Maka,
NyN, ...Ny = (I11; ...[; )M € N, yaitu I;1, ...[;, © (N: M).
Karena (N:M) adalah ideal prima (Teorema 3.1.3) maka
[; < (N:M) untuk suatu j dengan 1 <j <k. Oleh karena itu,
N; =[;M € (N: M)M = N, artinya N; S N.

|

Teorema 3.2.19 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan P
adalah submodul sejati di M. P adalah submodul prima jika dan
hanya jika
UvecP=>UcCPatauV &P
untuk setiap submodul-submodul U dan V di R —modul perkalian M
(Ameri, 2002).
Bukti: > Misalkan P adalah submodul prima dan UV € P.
Andaikan U € P dan V & P untuk sebarang submodul U dan V di M.
Misalkan I dan J berturut-turut adalah ideal presentasi dari U dan V,
artinya U = IM dan V = JM, maka UV = (IM)(JM) = (I])M < P,
artinya terdapat rm’' € U\P dan sm'€ V\P untuk sebarang
rel,s€jJ, dan m' € M. Akibatnya, (rm’)(sm') =rsm'€ P.
Karena P adalah submodul prima maka rM € P atau sM C P, yaitu
rm' €U S P atau sm' €V € P. Jelas terjadi kontradiksi, jadi
haruslah U € P atau V € P.

< Misalkan P adalah submodul sejati di R —modul perkalian
M dan berlakua UV € P = U € P atau V S P. Andaikan P bukan
merupakan submodul prima, yaitu rx € P untuk sebarang r € R dan
x € M\P, tetapi rM € P. Maka rm & P untuk sebarang m € M.
Misalkan I dan J berturut-turut adalah ideal presentasi dari rx dan m,
maka dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh rx dan m, yaitu:

R(rx)(Rm) = (Rx)(Rrm) = (IM)(JM) =IJM = P

Akibatnya diperoleh Rx € P atau Rrm € P, artinya x € P
atau rm € P. Jelas terjadi kontradiksi, jadi haruslah P adalah
submodul prima.

|
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Dari Teorema 3.2.19, dapat dicari contoh lain dari modul
perkalian. Hal tersebut dapat dilihat dalam contoh berikut.

Contoh 3.2.20 Himpunan M = {[g 2] |a € Z} yang merupakan

grup komutatif terhadap penjumlahan merupakan 7Z —modul
perkalian.

Bukti:

Submodul-submodul di M adalah {0} dan M sendiri. {0} adalah
submodul prima karena untuk setiap r € Z dan m € M di mana
rm € {0} maka m € {0} atau rM < {0}. Selain itu, untuk submodul

=) Gamv=[c ) wmama v =[0 JJ7 Yim

maka U € {0}. Akibatnya, berdasarkan Teorema 3.2.19 maka
M = {[g g] |a € Z} adalah Z —modul perkalian.

Akibat 3.2.21 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan P adalah
submodul sejati di M. P adalah submodul prima jika dan hanya jika
(m)(m')SP=>me€Pataum’ €P

untuk setiap m, m' € M (Ameri, 2002).

Bukti: Misalkan P adalah submodul prima dan berlaku
(m)(m') € P. Berdasarkan Teorema 3.2.19 diperoleh bahwa P
adalah submodul prima jika dan hanya jika

(m){(m') € P = (m) € P atau (m') S P

artinya, m € P ataum' € P. |

Definisi 3.2.22 (Tertutup terhadap Perkalian) Misalkan
M adalah R —modul perkalian. Suatu himpunan bagian S* di M
dikatakan tertutup terhadap perkalian (multiplicatively closed) jika
(m){(n) N S* # @ untuk sebarang m,n € S* (Tekir, 2007).

Lemma 3.2.23 Misalkan M adalah R —modul perkalian. Submodul
sejati N di M adalah submodul prima jika dan hanya jika M\N
tertutup terhadap perkalian (Tekir, 2007).

Bukti: > Misalkan N adalah submodul prima di M. Akan
dibuktikan M\N tertutup terhadap perkalian. Ambil sebarang

33



a,b € M\N, artinya a,b € N. Karena N adalah submodul prima
maka (a){(b) £ N. Sehingga, (a){(b) "N M\N # @. Karena hal ini
berlaku untuk sebarang a,b € M\N, maka M\N tertutup terhadap
perkalian.

& Misalkan M\N tertutup terhadap perkalian. Ambil
sebarang a,b & N, tetapi a,b € M\N. Karena M\N tertutup
terhadap  perkalian, maka (a)}{b) N M\N # @. Akibatnya,
(a)(b) € N.Dengan kata lain N adalah submodul prima.

|

Teorema 3.2.24 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan A
adalah suatu submodul di M serta S* tertutup terhadap perkalian di M
di mana AN S* = @. Maka terdapat suatu submodul N di M yang
maksimal dengan sifat A S N dan N NS*=@. Selanjutnya, N
adalah submodul prima di M (Tekir, 2007).

Bukti: Misalkan H adalah himpunan dari semua submodul-
submodul B di M, terurut parsial dengan relasi " € " di mana A € B
dan BNS* = @. Jelas H # @ karena A € H. Berdasarkan Lemma
Zorn, H mempunyai elemen maksimal, sebut saja N. Andaikan N
bukan merupakan submodul prima dan (a){b) S N, maka a,b & N
di mana a,b € M. Maka N € N 4+ (a) dan N € N + (b) sehingga
terdapat s,t € S* di mana s € N + (a) dan t € N + (b). Oleh karena
itu, (s)(t) N S* # @ dan (s)(t) S (N + (a))(N + (b)) S N . Hal ini
kontradiksi dengan NNS* =@ . Jadi, pengandaian salah dan
haruslah N merupakan submodul prima. ]

Seperti halnya pada ring, pada modul perkalian juga
didefinisikan pembagi nol.

Definisi 3.2.25 (Pembagi Nol) Misalkan M adalah R —modul
perkalian. Suatu pembagi nol di M adalah elemen tak nol a € M di
mana terdapat b € M dengan b # 0 sehingga

ab = (a)}{b) = (ab) = 0
(Tekir, 2007).
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Definisi 3.2.26 (Modul Faktor) Misalkan N adalah submodul di
R —modul M. Himpunan M/N = {¥|x = x + N, untuk x € M}
disebut sebagai modul faktor (Ribenboim, 1969).

Didefinisikan operasi-operasi pada M /N sebagai berikut:
1. x,yeM >x+y=x+y=x+y)+N
2. @xeM)(@a€ER)>ax=ax=ax+ N

Teorema 3.2.27 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan N
adalah submodul sejati di M. N adalah submodul prima di M jika dan
hanya jika M /N tidak memuat pembagi nol (Tekir, 2007).
Bukti: = Misalkan N adalah submodul prima di M. Sebelumnya
akan dibuktikan bahwa M /N adalah R —modul perkalian. Untuk
sebarang m € M dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh m,
yaitu Rm € M. Karena M adalah modul perkalian, maka terdapat
ideal I di ring R sehingga berlaku Rm = IM. Selanjutnya, untuk
sebarang m € M /N dapat dibentuk submodul yang dibangun oleh
m, yaitu Rm € M /N. Perhatikan bahwa:
Rm = R(m+ N)

=Rm+N

=IM+N
Perhatikan juga bahwa IM + N = [(M/N), karena untuk sebarang
am+n €IM + N dengana € I, m € M, dan n € N berlaku
am+N=am=am=a(M+ N) € [(M/N),
yang artinya IM + N € [(M/N) dan untuk am € [(M/N) berlaku
am=am=am+ N € IM + N, yang artinya [(M/N) € IM + N.
Sehingga diperoleh Rim = I(M/N), yang artinya untuk sebarang
m € M/N terdapat ideal I di ring R sehingga berlaku
Rm = I(M/N) . Oleh karena itu, M /N adalah R —modul perkalian.

Selanjutnya, andaikan M /N mempunyai pembagi nol. Ambil

sebarang elemen tak nol @ € M/N adalah pembagi nol di M/N
dengan a € M, maka terdapat b € M/N dengan b # 0 dan b € M
sehingga berlaku @b = 0. Misalkan I dan ] berturut-turut merupakan
ideal presentasi dari (@) dan (b), maka (a@){h) = (IJ)M/N =N,
artinya (a)(b) € N. Karena N adalah submodul prima, maka a € N
atau b € N. Hal ini kontradiksi dengan elemen tak nol @ € M/N dan
elemen tak nol b € M/N, yang artinya a € N dan b & N. Terjadi
kontradiksi, maka haruslah M /N tidak mempunyai pembagi nol.
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& Misalkan M/N tidak memuat pembagi nol dan
(a}b) € N di mana a,b € M, maka ab = 0. Karena M/N tidak
memuat pembagi nol, maka @ = 0 atau b = 0. Dari sini diperoleh:
a=0a+N=0
©a+N=0+N
Sa+N=N
S a€eN
b=0eb+N=0
©b+N=0+N
©b+N=N
S beN
Sehingga, untuk sebarang a, b € M jika (a)(b) S N maka a € N atau
b € N, artinya N adalah submodul prima.
|

Definisi 3.2.28 (Nilpoten) Misalkan M adalah R —modul perkalian
dan N adalah suatu submodul di M, maka
(i) N disebut nilpoten jika N* = 0 untuk suatu k € Z*, di mana N¥
merupakan hasil kali N sebanyak k kali.
(i1) Suatu elemen m € M disebut nilpoten jika m¥* = 0 untuk suatu
k e Z*.
Himpunan semua elemen nilpoten di M dinotasikan Nj,
(Tekir, 2007).

Definisi 3.2.29 (Radikal) Misalkan M adalah R —modul dan N
adalah submodul di M, maka radikal dari N, yang dinotasikan
M-rad(N), didefinisikan sebagai irisan dari semua submodul prima

di M yang memuat N. Jika N tidak termuat dalam sebarang
submodul prima di M, maka M-rad(N) = M (Tekir, 2007).

Lemma 3.2.30 Misalkan N adalah submodul sejati di

R —modul perkalian M dan [ adalah ideal di R dengan

I = (N:M). Maka, M-rad(N) = rad(I)M (Amini, 2003).

Bukti:

(i) Misalkan S = {P|P adalah ideal prima di R yang memuat [},
yaitu [ = (N:M) € P. Karena P adalah ideal prima, maka
berdasarkan Teorema 2.2.34, P juga merupakan ideal radikal di
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R (P =rad(P)). Akibatnya, PM = rad(P)M = N, yaitu PM
merupakan submodul prima yang memuat N. Dengan kata lain,
M-rad(N) € rad(I)M.

(i) Untuk setiap submodul prima K di M yang memuat N, berlaku
K = (K:M)M dan (K:M) adalah ideal prima di R dengan
I € (K:M). Berdasarkan Teorema 2.2.34, karena (K: M) adalah
ideal prima maka rad(l) € rad(K:M) = (K:M) dan juga
rad(I)M < (K:M)M = K. Karena K adalah submodul prima di
M dengan N € K, maka rad(I)M € M-rad(N).

Dari (i) dan (ii) dapat disimpulkan bahwa M-rad(N) = rad(I)M.

|

Teorema 3.2.31 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan N
suatu submodul di M. Maka,
M-rad(N) = {m € M|(m)k C N untuk suatu k = 0}
(Tekir, 2007).
Bukti: Misalkan B = {m e M |(m)k C N untuk suatu k > 0}. Akan
dibuktikan bahwa B adalah submodul di R —modul perkalian M.
Misalkan x,y € B serta I dan J berturut-turut adalah ideal presentasi
dari (x) dan (y). Maka, (x)" =I"M € N dan (y)™ ="M S N
untuk suatu n,m € Z*. Misalkan k = max{m, n}, maka:
(x+y)f = UM+ ]M)"
= (U +M)"
= +)*M
k

= > (7)) amigmye

=0

Sk
= () @iotien

=

Sehingga (x + y) € B.
Selanjutnya, untuk x €B dan 71 €R maka

(re)* = (r)™(x)" € N (karena (x)" S N), artinya rx € B. Dari
penjelasan tersebut terbukti bahwa B adalah submodul di M.
Selanjutnya, ambil sebarang m € B dan A adalah ideal presentasi
dari (m), maka (m)* = A¥M S N untuk suatu k € Z*. Berdasarkan
Lemma 3.2.30 akan diperoleh:

M-rad((m)*) = rad(A¥)M <€ rad(A)M = M-rad(N)
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Karenanya,
M-rad({m)) = M-rad(AM) S M-rad(N)
artinya, B € M-rad(N).

Selanjutnya, ambil sebarang m € M-rad(N) = rad(I)M,
maka m = Y1, r'm’ untuk r' € rad(I) dan m' € M. Akibatnya
(r")™ € I untuk suatu n € Z*. Oleh karena itu, untuk suatu n yang
cukup besar diperoleh (m)* € IM = N, artinya M-rad(N) € B. Dari
penjelasan di atas diperoleh bahwa M-rad(N) = B, yang artinya
M-rad(N) = {m € M|(m)k C N untuk suatu k > 0}. |

Akibat 3.2.32 Misalkan M adalah R —modul perkalian, maka Ny,
merupakan irisan dari semua submodul prima di M
(Ny = M-rad(0)) (Tekir, 2007).

Bukti: Perhatikan Ny, = {m € M Imk = 0, untuk suatu k € Z*} dan
M-rad(N) = {m € M|(m)* € N untuk suatu k > 0}. Jika N = {0}
maka:

M-rad(0) = {m € M|m* = 0, untuk suatu k € Z*} = Ny,.

Definisi 3.2.33 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan N dan L
adalah submodul-submodul di M. Didefinisikan suatu himpunan
(L:y N), yaitu (L:pyy N) = {m € M|mN < L}

(Nezhad dan Naderi, 2009).

Contoh 3.2.34 Misalkan N = 3Z dan L = 27Z adalah submodul-
submodul di Z —modul perkalian Z.
(L:y N) = {m € ZIm(3Z) < 2Z} = {0,412, +4,...}

Dari Contoh 3.2.34 di atas, dapat dilihat bahwa himpunan
(L:py N) merupakan submodul L. Sifat ini dapat lebih dipahami
dalam teorema berikut.

Teorema 3.2.35 Misalkan M adalah R —modul perkalian dan L
adalah submodul sejati di M. L adalah submodul prima di M jika dan

hanya jika untuk setiap submodul N di M dengan N & L berlaku
(L:yy N) = L (Nezhad dan Naderi, 2009).
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Bukti: = Misalkan L adalah submodul prima di M dan N adalah
submodul di M dengan N &€ L. Ambil sebarang x € L dengan xn € L
untuk setiap n € N. Karena L adalah submodul prima dan N € L,
maka xN S L, yaitu x € (L:yy N). Akibatnya, L S (L:y N).
Selanjutnya, andaikan (L:p; N) € L. Ambil sebarang m € (L:y N)
dengan m & L, yaitu mN € L, maka mn € L untuk setiap n € N.
Karena L submodul prima dan m & L, maka berdasarkan Akibat
3.2.21 berlaku n € L. Dengan kata lain N € L. Hal ini kontradiksi,
maka haruslah (L:y; N) S L. Akibatnya, (L: N) = L.

& Misalkan (my){m,) S L dan m; € L untuk setiap
my;,m, € M. Karena L= (L:y;N) maka juga berlaku
(my)}(my) € (L:;yy N), yaitu (mym,)N € L. Sehingga, diperoleh
m,(myN) € L, yaitu m, € (L:y N) =L. Oleh karena itu,
berdasarkan Akibat 3.2.21 maka L adalah submodul prima.

]

Contoh 3.2.36 7Z adalah Z —modul perkalian. Misalkan L = 3Z
adalah submodul prima di Z. Ambil sebarang submodul lain,
misalkan N, dengan N & L, yaitu N = 8Z. Sehingga:
(L:yy N) = (3Z:8Z) = {m € Z|m(8Z) < 37}
={0,£3,16,19,...}
= 3Z

Teorema 3.2.37 Misalkan M adalah R —modul perkalian, N dan L
adalah submodul-submodul di M. Maka (L:y N) = (L:N)M
(Nezhad dan Naderi, 2009).

Bukti:

i) Misalkan r € (L: N),m € M dan n € N. Maka rn € L dan
(rm)n =m(@(n) e mN S L, yaitu rm € (L:); N). Akibatnya,
(L:N)M < (L:y, N).

ii) Misalkan m € (L:;yy N), maka mn € L, Yn € N. Misalkan
terdapat ideal I dan J di R di mana (m) =IM dan (n) = JM,
serta IJM = (m)(n) € L. Karenanya, m = Y&_; i} my, untuk
sebarang i, € [ dan my € M, 1 < k <t. Selanjutnya, untuk
sebarang k, maka:
€)=, M) S MCL;1<k<t.

Oleh karena itu, i, € (L:N),V1 <k <t, artinyam € (L: N)M.
Akibatnya, (L:py N) € (L: N)M.
Dari i) dan ii) maka (L:p; N) = (L: N)M. [ ]
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Akibat 3.2.38 Misalkan M adalah R —modul perkalian, N dan L
adalah submodul di M di mana L € N. Jika L adalah submodul prima
di N, maka (L:y N) adalah submodul prima di M (Nezhad dan
Naderi, 2009).

Bukti: Misalkan L submodul prima di N. Berdasarkan Akibat 3.2.6
diperoleh jika L submodul prima di N, maka (L: N)M merupakan
submodul prima di M. Akibatnya, dengan Teorema 3.2.37 maka
(L:p N) juga merupakan submodul prima di M. |
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BAB IV
KESIMPULAN

Dari pembahasan skripsi ini, dapat disimpulkan hal-hal

berikut:

1.

Jika M adalah R —modul perkalian setia, maka pernyataan

berikut ekuivalen.

(1) R adalah field.

(i1) Setiap submodul sejati di M merupakan submodul prima.

(i11) M adalah R — modul sederhana.

Jika M adalah R —modul perkalian dan N merupakan submodul

sejati di M, maka pernyataan berikut ekuivalen.

(i) N adalah submodul prima di M.

(i1) Untuk setiap U,V € M dengan UV S N berlaku U € N atau
V EN.

(iii) Untuk setiap m,m’' € M dengan (m){(m') € N berlaku
m € N ataum' € N.

Jika M adalah R —modul perkalian dan N merupakan submodul

sejati di M, maka N adalah submodul prima jika dan hanya jika

M /N tidak memuat pembagi nol.

Jika M adalah R —modul perkalian, maka himpunan dari semua

elemen nilpoten di M merupakan irisan dari semua submodul

prima di M.

Jika M adalah R —modul perkalian dan L adalah submodul sejati

di M, maka L adalah submodul prima jika dan hanya jika untuk

setiap submodul N di M dengan N & L berlaku (L:p; N) = L.

Jika M adalah R —modul perkalian, L dan N adalah submodul-

submodul di M dengan L € N, maka (L:y N) adalah submodul

prima di M jika L adalah submodul prima di N.
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