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bagian dari pelabelan graf. Pelabelan total super ),( da -titik anti 
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n dan d pada graf. Hasil yang didapat dari skripsi ini adalah 
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)2,5(P memenuhi syarat dari pelabelan total super ),( da -titik anti 
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1

BAB I 
PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang 

 Pelabelan graf pada asal mulanya dikemukakan oleh Alex Rosa 
pada tahun 1967. Alex Rosa dalam penelitiannya 
mengidentifikasikan beberapa tipe pelabelan, yaitu pelabelan α-, 
pelabelan β- dan pelabelan ρ-. Tipe-tipe pelabelan ini kemudian 
berkembang menjadi pelabelan graceful, pelabelan tipe ajaib, 
pelabelan harmonius dan pelabelan miscellanous (Gallian, 2007).  
 Terdapat beberapa jenis graf yang digunakan pada pelabelan graf,  
beberapa diantaranya adalah graf Path, Cycle dan Petersen.
Path merupakan graf yang terdiri dari titik dan sisi sehingga 
membentuk lintasan. Sedangkan Cycle merupakan graf Path tertutup. 
Graf Petersen merupakan graf yang unik. Graf Petersen mempunyai 
beberapa elemen tambahan selain titik dan sisi, yaitu jari-jari. Salah 
satu jenis graf Petersen adalah Petersen khusus. 
 Pelabelan anti ajaib yang diperkenalkan oleh Hartsfield dan 
Ringel pada tahun 1990 merupakan salah satu pengembangan dari 
pelabelan tipe ajaib. Sugeng (2005) telah menemukan variasi metode 
pelabelan anti ajaib yang lain. Salah satu metode yang dikemukakan 
adalah pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib. Berdasarkan pada 
metode pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib yang 
dikemukakan oleh Sugeng (2005), penulis akan merumuskan 
langkah sistematis dalam menentukan pelabelan total super ),( da -
titik anti ajaib pada graf Path, Cycle dan Petersen khusus. Langkah 
sistematis ini digunakan untuk memperjelas metode yang 
dikemukakan Sugeng (2005). Pemilihan bentuk graf Path dan Cycle 
sebagai objek penelitian lebih dikarenakan bentuk graf Path dan 
Cycle banyak ditemui pada kehidupan sehari-hari. Sedangkan 
pemilihan graf Petersen dikarenakan keunikan dari graf ini. Oleh 
karena itu penulis mengambil judul ”Pelabelan Total Super ),( da -
Titik Anti Ajaib pada Graf Path, Cycle dan Petersen”.
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang diatas maka rumusan masalah pada 
Skripsi ini adalah sebagai berikut:  
1. Bagaimana menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 

ajaib pada graf Path )( nP .
2. Bagaimana menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 

ajaib pada graf Cycle )( nC .
3. Bagaimana menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 

ajaib pada graf Petersen  khusus )2,5(P .

1.3 Batasan Masalah 

Adapun batasan masalah dalam penulisan Skripsi ini adalah: 
1. Graf yang akan digunakan adalah graf sederhana, tidak berarah, 

dan berhingga. 
2. Graf Path )( nP dengan 2=d untuk n ganjil dan 3=d untuk n

sembarang.  
3. Graf Cycle )( nC dengan 2=d untuk n ganjil dan 1=d untuk 

n sembarang. 
4. Graf Petersen khusus )2,5(P dengan 1=d .

1.4 Tujuan 

Tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan Skripsi ini adalah 
sebagai berikut : 
1. Menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada 

graf Path )( nP .
2. Menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada 

graf Cycle )( nC .
3. Menentukan pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada 

graf Petersen  khusus )2,5(P .
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Konsep Dasar Graf dan Fungsi 

Definisi 2.1.1 Graf G

Suatu graf G terdiri dari pasangan himpunan ))(),(( GEGV , di 
mana )(GV adalah himpunan berhingga yang tidak kosong yang 
anggota-anggotanya disebut simpul (vertice atau node) dan )(GE
adalah himpunan dengan anggotanya disebut sisi-sisi (edges) di 
mana setiap sisi menghubungkan tepat dua simpul (Clark dan 
Holton, 1991).  

Contoh 2.1:  
Gambar 2.1 menunjukkan graf G dengan himpunan titik 

{ }321 ,,)( vvvGV = dan himpunan sisi              
{ }313221 ,,)( vvvvvvGE = .

3v

1v 2v

Gambar 2.1 Graf G

Definisi 2.1.2 Adjacent dan Incident 

Dua titik 1v dan 2v di graf G dikatakan adjacent di G jika 
)( 21 vv adalah sisi dari G . Sisi )( 21 vv dikatakan incident dengan 

titik 1v dan 2v . Sisi )( 21 vv juga disebut penghubung titik 1v dan 

2v . Titik 1v dan 2v disebut endpoint dari sisi )( 21 vv (Rosen, 2003).     
 Pada Gambar 2.1, 1v dan 2v adjacent sedangkan sisi )( 21 vv
incident dengan titik-titik 1v dan 2v .

31 vv 32 vv

21 vv
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Definisi 2.1.3 Graf Sederhana dan Graf Ganda  

 Suatu graf yang tidak memiliki gelung (loop) dan sisi-sisi ganda 
disebut graf sederhana (simple graf). Sedangkan graf ganda 
(multigraf) merupakan graf yang memiliki suatu sisi ganda atau 
mengandung sebuah loop (sisi yang menghubungkan simpul dengan 
dirinya sendiri) (Clark dan Holton, 1991).  

Contoh 2.2:  
Graf sederhana ditunjukkan pada Gambar 2.2 (a) dan graf ganda 
ditunjukkan pada Gambar 2.2 (b) di mana garis ganda 
menghubungkan titik 1v dan 2v dan loop pada titik 3v .

1v 1v

4v

4v 3v

3v 2v 2v

(a) (b) 
Gambar 2.2 (a) Graf Sederhana  dan (b) Graf Ganda 

 
Definisi 2.1.4 Derajat Titik 

 Derajat (degree) sebuah titik v pada graf  G adalah jumlah garis 
(sisi) yang incident dengan v dan suatu loop dihitung sebanyak dua 
kali. Derajat (degree) dari titik v dinotasikan dengan deg )( v
(Rosen, 2003).  

Contoh 2.3: 
Gambar 2.3 menunjukkan graf G dengan deg 4)( 1 =v , deg 3)( 2 =v ,
deg 2)( 3 =v , deg 2)( 4 =v , deg 2)( 5 =v , deg 1)( 6 =v , dan 
deg 0)( 7 =v .
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1v

2v

7v 3v 6v

5v 4v
Gambar 2.3 Derajat Titik pada Graf G

Definisi 2.1.5 Derajat Minimum dan Derajat Maksimum 

 Derajat minimum dari graf G merupakan derajat minimum 
diantara titik di graf G dan dinotasikan dengan )(Gδ . Derajat 
maksimum dari graf G merupakan derajat maksimum diantara titik 
di graf G dan dinotasikan dengan )(G∆ . (Chartrand dan Zhang, 
2005).  
 Pada Gambar 2.3, graf G mempunyai derajat maksimum pada  

1v ( )(G∆ = 4) dan derajat minimum pada 7v ( )(Gδ = 0). 
 
Definisi 2.1.6 Graf Regular 

Jika )()( GG ∆=δ , maka titik dari graf G mempunyai derajat 
yang sama dan graf G disebut graf regular. Jika rv =deg  untuk 
setiap titik v dari graf G maka graf G merupakan - regular atau 
regular berderajat (Chartrand dan Zhang, 2005).  

Contoh 2.4: 
Graf G pada Gambar 2.4 merupakan graf regular. Perhatikan bahwa 
pada Gambar 2.4 (a) merupakan 2-regular, Gambar 2.4 (b) 
merupakan 3-regular, dan Gambar 2.4 (c) menunjukkan 3-regular.
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(a)                                  (b)                                 (c)                            
Gambar 2.4 Graf G merupakan Graf Regular 

Definisi 2.1.7 Graf Planar 

Graf planar atau graf sebidang adalah graf yang dapat 
dipancangkan pada bidang datar. Suatu graf G dikatakan dapat 
dipancangkan pada bidang datar jika graf G dapat dinyatakan 
dengan gambar atau diagram pada bidang datar sedemikian sehingga 
tidak terdapat garis-garis yang berpotongan (Marsudi, 1998).  

Contoh 2.5: 
Graf G pada Gambar 2.5 merupakan graf planar karena jika 
dipancangkan pada bidang datar maka tidak terdapat garis-garis yang 
berpotongan.  
 

1v 2v 1v 2v

4v 3v 4v 3v

Gambar 2.5 Graf G merupakan Graf Planar 

Definisi 2.1.8 Graf Nonplanar 

Graf nonplanar atau graf bukan sebidang adalah graf yang tidak 
dapat dipancangkan pada bidang datar.  
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Contoh 2.6: 
Gambar 2.6 menunjukkan graf nonplanar karena jika dipancangkan 
pada bidang datar maka terdapat garis-garis yang berpotongan yaitu 
(x0 y0) dengan (x4 x1) dan (x2 y2) dengan (x3 y3).  
 

Gambar 2.6 Graf G merupakan Graf nonplanar 
 

Definisi 2.1.9 Fungsi 

Misalkan X dan Y himpunan tidak kosong. Relasi biner f dari 
X ke Y merupakan suatu fungsi jika setiap elemen di dalam X
dihubungkan dengan tepat satu elemen di dalam Y . X disebut 
domain dan Y disebut kodomain. Jika f adalah fungsi dari X ke 
Y , maka dapat ditulis: 

YXf →:
yang artinya f memetakan X ke Y (Munir, 2005). 
Dengan perkataan lain: 

YXf →: Fungsi )(! xfyYyXx =∋∈∃∈∀⇔

Fungsi YXf →: disebut fungsi injektif (one to one) jika dan hanya 
jika  212121 )()(),( xxxfxfXxx =⇒=∈∀ . Fungsi 

YXf →: disebut fungsi surjektif (onto) jika dan hanya jika 
yxfXxYy =∈∃∈∀ )()()( . Fungsi YXf →: disebut fungsi 

bijektif (berkorespondensi satu-satu) jika dan hanya jika fungsi f
injektif dan surjektif. 
 

x0

x4 x1

x2

y1y4

y2

x3

y3

y0

x0

x4 x1

x3

y1y4

y2

x2

y3

y0
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Definisi 2.1.10 Fungsi Modulo 

 Misalkan b adalah sembarang bilangan bulat, p adalah bilangan 
bulat positif, dan q adalah bilangan bulat. Fungsi modulo adalah 
fungsi dengan operator mod. Dalam hal ini, b mod p memberikan 
sisa pembagian bilangan bulat jika b dibagi dengan p . Secara rinci, 

rpb =mod  sedemikian sehingga rqpb += , dengan pr <≤0
(Munir, 2005). 

Contoh 2.7: 
23 mod 5 =  3  karena 23 = 5 . 4 + 3. 
 
2.2 Jenis Graf 

Berikut ini akan dijelaskan beberapa jenis graf, di mana jenis-
jenis graf tersebut merupakan graf yang akan diberi label 
menggunakan pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib.  

 
2.2.1 Graf Path 

Suatu graf disebut graf Path jika titik dari sebuah graf G
berorde n dapat dinotasikan dengan nvvv ,,, 21 K sedemikian 
sehingga sisinya adalah nn vvvvvv 13221 ,,, −K . Graf Path berorde n
dinotasikan dengan nP (Chartrand dan Zhang, 2005).  

Contoh 2.8: 
Graf Path berorde 2 ditunjukkan pada Gambar 2.7 (a) dan Graf Path 
berorde 4 ditunjukkan pada Gambar 2.7 (b). 
 

(a)                                                   (b)                                  
Gambar 2.7 Graf Path )( nP (a) 2P dan  (b) 4P

2.2.2 Graf Cycle 

Suatu graf disebut graf Cycle jika titik dari sebuah graf G
berorde 3≥n dapat dinotasikan dengan nvvv ,,, 21 K sedemikian 
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sehingga sisinya adalah nn vvvvvv 13221 ,,, −K dan nvv =1 . Graf 
Cycle berorde 3≥n dinotasikan dengan nC (Chartrand dan Zhang, 
2005).  

Contoh 2.9: 
Graf Cycle berorde 3 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (a), graf Cycle  
berorde 4 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (b), dan graf Cycle  berorde 
5 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (c)   
 

(a)                                (b)                                  (c)                                       
Gambar 2.8 Graf Cycle )( nC (a) 3C (b) 4C dan  (c) 5C

2.2.3 Graf Petersen  

Misalkan n dan m adalah bilangan bulat positif dengan 3≥n

dan 
2

1 nm ≤≤ . Graf Petersen umum ),( mnP merupakan graf 

yang terdiri dari cycle-luar 1210 ,,,, −nyyyy K , n -jari-jari ii xy
dengan 10 −≤≤ ni , dan n -sisi mii xx + dengan 10 −≤≤ ni , di mana 
semua subscript adalah modulo n (Sugeng, 2005). Salah satu jenis 
Graf Petersen umum adalah Petersen khusus yang merupakan graf 
regular berderajat 3 dan bersifat nonplanar. Graf Petersen khusus 
dinotasikan dengan )2,5(P .

Contoh 2.10: 
Gambar 2.9 menunjukkan graf Petersen khusus yang terdiri dari 
cycle-luar 43210 ,,,, yyyyy , jari-jari 4433221100 ,,,, xyxyxyxyxy ,
dan sisi 1403423120 ,,,, xxxxxxxxxx .
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Gambar 2.9 Graf Petersen khusus )2,5(P

2.3 Pelabelan Graf (Graf labeling)

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu fungsi yang 
memasangkan unsur-unsur graf (titik, sisi, dan keduanya) dengan 
suatu bilangan (biasanya bilangan bulat) (Baĉa, dkk., 2003). 
 
2.3.1 Pelabelan Titik (Vertex labeling)

Menurut Baĉa dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan titik 
jika domain dari suatu fungsi adalah titik.  

Contoh 2.11: 
Pelabelan titik pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.10 di mana 
titik dilabelkan dengan { }3,2,1 .

1

3 2
Gambar 2.10 Pelabelan Titik pada Graf G

2.3.2 Pelabelan Sisi (Edge labeling)

Menurut Baĉa dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan sisi 
jika domain dari suatu fungsi adalah sisi.  

 

x0

x4 x1

x2

y1y4

y2

x3

y3

y0
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Contoh 2.12: 
Pelabelan sisi pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.11 di mana 
sisi dilabelkan dengan { }4,3,2,1 .

Gambar 2.11 Pelabelan Sisi pada Graf G

2.3.3 Pelabelan Total (Total labeling)

Menurut Baĉa dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan 
total jika domain dari suatu fungsi adalah himpunan titik dan sisi 

)( EV ∪ .

Contoh 2.13: 
Pelabelan total pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.12 di mana 
titik dilabelkan dengan { }5,4,3,2,1 dan sisi dilabelkan dengan 
{ }10,9,8,7,6 .

1

8 6

5 2

10  9

4 7 3

Gambar 2.12 Pelabelan Total pada Graf G

2.4 Pelabelan Ajaib dan Anti Ajaib 

2.4.1 Pelabelan Ajaib (Magic labeling)

Suatu graf yang memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama 
disebut graf dengan pelabelan ajaib (magic labeling).  Bobot titik 
diperoleh dari jumlah label semua sisi yang incident dengan titik 
yang sama, sedangkan bobot sisi diperoleh dari jumlah label dari sisi 
dan titik yang adjacent (Hsiao, 2006). 

 

1 3 42
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Contoh 2.14:  
Gambar 2.13 menunjukkan pelabelan ajaib pada graf G dengan 
masing-masing bobot titik adalah 12 dan masing-masing bobot sisi 
adalah 9.  
 

Gambar 2.13 Pelabelan Ajaib pada Graf G

2.4.2 Pelabelan Anti Ajaib (Antimagic labeling)

Suatu graf yang memiliki bobot titik atau bobot sisi yang berbeda 
disebut graf dengan pelabelan anti ajaib (Antimagic labeling).  

Contoh 2.15: 
Gambar 2.14 menunjukkan pelabelan anti ajaib pada graf G dengan 
bobot titik { }13,12,11 dan bobot sisi { }10,9,8 .

Gambar 2.14 Pelabelan Anti Ajaib pada Graf G

Definisi 2.1.10 Pelabelan Total Titik Anti Ajaib (Vertex 
antimagic total labeling)

Fungsi bijektif { }enEV +→∪ ,,2,1: Kα disebut pelabelan 
total titik anti ajaib (vertex antimagic total labeling) dari graf G
sedemikian sehingga bobot titik berbeda (Baĉa, dkk., 2003). 

Gambar 2.14 merupakan pelabelan total titik anti ajaib di mana 
titik dilabelkan  dengan { }3,2,1 dan sisi dilabelkan dengan 
{ }6,5,4 , sehingga bobot titiknya adalah { }13,12,11 .

1

4
3 2

5 6

1

5
3 2

4 6
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Definisi 2.1.11 Pelabelan Total ),( da -Titik Anti Ajaib ((a,d)-
vertex antimagic total labeling)

Fungsi bijektif { }enEV +→∪ ,,2,1: Kα disebut pelabelan 
total ),( da -titik anti ajaib dari graf G jika himpunan bobot dari 
semua titik di graf G adalah { }dnadaa )1(,,, −++ K , di mana 

0>a dan 0≥d . a dan d merupakan bilangan bulat positif, 
dengan a merupakan bobot titik pertama (terkecil) dan d
merupakan selisih bobot titik. Jika 0=d pelabelan total ),( da -titik 
anti ajaib disebut pelabelan total titik ajaib (Sugeng, 2005).  
 
Definisi 2.1.12 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib 
(Super ),( da -vertex antimagic total labeling)

Pelabelan total ),( da -titik anti ajaib disebut pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib jika { }nV ,,2,1)( K=α dan 

{ }ennnE +++= ,,2,1)( Kα (Sugeng, 2005).  
 
Berdasarkan definisi 2.1.12, untuk pelabelan super ditentukan 

himpunan titik dengan bilangan bulat { }n,,2,1 K dari graf G dan 
himpunan sisinya dengan { }ennn +++ ,,2,1 K dari graf G . Jika 
δ adalah derajat minimum dari graf G , maka bobot titik 
minimumnya adalah )()2()1(1 δ+++++++ nnn K , sehingga 

2
)1(

)12(
2

)1.)1()1(2(
2

+
+=++=−++=

δδ
δδδδδ

δ nnnS

Dengan demikian, diperoleh: 

2
)1(1 +

++≥
δδ

δna (2.1) 

Jika ∆ adalah derajat maksimum dari graf G , maka bobot titik 
maksimumnya adalah ))1(()1()( −∆−+++−++++ enenenn K ,
sehingga 

∑
−∆

=

−++≤−+
1

0

)()1(
i

ienndna (2.2) 
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Dengan mensubstitusikan nilai a pada pertidaksamaan (2.1) ke 
dalam pertidaksamaan (2.2), maka 

aienndn

ienndna

i

i

−−++≤−

−++≤−+

∑

∑
−∆

=

−∆

=

1

0

1

0

)()1(

)()1(

1

)(
1

0

−

−−++
≤

∑
−∆

=

n

aienn
d i

1
2

)1(1)1)(2(
2

−

+−−−+∆−+∆+
≤

n

nenn
d

δδδ

)1(2
)1(22)1)(2(2

)1(2
)1(

11
1

)1(2
)1)(2(

1

−
+−−−+∆−+∆+

≤

−
+

−
−

−
−

−
−

+∆−+∆+
−

≤

n
nennd

nn
n

nn
en

n
nd

δδδ

δδδ

)1(2
)12()1)(2(22

−
++−+∆−+∆+−

≤
n

nennd δδ

)1(2
)12()1)(2()1(2

−
++−+∆−+∆+−

≤
n

nennd δδ

)1(2
)12()1)(2(1

−
++−+∆−+∆+≤

n
nend δδ

(2.3) 

 
Misalkan Sn merupakan jumlah dari semua pelabelan titik, 

sedangkan Se merupakan jumlah dari semua pelabelan sisi. Jika 
pelabelan merupakan bilangan bulat en +,,2,1 K , maka jumlah dari 
semua label (titik dan sisi) adalah 

{ }

)1(
2

))1(2(
2

,,2,1)(

+=

−+=⇒=

nn

nnSnV nKα
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{ }

)12(
2

))1()1(2(
2

,,2,1)(

++=

−++=⇒+++=

ene

eneSennnE eKα

Dengan demikian, diperoleh:   

2
)1()( +++

=+
enenSS en (2.4) 

Diberikan jdaxw j +=)( , 1,,1,0 −= nj K .
Dengan menjumlahkan bobot titik pada semua titik, sesuai 

dengan definisi pelabelan anti ajaib maka digunakan label setiap titik 
sebanyak 1 dan label setiap sisi sebanyak 2. Sehingga: 

))1(()2()(

)(2
1

0

dnadadaa

djaSS
n

j
en

−+++++++=

+=+ ∑
−

=

KK

))1(2(
2

dnan
−+= (2.5) 

Dengan menggabungkan persamaan (2.4) dan (2.5), maka 
eliminasi kedua persamaan tersebut dengan mengalikan persamaan 
(2.4) dengan 2 dan (2.5) dengan 1, sehingga 

 
)1()(22 +++=+ enenSS en

))1(2(
2

2 dnanSS en −+=+

( )

)1()1(
2

)1()(

)1(
2

)1()(1
2
1

))1(2(
2

)1()(

+−−−+++=

−−−+++=+

−+−+++=

nndnnenenan

dnnanenennn

dnanenenSn

2
)1()1()1()(2 +−−−+++= nndnenenan
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n
nndnenenenena

2
)1()1()1()()1()( +−−−+++++++

=

n
nndneenennenenena

2
)1()1)(()1()( 22 +−−+++++++++

=

n
nndneennneenena

2
)1()1()1()1(2)1()( +−−−++++++++

=

n
dnnneeeenena

2
)1(2)1()1()( −−++++++

= (2.6)       
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BAB III 
PEMBAHASAN 

Pada pembahasan akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan 
total super ),( da -titik anti ajaib pada graf Path )( nP , Cycle )( nC ,
dan Petersen khusus )2,5(P .

3.1 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Path )( nP

Pada pembahasan berikut akan ditunjukkan cara menentukan 
Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf Path )( nP
dengan  2=d untuk n ganjil dan 3=d untuk n sembarang. 
 Dari persamaan (2.3), untuk setiap graf Path )( nP dengan 3≥n
mempunyai derajat maksimum 2)( =∆ , derajat minimum 1)( =δ ,
jumlah sisi 2)( =e , dan jumlah titik 3)( =n . Maka  

)1(2
)12()1)(2(

1
−

++−+∆−+∆
+≤

n
nend δδ

4
89.21

)2(2
)116(1)125.2(21

)13(2
)113.2(1)12)23(2(21

−
+≤

++−+−
+≤

−
++−+−+

+≤

d

d

d

5,3≤d
Dari persamaan (2.6), Jumlah sisi )( e dari graf Path )( nP adalah 
1−n sehingga 

n
dnnneeeenena

2
)1(2)1()1()( −−++++++=

n
dnnnnnnnnnn

2
)1()1(2)11()1()11()1( −−−++−−++−+−+

=

n
dnnnnnnnn

2
)1()1(2)1(2)12( −−−+−+−=
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n
dnnnnnnnn

2
)1(2224 222 −−−+−+−=

2
)1(57

2
)1(57 2

dnna

n
dnnnn

−−−=

−−−=

Dengan demikian, diperoleh graf  Path )( nP dengan 

5,3≤d dan 
2

)1(57 dnna −−−
= (3.1) 

 
3.1.1 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 

Path )( nP dengan 2=d untuk n Ganjil 

Proposisi 3.1   

 Untuk setiap 3≥n , graf Path )( nP mempunyai pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib untuk 2=d jika dan hanya jika n ganjil 
(Sugeng, 2005).  

Bukti: 

)( ⇒ Bukti tidak langsung dengan kontradiksi. 
Andaikan n genap )3( ≥n . Berdasarkan persamaan (3.1), graf Path 

)( nP dengan 2=d mempunyai bobot titik terkecil 
2

35 −
=

na .

a bernilai pecahan untuk n genap. Berdasarkan definisi, graf Path 
)( nP tidak mempunyai pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib 

untuk 2=d . Hal ini kontradiksi dengan graf Path )( nP mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 2=d . Jadi 
pengandaian salah. Dengan demikian, terbukti bahwa jika graf Path 

)( nP mempunyai pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib dengan 
2=d maka n ganjil.  
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)( ⇐ Misalkan titik-titik dari graf Path )( nP dengan n ganjil adalah 
),,,( 21 nxxx K .

Akan ditunjukkan untuk setiap 3≥n , graf Path )( nP mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 2=d dengan n
ganjil.  
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path 

)( nP dengan 









=−
−=−

=
=

nin
nii

in
xi

,1
1,,2,1

1,
)( Kα

dan pelabelan sisi dari graf Path )( nP dengan 










+

+

=+

.,
2

,
2

3

)( 1

genapiuntukin

ganjiliuntukin

xx iiα

Pilih bobot titik graf Path )( nP dengan 2=d untuk n ganjil dengan 

 da + da 2+ da 3+ dna )1( −+ a

Misalkan )( ixbα , ni ≤≤1 , adalah bobot titik ix dari graf Path 
)( nP , sehingga 

2
35

2
1222

2
1

)1()(
−

=
−++−

=





 −

++−=
nnnnnnnxb nα

2
15

2
132

2
13

)( 1
+

=
++

=





 +

+=
nnnnnxbα .

Akan ditentukan )( ixbα untuk 1,,2 −= ni K .
Pilih da 6+ .
Karena da 6+ terletak pada titik ke 6, maka 

=+ da 6 sisi ke 5 + titik ke 6 + sisi ke 6     








 ++−+






 +
=

2
)1(

2
3 6

6
5 i

ni
in
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)1()16(55 −=−== ii
iii =−=−== )0()06(66

.
2

345
2

22213
2

)1(
2

)1(3)(

−+=

++−+−+
=







 ++−+






 −+

=

in

iniin

iniinxb iα

Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path )( nP

{ }

.
2

79
,

2
95

,
2

55
,

2
15

,
2

35
)(,)(,)( 1







 −+++−

=

=
nnnnn

xbxbxbB in

K

αααα

Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan n ganjil dan 2=d

graf Path )( nP mempunyai pelabelan total super 





 −

2,
2

35n -titik 

anti ajaib. 
 
Langkah-langkah pelabelan total super )2,( a -titik anti ajaib untuk 
n ganjil pada graf Path )( nP adalah sebagai berikut: 

1. Diketahui 2=d dan banyak titik graf  n= .

2. Hitung a dengan rumus: 
2

35 −
=

na .

3. Beri label titik pertama dengan n atau nx =)( 1α dan titik 
ke n dengan 1−n atau 1)( −= nxnα .

4. Beri label titik yang lain dengan  
1)( −= ixiα untuk 1,,2 −= ni K .

5. Beri label sisi untuk ni ,,2,1 K= , dengan 

i. 
2

3)( 1
inxx ii

+
=+α , untuk i ganjil 

ii. 
2

)( 1
inxx ii +=+α , untuk i genap.   
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6. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 
titik dan sisi ujung kanan kemudian label titik dan sisi ujung 
kiri, berturut-turut ke kanan sehingga memenuhi himpunan 

bobot titik: 






 −+−

2
79

,,
2

15
,

2
35 nnn

LL .

Diagram alir pelabelan total super )2,( a -titik anti ajaib untuk n
ganjil pada graf Path )( nP dapat dilihat pada Lampiran 1.  
 
Contoh 3.1: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf Path )( nP dengan 2=d untuk 9=n .

Untuk 9=n , dengan 21
2

39.5
2

35
=

−
=

−
=

na dan  2=d

pelabelannya sebagai berikut: 
a. Pelabelan titik atau )( ixα :

9)( 1 == nxα
1)( 2 =xα 5)( 6 =xα
2)( 3 =xα 6)( 7 =xα
3)( 4 =xα 7)( 8 =xα
4)( 5 =xα 819)( 9 =−=xα

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1)( =ixα .

b. Pelabelan sisi atau )( 1+ii xxα :

14
2

19.3
2

3)(1 21 =
+

=
+

=⇒=
inxxi α

10
2
29

2
)(2 32 =+=+=⇒= inxxi α

15
2

39.3
2

3)(3 43 =
+

=
+

=⇒=
inxxi α

11
2
49

2
)(4 54 =+=+=⇒= inxxi α
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16
2

59.3
2

3)(5 65 =
+

=
+

=⇒=
inxxi α

12
2
69

2
)(6 76 =+=+=⇒= inxxi α

17
2

79.3
2

3)(7 87 =
+

=
+

=⇒=
inxxi α

13
2
89

2
)(8 98 =+=+=⇒= inxxi α

{ }17,16,15,14,13,12,11,10)( 1 =+ii xxα .

Gambar 3.1 Pelabelan Total Super )2,21( -Titik Anti Ajaib 9P

Himpunan bobot titik dari graf Path )( nP dengan 2=d untuk 
9=n adalah { }37,35,33,31,29,27,25,23,21 .

3.1.2 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Path )( nP dengan 3=d untuk n Sembarang 

Proposisi 3.2   

 Untuk setiap 3≥n , graf Path )( nP mempunyai pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib untuk 3=d (Sugeng, 2005).  

Bukti: 

( i ) untuk n ganjil 

Misalkan titik-titik dari graf Path )( nP dengan n ganjil adalah 
),,,( 21 nxxx K .

Akan ditunjukkan untuk setiap 3≥n , graf Path )( nP mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 3=d untuk n
ganjil.  
 

9 1 2 3 64 5
15 161014

87
1211 1317
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Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path 
)( nP dengan 









=
−=+−

=
=

nin
niin

i
xi

,
1,,2,1

1,1
)( Kα

dan pelabelan sisi dari graf Path )( nP dengan 





−+
−−

=+ .12
12

)( 1 genapiuntukin
ganjiliuntukin

xx iiα

Pilih bobot titik graf Path )( nP dengan 3=d untuk n ganjil dengan      

a dna )1( −+ da 3+ da 2+ da +

Misalkan )( ixbα , ni ≤≤1 , adalah bobot titik ix dari graf Path 
)( nP , sehingga 

12)112(1)( 1 −=−−+= nnxbα

22))1(12()()( +=−−++= nnnnxb nα .
Akan ditentukan )( ixbα untuk 1,,2 −= ni K .
Pilih da 5+ .
Karena da 5+ terletak pada titik ke 5, maka 

=+ da 5 sisi ke )5( −n + titik ke )4( −n + sisi ke )4( −n
)12()1()12( 445 −−− −−++−+−+= nnn ininin

)())05(()5(5 innnin −=−−=−=−

))1(())15(()4(4 −−=−−=−=− innnin

.132
1121112

)))1((12()1))1((())(12()(

−+=
−+−−++−+−++−+=

−−−−++−−−+−−+=

in
inninninn

inninninnxb iα

Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path )( nP

{ }
{ }.45,82,52,22,12

)(,)(,)( 1

−+++−=
=

nnnnn
xbxbxbB in

K

αααα
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Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan n ganjil dan 3=d ,
graf Path )( nP mempunyai pelabelan total super ( )3,12 −n -titik 
anti ajaib. 

Langkah-langkah pelabelan total super )3,( a -titik anti ajaib untuk 
n ganjil pada graf Path )( nP adalah sebagai berikut: 

1. Diketahui 3=d dan banyak titik graf  n= .
2. Hitung a dengan rumus: 12 −= na .
3. Beri label titik pertama dengan 1 atau 1)( 1 =xα dan titik ke 

n dengan n atau nxn =)(α .
4. Beri label titik yang lain dengan  

1)( −−= inxiα untuk 1,,2 −= ni K .
5. Beri label sisi untuk 1,,2,1 −= ni K , dengan 

i. inxx ii −−=+ 12)( 1α , untuk i ganjil 
ii. inxx ii −+=+ 12)( 1α , untuk i genap. 

6. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 
titik dan sisi ujung kanan kemudian label titik dan sisi ujung 
kiri, berturut-turut ke kanan sehingga memenuhi himpunan 
bobot titik:  { }45,,22,12 −+− nnn LL .

Diagram alir pelabelan total super )3,( a -titik anti ajaib untuk n
ganjil pada graf Path )( nP dapat dilihat pada Lampiran 2.  
 
Contoh 3.2: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf Path )( nP dengan 3=d untuk 11=n .

Untuk 11=n , dengan 21111.212 =−=−= na dan  3=d
pelabelannya sebagai berikut: 
a. Pelabelan titik atau )( ixα :

1)( 1 =xα
1012111)( 2 =+−=+−= inxα
913111)( 3 =+−=+−= inxα
814111)( 4 =+−=+−= inxα
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 715111)( 5 =+−=+−= inxα
616111)( 6 =+−=+−= inxα
517111)( 7 =+−=+−= inxα
418111)( 8 =+−=+−= inxα
319111)( 9 =+−=+−= inxα

2110111)( 10 =+−=+−= inxα
11)( == nxnα

{ }11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)( =ixα .

b. Pelabelan sisi atau )( 1+ii xxα :
201111.212)(1 21 =−−=−−=⇒= inxxi α
212111.212)(2 32 =−+=−+=⇒= inxxi α

183111.212)(3 43 =−−=−−=⇒= inxxi α
194111.212)(4 54 =−+=−+=⇒= inxxi α
165111.212)(5 65 =−−=−−=⇒= inxxi α
176111.212)(6 76 =−+=−+=⇒= inxxi α
147111.212)(7 87 =−−=−−=⇒= inxxi α
158111.212)(8 98 =−+=−+=⇒= inxxi α
129111.212)(9 109 =−−=−−=⇒= inxxi α

1310111.212)(10 1110 =−+=−+=⇒= inxxi α
{ }21,20,19,18,17,16,15,14,13,12)( 1 =+ii xxα .

Gambar 3.2 Pelabelan Total Super )3,21( -Titik Anti Ajaib 11P

Himpunan bobot titik dari graf Path )( nP dengan 3=d untuk 
11=n adalah { }51,48,45,42,39,36,33,30,27,24,21 .

20

1

10

9
8

7
6

5
4

3
2

11

19

18

21 17

14 12

15
4

16

13
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(ii) untuk n genap 

Misalkan titik-titik dari graf Path )( nP dengan n genap adalah 
),,,( 21 nxxx K .

Akan ditunjukkan untuk setiap 3≥n , graf Path )( nP mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 3=d untuk n
genap.  
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path 

)( nP dengan 

 















=

−+=−

+=−

=−

=

nin

nniin

nii

in

xi

,

1,,2
2

,)(2

1
2

,,2,32

1,2

)(
KK

KK

α

dan pelabelan sisi dari graf Path )( nP dengan 










−+=−

=−+
=+

.1,,1
2

,23

2
,,2,1,12

)( 1

nniin

niin
xx ii

KK

KK

α

Pilih bobot titik graf Path )( nP dengan 3=d untuk n genap dengan      

a da 2+ dna )1( −+ da 3+ da +

Misalkan )( ixbα , ni ≤≤1 , adalah bobot titik ix dari graf Path 
)( nP , sehingga 

12)11.2()2()( 1 −=−++−= nnnxbα

22))1(23()()( +=−−+= nnnnxb nα

(a) Dari kiri 

Akan ditentukan )( ixbα untuk 
2

,,2 ni K= .

Pilih da 4+ .
Karena da 4+ terletak pada titik ke 3, maka 



27

=+ da 4 sisi ke 2 + titik ke 3 + sisi ke 3     
( )12)32()12( 332 −++−+−+= iniin

)1()13(22 −=−== ii
iii =−=−== )0()03(33

.762

1232122

)12()32()1)1(2()(

−+=

−++−+−−+=

−++−+−−+=

in
iniin

iniinxb iα

(b) Dari kanan 

Akan ditentukan )( ixbα untuk 
2

,,2 ni K= .

Pilih da 3+ .
Karena da 3+ terletak pada titik ke 2, maka 

=+ da 3 sisi ke )2( −n + titik ke )1( −n + sisi ke )1( −n
)23()(2)23( 112 −−− −+−+−= nnn ininin

)())02(()2(2 innnin −=−−=−=−

))1(())12(()1(1 −−=−−=−=− innnin

.462
22232222223

)))1((23()))1(((2))(23()(

−+=
−+−+−+−++−=

−−−+−−−+−−=

in
inninninn

inninninnxb iα

Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path )( nP

{ }
{ }.45,,142,112,82,52,22,12

)(,)(,)( 1

−+++++−=
=

nnnnnnn
xbxbxbB in

K

αααα

Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan n genap dan 3=d ,
graf Path )( nP mempunyai pelabelan total super ( )3,12 −n -titik 
anti ajaib. 
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Langkah-langkah pelabelan total super )3,( a -titik anti ajaib untuk 
n genap pada graf Path )( nP adalah sebagai berikut: 

1. Diketahui 3=d dan banyak titik graf  n= .
2. Hitung a dengan rumus: 12 −= na .
3. Beri label titik pertama dengan 2−n atau 2)( 1 −= nxα dan 

titik ke n dengan n atau nxn =)(α .
4. Beri label titik yang lain dengan 

i. 32)( −= ixiα , untuk 1
2

,,2 += ni K

ii. )(2)( inxi −=α , untuk 1,,2
2

−+= nni K .

5. Beri label sisi dengan 

i. 12)( 1 −+=+ inxx iiα , untuk 
2

,,2,1 ni K=

ii. inxx ii 23)( 1 −=+α , untuk 1,,1
2

−+= nni K .

6. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 
titik dan sisi ujung kiri kemudian label titik dan sisi ujung 
kanan, demikian seterusnya sehingga memenuhi himpunan 
bobot titik:  { }45,,22,12 −+− nnn LL .

Diagram alir pelabelan total super )3,( a -titik anti ajaib untuk n
genap pada graf Path )( nP dapat dilihat pada Lampiran 3.  

 
Contoh 3.3: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf Path )( nP dengan 3=d untuk 8=n .

Untuk 8=n , dengan 1518.212 =−=−= na dan  3=d
pelabelannya sebagai berikut: 
a. Pelabelan titik atau )( ixα :

62)( 1 =−= nxα
132.232)( 2 =−=−= ixα
333.232)( 3 =−=−= ixα
534.232)( 4 =−=−= ixα
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 735.232)( 5 =−=−= ixα
( ) ( ) 46822)( 6 =−=−= inxα
( ) ( ) 27822)( 7 =−=−= inxα

8)( == nxnα
{ }8,7,6,5,4,3,2,1)( =ixα .

b. Pelabelan sisi atau )( 1+ii xxα :
911.2812)(1 21 =−+=−+=⇒= inxxi α
1112.2812)(2 32 =−+=−+=⇒= inxxi α
1313.2812)(3 43 =−+=−+=⇒= inxxi α
1514.2812)(4 54 =−+=−+=⇒= inxxi α

145.28.323)(5 65 =−=−=⇒= inxxi α
126.28.323)(6 76 =−=−=⇒= inxxi α
107.28.323)(7 87 =−=−=⇒= inxxi α

{ }15,14,13,12,11,10,9)( 1 =+ii xxα .

Gambar 3.3 Pelabelan Total Super )3,15( -Titik Anti Ajaib 8P

Himpunan bobot titik dari graf Path )( nP dengan 3=d untuk 
8=n adalah { }36,33,30,27,24,21,18,15 .

3.2 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Cycle )( nC

Selanjutnya akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib pada graf Cycle )( nC dengan 2=d
untuk n ganjil dan 1=d untuk n sembarang. 
 Dari persamaan (2.3), Untuk graf Cycle )( nC dengan 3≥n
mempunyai derajat maksimum )(∆ = derajat minimum )(δ = 2 dan 
jumlah sisi )( e = jumlah titik )( n = 3. Maka 

6 1 3 5 27 4
11 13 15 14 12 9

8
10 
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)1(2
)12()1)(2(

1
−

++−+∆−+∆
+≤

n
nend δδ

)13(2
)123.2(2)12)33(2(21

−
++−+−++≤d

)2(2
)126(2)126.2(2

1
++−+−

+≤d

.2
4

9.211.21

≤

−
+≤

d

d

Dari persamaan (2.6), Jumlah sisi )( e dari graf Cycle )( nC
adalah n sehingga 

n
dnnnnnnnnnn

n
dnnneeeenena

2
)1(.2)1()1()(

2
)1(2)1()1()(

−−++++++=

−−++++++=

n
dnnnnnnn

2
)1(2)1()12(2 2 −−++++

=

n
dnnnnnnn

2
)1(224 222 −−++++=

2
)1(37

2
)1(37 2

dnna

n
dnnnn

−−+
=

−−+
=

Dengan demikian, diperoleh graf Cycle )( nC dengan 

2≤d dan 
2

)1(37 dnna −−+
= (3.2) 
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3.2.1 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Cycle )( nC dengan 2=d untuk n Ganjil 

Proposisi 3.3 

 Untuk setiap 3≥n , graf Cycle )( nC mempunyai pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib untuk 2=d jika dan hanya jika n ganjil 
(Sugeng, 2005).  

Bukti: 

)( ⇒ Bukti tidak langsung dengan kontradiksi. 
Andaikan n genap )3( ≥n . Berdasarkan persamaan (3.2), graf 
Cycle )( nC dengan 2=d mempunyai bobot titik terkecil 

2
55 += na . a bernilai pecahan untuk n genap. Berdasarkan 

definisi, graf Cycle )( nC tidak mempunyai pelabelan total super 
),( da -titik anti ajaib untuk 2=d . Hal ini kontradiksi dengan graf 

Cycle )( nC mempunyai pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib 
untuk 2=d . Jadi pengandaian salah. Dengan demikian, terbukti 
bahwa jika graf Cycle )( nC mempunyai pelabelan total super 

),( da -titik anti ajaib dengan 2=d maka n ganjil.  
)( ⇐ Misalkan titik-titik dari graf Cycle )( nC dengan n ganjil 

adalah ),,,( 21 nxxx K .
Akan ditunjukkan untuk setiap 3≥n , graf Cycle )( nC mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 2=d dengan n
ganjil.  
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Cycle 

)( nC dengan 
ixi =)(α , ni ,,2,1 K=

dan pelabelan sisi dari graf Cycle )( nC dengan 










+
−

−

+
+

=+

.,
22

1
2

,
2

1

)( 1

genapiuntukinn

ganjiliuntukin
xx iiα
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Pilih bobot titik graf Cycle )( nC dengan 2=d untuk n ganjil 
dengan      
 a

dna )1( −+ da +

Misalkan )( ixbα , ni ≤≤1 , adalah bobot titik ix dari graf Cycle 
)( nC , sehingga 

Akan ditentukan )( ixbα untuk ni ,,2,1 K= .
Pilih da 8+ .
Karena da 8+ terletak pada titik ke 9, maka 

=+ da 8 sisi ke 8 + titik ke 9 + sisi ke 9    








 +
+++







 +
−

−=
2

1
22

1
2 9

9
8 i

ni
inn

)1()19(88 −=−== ii
iii =−=−== )0()09(99








 +
+++







 −
+

−
−=

2
1

2
1

2
1

2)(
iniinnxb iα

2
122114 iniinn ++++−++−

=

.
2

145 ++
=

in

Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik pada graf Cycle 
)( nC

{ }nixbB i ≤≤= 1)(αα







 ≤≤

++
= niin 1

2
145







 +++

=
2

19,,
2

95,
2

55 nnn
L .
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 Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan n ganjil dan 2=d ,

graf Cycle )( nC mempunyai pelabelan total super 





 +

2,
2

55n -titik 

anti ajaib. 
 
Langkah-langkah pelabelan total super )2,( a -titik anti ajaib dengan  
n ganjil pada graf Cycle )( nC adalah sebagai berikut: 

1. Diketahui 2=d dan banyak titik graf  n= .

2. Hitung a dengan rumus: 
2

25 += na .

3. Beri label titik  dengan ixi =)(α untuk ni ,,2,1 K= .
4. Beri label sisi untuk ni ,,2,1 K= , dengan 

i. 
2

1)( 1
+

+=+
inxx iiα , untuk  i ganjil 

ii. 
22

12)( 1
innxx ii +

−
−=+α , untuk  i genap.  

5. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 
titik dan sisi dari kiri ke kanan sehingga memenuhi 

himpunan bobot titik: 






 +++

2
19,,

2
95,

2
55 nnn

LL .

Diagram alir pelabelan total super )2,( a -titik anti ajaib dengan  
n ganjil pada graf Cycle )( nC dapat dilihat pada Lampiran 4.  
 
Contoh 3.4: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf Cycle )( nC dengan 2=d untuk 7=n .

Untuk 7=n , dengan 20
2

57.5
2

55
=

+
=

+
=

na dan  2=d

pelabelannya sebagai berikut: 
a. Pelabelan titik atau )( ixα :

1)( 1 =xα 5)( 5 =xα
2)( 2 =xα 6)( 6 =xα
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3)( 3 =xα 7)( 7 =xα
4)( 4 =xα

{ }7,6,5,4,3,2,1)( =ixα .

b. Pelabelan sisi atau )( 1+ii xxα :

8
2

117
2

1)(1 21 =
+

+=
+

+=⇒=
inxxi α

12
2
2

2
177.2

22
12)(2 32 =+

−
−=+

−
−=⇒= innxxi α

9
2

137
2

1)(3 43 =
+

+=
+

+=⇒=
inxxi α

13
2
4

2
177.2

22
12)(4 54 =+

−
−=+

−
−=⇒= innxxi α

10
2

157
2

1)(5 65 =
+

+=
+

+=⇒=
inxxi α

14
2
6

2
177.2

22
12)(6 76 =+

−
−=+

−
−=⇒= innxxi α

11
2

177
2

1)(7 87 =
+

+=
+

+=⇒=
inxxi α

{ }14,13,12,11,10,9,8)( 1 =+ii xxα .

Gambar 3.4 Pelabelan Total Super )2,20( -Titik Anti Ajaib 7C

Himpunan bobot titik dari graf Cycle )( nC dengan 2=d untuk 
7=n adalah { }32,30,28,26,24,22,20 .

1

7

6

4

2

3

5

8

12

9
13

10 

11 

14 
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3.2.2 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Cycle )( nC dengan 1=d untuk n Sembarang 

Proposisi  3.4  

 Untuk setiap 3≥n , Graf Cycle )( nC mempunyai pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib untuk 1=d dan n sembarang (Sugeng, 
2005).  

Bukti: 

Misalkan titik-titik dari graf Cycle )( nC dengan n ganjil adalah 
),,,( 21 nxxx K .

Akan ditunjukkan untuk setiap 3≥n , graf Cycle )( nC mempunyai 
pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib untuk 1=d dengan n
sembarang.  
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Cycle 

)( nC dengan 
ixi =)(α , ni ,,2,1 K=

dan pelabelan sisi dari graf Cycle )( nC dengan 
12)( 1 +−=+ inxx iiα untuk ni ,,2,1 K= .

Pilih bobot titik graf Cycle )( nC dengan 1=d untuk n sembarang 
dengan    
 a

da + dna )1( −+

Misalkan )( ixbα , ni ≤≤1 , adalah bobot titik ix dari graf Cycle 
)( nC , sehingga 

Akan ditentukan )( ixbα untuk ni ,,2,1 K= .
Pilih da 10+ .
Karena da 10+ terletak pada bobot titik ke 11, maka 
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=+ da 10 sisi ke )9( −n + titik ke )9( −n + sisi ke )10( −n
)12()()12( 1099 +−+++−= −−− nnn iniin

))2(())211(()9(9 −−=−−=−=− innnin

))1(())111(()10(10 −−=−−=−=− innnin

)1))1((2())2(()1))2((2()( +−−−+−−++−−−= innininnxb iα

1122122 +−+−++−++−+−= innininn
13 ++= in .

Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik pada graf Cycle 
)( nC

{ }nixbB i ≤≤= 1)(αα

{ }niin ≤≤++= 113
{ }14,,33,23 +++= nnn LL .

Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan 1=d , graf Cycle 
)( nC mempunyai pelabelan total super ( )1,23 +n -titik anti ajaib. 
 

Langkah-langkah pelabelan total super )1,( a -titik anti ajaib untuk n
sembarang pada graf Cycle )( nC adalah sebagai berikut: 

1. Diketahui 1=d dan banyak titik graf  n=
2. Hitung a dengan rumus: 23 += na
3. Beri label titik  dengan ixi =)(α untuk ni ,,2,1 K=
4. Beri label sisi dengan  

12)( 1 +−=+ inxx iiα untuk ni ,,2,1 K=
5. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 

titik dan sisi dari kanan ke kiri sehingga memenuhi 
himpunan bobot titik: { }14,,33,23 +++ nnn LL .

Diagram alir pelabelan total super )1,( a -titik anti ajaib untuk n
sembarang pada graf Cycle )( nC dapat dilihat pada Lampiran 5.  
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Contoh 3.5: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf Cycle )( nC dengan 1=d untuk 8=n .

Untuk 8=n , dengan 2628.323 =+=+= na dan  1=d
pelabelannya sebagai berikut: 
a. Pelabelan titik atau )( ixα :

1)( 1 =xα 3)( 3 =xα 5)( 5 =xα 7)( 7 =xα
2)( 2 =xα 4)( 4 =xα 6)( 6 =xα 8)( 1 =xα

{ }8,7,6,5,4,3,2,1)( =ixα .

b. Pelabelan sisi atau )( 1+ii xxα :
16118.212)(1 21 =+−=+−=⇒= inxxi α
15128.212)(2 32 =+−=+−=⇒= inxxi α
14138.212)(3 43 =+−=+−=⇒= inxxi α
13148.212)(4 54 =+−=+−=⇒= inxxi α
12158.212)(5 65 =+−=+−=⇒= inxxi α
11168.212)(6 76 =+−=+−=⇒= inxxi α
10178.212)(7 87 =+−=+−=⇒= inxxi α
9188.212)(8 81 =+−=+−=⇒= inxxi α

{ }16,15,14,13,12,11,10)( 1 =+ii xxα .

Gambar 3.5 Pelabelan Total Super )1,26( -Titik Anti Ajaib 8C

Himpunan bobot titik dari graf Cycle )( nC dengan 1=d untuk 
8=n adalah { }33,32,31,30,29,28,27,26 .

16 15

10 

9 13

14

1211

1 2 3 4

8 7 6 5
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3.3 Pelabelan Total Super ),( da -Titik Anti Ajaib pada Graf 
Petersen khusus )2,5(P

Selanjutnya akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan total 
super ),( da -titik anti ajaib pada graf Petersen khusus )2,5(P .

Dari persamaan (2.3), diperoleh untuk graf Petersen )2,5(P ,
mempunyai derajat maksimum )(∆ = derajat minimum )(δ = 3, 
sedangkan jumlah sisi )( e = jumlah titik )( n = 3. Maka 

)1(2
)12()1)(2(

1
−

++−+∆−+∆
+≤

n
nend δδ

)13(2
)133.2(3)13)33(2(31

−
++−+−++≤d

)2(2
)136(3)136.2(2

1
++−+−

+≤d

4
10.310.31 −

+≤d

1≤d
Dari persamaan (2.6), Jumlah titik )( n dari graf Petersen adalah 

n2 , sedangkan jumlah sisi (e) adalah n3 , sehingga  

( )n
dnnnnnnnnnn

n
dnnneeeenena

2.2
)12(22.3.2)13(3)132()32(

2
)1(2)1()1()(

−−++++++=

−−++++++=

n
dnnnnnnn

4
)12(212)13(3)15(5 2 −−++++

=

n
dnnnnnnn

4
)12(21239525 222 −−++++

=

4
)12(2846

4
)12(2846 2

dnn
n

dnnnn

−−+
=

−−+
=
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Dengan demikian, diperoleh graf Petersen dengan 

 1≤d dan 
4

)12(2846 dnna −−+
= (3.3) 

Proposisi 3.5 

Graf Petersen secara umum dinotasikan dengan ),( mnP , di

mana 3≥n dengan n ganjil dan 
2

1 nm ≤≤ mempunyai pelabelan 

total super )1,( a -titik anti ajaib (Sugeng, 2005). 

Bukti: 

 Misalkan graf Petersen ),( mnP secara umum mempunyai titik 
( )( ) { } { }110110 ,,,,,,, −− ∪= nn yyyxxxmnPV KK dan sisi 
( )( ) { }1,,1,0:,,,, 1 −== ++ nixxyyxymnPE miiiiii KK dengan 

diberikan modulo n . Ada dua graf Cycle dari ),( mnP yaitu graf 
Cycle dalam dan graf Cycle luar. Untuk graf Cycle luar dinotasikan 
dengan 110 ,,, −nyyy K dan graf Cycle dalam dinotasikan dengan 

)1(20 ,,,, −nmm xxxx K . Ubah titik graf Cycle dalam dengan 0
*
0 xx = ,

mxx =*
1 , ( ) mnnm xxxx 1

*
12

*
2 ,, −− == K . Maka graf Cycle dalam dapat 

juga dinotasikan dengan *
1

*
1

*
0 ,,, −nxxx K .

Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan total α untuk 
graf Cycle luar dan graf Cycle dalam sebagai berikut: 
Pelabelan titik dari graf Cycle dalam adalah 

1)( * += ixiα , 1,,1,0 −= ni K

pelabelan titik dari graf Cycle luar adalah 
inyi ++= 1)(α , 1,,1,0 −= ni K

pelabelan sisi dari graf Cycle luar  adalah 










−

−
=+

ganjiliuntukin

genapiuntukin
yy ii

2
5

2
3

)( 1α
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pelabelan sisi dari graf Cycle dalam adalah 










−

−
=+

ganjiliuntukin

genapiuntukin
xx ii

2
7

2
4

)( *
1

*α

untuk 1,,1,0 −= ni K , di mana semua subscript adalah modulo n
pelabelan jari-jarinya adalah 

1,,1,0,14),( −=++= niinyx ii Kα .
Pilih bobot titik graf Petersen dengan 1=d untuk n ganjil dengan         
 a

dna )1( −+ da +

Misalkan )( ixbα , 10 −≤≤ ni , adalah bobot titik ix dari graf 
Petersen, sehingga 
Akan ditentukan )( ixbα untuk 1,,1,0 −= ni K .
Pilih da 2+ .
Karena da 2+ terletak pada titik ke 2, maka 

=+ da 2 sisi ke 1 + titik ke 2 + sisi ke 2 + jari-jari ke 2    

)14(
2

3)1(
2

5
2

2
2

1 in
i

nin
in

+++






 −++++






 −
=

)1()12(11 −=−== ii
iii =−=−== )0()02(22

)14(
2

3)1(
2

)1(5
)( ininininxb i +++






 −++++







 −−
=α

2
228622215 inininin +++−+++++−

=

2
5221 ++

=
in .
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Misalkan αB menyatakan himpunan bobot titik luar pada graf 

Petersen 

{ }10)( −≤≤= niybB iαα







 −≤≤

++
= 10

2
5221 niin







 +++

=
2

323
,,

2
721

,
2

521 nnn
L .

Dengan demikian, untuk setiap 3≥n dengan 1=d , graf Petersen  

mempunyai pelabelan total super 





 +

1,
2

521n -titik anti ajaib. 

 
Langkah-langkah pelabelan total super )1,( a -titik anti ajaib pada 

)2,5(P adalah sebagai berikut: 
1. Diketahui 1=d dan banyak titik graf  n= .

2. Hitung a dengan rumus: 





 +

=
2

521na .

3. Beri label titik  dalam dengan  
1)( * += ixiα untuk 1,,1,0 −= ni K .

4. Beri label titik  luar dengan 
inyi ++= 1)(α untuk 1,,1,0 −= ni K .

5. Beri label sisi luar untuk 1,,1,0 −= ni K , dengan 

i. 
2

3)( 1
inyy ii −=+α , untuk  i genap 

ii. 
2

5)( 1
inyy ii

−
=+α , untuk  i ganjil. 

6. Beri label sisi dalam untuk 1,,1,0 −= ni K , dengan 

i. 
2

4)( *
1

* inxx ii −=+α , untuk  i genap 

ii. 
2

7)( *
1

* inxx ii
−

=+α , untuk  i ganjil. 
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7. Beri label jari-jari dengan  
inyx ii ++= 14),(α untuk 1,,1,0 −= ni K .

8. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label 
titik dan sisi dari kiri ke kanan sehingga memnuhi himpunan 

bobot titik: 






 +++

2
323,,

2
721,

2
521 nnn

L .

Diagram alir pelabelan total super )1,( a -titik anti ajaib pada 
)2,5(P dapat dilihat pada Lampiran 6.  

 
Contoh 3.6: 

 Berikut akan ditentukan pelabelan total super ),( da -titik anti 
ajaib pada graf petersen khusus )2,5(P .

Graf Petersen )2,5(P dengan 55
2

55.21
2

521
=

+
=

+
=

na dan  1=d

pelabelannya sebagai berikut: 
a. Beri label titik dalam dengan 

1100
*
0 =+== xx

2112
*
1 =+=== xxx m

31242
*
2 =+=== xxx m

41315mod663
*
3 =+===== xxxxx m

51435mod884
*
4 =+===== xxxxx m

{ }5,4,3,2,1)*( =ixα .

b. Beri label titik luar dengan 
60150 =++=y

71151 =++=y
82152 =++=y
93153 =++=y
104154 =++=y

{ }10,9,8,7,6)( =iyα .
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c. Beri label sisi luar dengan  

 15
2
05.3

2
3)(0 10 =−=−=⇒=

inyyi α

12
2

15.5
2

5)(1 21 =
−

=
−

=⇒=
inyyi α

14
2
25.3

2
3)(2 32 =−=−=⇒=

inyyi α

11
2

35.5
2

5)(3 43 =
−

=
−

=⇒=
inyyi α

13
2
45.3

2
3)(4 04 =−=−=⇒=

inyyi α

{ }15,14,13,12,11)( 1 =+ii yyα .

d. Beri label sisi dalam dengan 

20
2
0

5.4
2

4)()()(0 200
*
1

*
0 =−=−===⇒=

inxxxxxxi m ααα

17
2

15.7
2

7
)()()(1 422

*
2

*
1 =

−
=

−
===⇒=

inxxxxxxi mm ααα

19
2
2

5.4
2

4)()()(2 1432
*
3

*
2 =−=−===⇒=

inxxxxxxi mm ααα

16
2

35.7
2

7
)()()(3 3143

*
4

*
3 =

−
=

−
===⇒=

inxxxxxxi mm ααα

18
2
4

5.4
2

4)()()(4 0354
*
5

*
4 =−=−===⇒=

inxxxxxxi mm ααα

{ }20,19,18,17,16)( 1 =+ii xxα .

e. Beri label jari-jari dengan 
21015.414),( 00 =++=++= inyxα

22115.414),( 11 =++=++= inyxα
23215.414),( 22 =++=++= inyxα
24315.414),( 33 =++=++= inyxα
25415.414),( 44 =++=++= inyxα

{ }25,24,23,22,21)( =ii yxα .
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Gambar 3.6 Pelabelan Total Super )1,55( -Titik Anti Ajaib )2,5(P

Himpunan bobot titik dari graf Petersen )2,5(P adalah 
{ }59,58,57,56,55 .

13

10

9 8

7

6

1

3 4

25

22

11
12

15

24

25

21

14

19

23

1617

18 20
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

 Kesimpulan yang dapat diambil dalam Skripsi ini adalah: 
1. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf Path 

)( nP dilakukan dengan melabelkan titik dan sisi sedemikian 
hingga pelabelan titik dan sisi harus memenuhi himpunan bobot 
titik:  

a. 






 −+−

2
79

,,
2

15
,

2
35 nnn

LL , untuk 3≥n dengan n

ganjil dan 2=d .
b. { }45,,22,12 −+− nnn LL , untuk 3≥n dengan n

sembarang dan 3=d .
2. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf Cycle 

)( nC dilakukan dengan melabelkan titik dan sisi sedemikian 
hingga pelabelan titik dan sisi harus memenuhi himpunan 
bobot titik:  

a. 






 +++

2
19

,,
2

95
,

2
55 nnn

L , untuk 3≥n dengan n

ganjil dan 2=d .
b. { }14,,33,23 +++ nnn LL , untuk 3≥n dengan n

sembarang dan 1=d .
3. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf Petersen 

khusus )2,5(P dilakukan dengan melabelkan titik, sisi dan 
jari-jari sedemikian hingga pelabelan titik, sisi dan jari-jari 
harus memenuhi himpunan bobot titik 







 +++

2
323

,,
2

721
,

2
521 nnn

LL .

4.2 Saran 

 Untuk penentuan pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib 
dalam skripsi ini masih dapat dikembangkan pada beberapa jenis 
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graf yang lain. Selain itu, dapat dikembangkan penentuan pelabelan 
anti ajaib dengan metode lain.  
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Lampiran 1. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Path )( nP dengan n ganjil dan 2=d dapat disusun dalam diagram 
alir sebagai berikut: 
 

Mulai 

d = 2

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus:  

2
35 −

=
na

Beri label titik dengan 









=−
−=−

=
=

nin
nii

in
xi

,1
1,,2,1

1,
)( Kα

Beri label sisi dengan  










+

+

=+

genapiuntukin

ganjiliuntukin

xx ii

,
2

,
2

3

)( 1α

Selesai 

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 







 −+−

2
79,,

2
15,

2
35 nnn

LL
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Lampiran 2. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Path )( nP dengan n ganjil dan 3=d dapat disusun dalam diagram 
alir sebagai berikut: 
 

Mulai

d = 3

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus: 

12 −= na

Beri label titik dengan  









=
−=+−

=
=

nin
niin

i
xi

,
1,,2,1

1,1
)( Kα

Beri label sisi dengan 





−+

−−
=+ genapiuntukin

ganjiliuntukin
xx ii 12

12
)( 1α

Selesai

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 

{ }45,,22,12 −+− nnn LL



51

Lampiran 3. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Path )( nP dengan n genap dan 3=d dapat disusun dalam diagram 
alir sebagai berikut: 
 

Mulai

d = 3

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus: 

12 −= na

Beri label titik dengan  















=

−+=−

+=−

=−

=

nin

nniin

nii

in

xi

,

1,,2
2

,)(2

1
2

,,2,32

1,2

)(
KK

KK

α

Beri label sisi dengan  










−+=−

=−+
=+

1,,1
2

23

2
,,2,112

)( 1

nniuntukin

niuntukin
xx ii

KK

KK

α

Selesai

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 

{ }45,,22,12 −+− nnn LL
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Lampiran 4. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Cycle )( nC dengan n ganjil dan 2=d dapat disusun dalam 
diagram alir sebagai berikut: 
 

Mulai

d = 2

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus: 

2
25 += na

Beri label titik dengan  

ixi =)(α untuk  ni ,,2,1 K=

Beri label sisi dengan  










+
−

−

+
+

=+

genapiuntukinn

ganjiliuntukin
xx ii

,
22

1
2

,
2

1

)( 1α

Selesai 

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 







 +++

2
19

,,
2

95
,

2
55 nnn

LL
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Lampiran 5. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Cycle )( nC dengan n sembarang dan 1=d dapat disusun dalam 
diagram alir sebagai berikut: 
 

Mulai 

d = 1

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus: 

23 += na

Beri label titik dengan  

ixi =)(α untuk ni ,,2,1 K=

Beri label sisi dengan  

12)( 1 +−=+ inxx iiα untuk ni ,,2,1 K=

Selesai 

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 

{ }14,,33,23 +++ nnn LL
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Lampiran 6. Pelabelan total super ),( da -titik anti ajaib pada graf 
Petersen khusus )2,5(P dengan 5=n dan 1=d dapat disusun 
dalam diagram alir sebagai berikut: 
 

Mulai

d = 1

Masukkan 
nilai n

Hitung a dengan rumus: 





 +

=
2

512 na

Beri label titik dalam dengan  

1)( * += ixiα untuk 1,,1,0 −= ni K
Beri label titik luar dengan 

dengan inyi ++= 1)(α untuk 1,,1,0 −= ni K

Beri label sisi luar dengan  










−

−
=+

ganjiliuntukin

genapiuntukin
yy ii

2
5

2
3

)( 1α

Beri label sisi dalam dengan  










−

−
=+

ganjiliuntukin

genapiuntukin
xx ii

2
7

2
4

)( *
1

*α

A
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Selesai

Beri label jari-jari dengan inyx ii ++= 14),(α

A

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi 







 +++

2
323

,,
2

721
,

2
521 nnn

L
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