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PELABELAN TOTAL SUPER (a,d)-TITIK ANTI AJAIB
PADA GRAF PATH, CYCLE, DAN PETERSEN

ABSTRAK

Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib adalah salah satu
bagian dari pelabelan graf. Pelabelan total super (a,d)-titik anti

ajaib digunakan untuk melabelkan titik dan sisi pada beberapa graf.
Graf yang akan dilabeli adalah graf Path (d =2 untuk n ganjil dan

d =3 untuk n sembarang), graf Cycle (d =2 untuk n ganjil dan
d=1 untuk n sembarang) dan graf Pefersen (Petersen khusus
P(5,2)).

Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada masing-masing
graf Path (P,), Cycle (C,), dan Petersen khusus P (5,2) dilakukan

dengan melabelkan bilangan bulat positif pada titik dan sisi dari graf
dengan menggunakan metode yang berbeda-beda sesuai dengan nilai
n dan d pada graf. Hasil yang didapat dari skripsi ini adalah
pelabelan pada graf Path (P,), Cycle (C,) dan Petersen khusus

P (5,2) memenuhi syarat dari pelabelan total super (a,d) -titik anti

ajaib yaitu memenuhi himpunan bobot titik
{a,a+d,...,a+(n—1)d}.

Kata kunci : Pelabelan anti ajaib, Path, Cycle, Petersen, bobot titik.
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SUPER (a,d)-VERTEX ANTIMAGIC TOTAL LABELING
OF PATH, CYCLE, AND PETERSEN GRAPH

ABSTRACT

Super (a,d)-vertex antimagic total labeling is one type of graph
labeling. The super (a,d ) -vertex antimagic total labeling is used for

vertex and edge labeling from some type of graph. The graph that
will be labeled is Path graph (d =2 for n odd and d =3 for all n),

Cycle graph (d =2 for n odd and d =1 for all n) and Petersen
graph (Special Petersen P(5,2)).

Super (a,d ) -vertex antimagic total labeling for each Path (P,),
Cycle (C,) and special Petersen graph P(5,2) is performed using
with different method of labeling for their each vertex and edge
using integer number. It depends on their value from » and d
variable. The result from this final project is graph labeling for Path
(P,), Cycle (C,) and special Petersen graph P(5,2) using super
(a,d) -vertex antimagic total labeling method required for vertex
weight set {a,a+d,...,a+(n—1)d}.

Keywords : Antimagic labeling, Path, Cycle, Petersen, vertex
weight.
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ABSTRAK

Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib adalah salah satu
bagian dari pelabelan graf. Pelabelan total super (a,d)-titik anti

ajaib digunakan untuk melabelkan titik dan sisi pada beberapa graf.
Graf yang akan dilabeli adalah graf Path (d =2 untuk n ganjil dan

d =3 untuk n sembarang), graf Cycle (d =2 untuk n ganjil dan
d=1 untuk n sembarang) dan graf Pefersen (Petersen khusus
P(5,2)).

Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada masing-masing
graf Path (P,), Cycle (C,), dan Petersen khusus P (5,2) dilakukan

dengan melabelkan bilangan bulat positif pada titik dan sisi dari graf
dengan menggunakan metode yang berbeda-beda sesuai dengan nilai
n dan d pada graf. Hasil yang didapat dari skripsi ini adalah
pelabelan pada graf Path (P,), Cycle (C,) dan Petersen khusus
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ABSTRACT

Super (a,d)-vertex antimagic total labeling is one type of graph
labeling. The super (a,d ) -vertex antimagic total labeling is used for

vertex and edge labeling from some type of graph. The graph that
will be labeled is Path graph (d =2 for n odd and d =3 for all n),

Cycle graph (d =2 for n odd and d =1 for all n) and Petersen
graph (Special Petersen P(5,2)).

Super (a,d ) -vertex antimagic total labeling for each Path (P,),
Cycle (C,) and special Petersen graph P(5,2) is performed using
with different method of labeling for their each vertex and edge
using integer number. It depends on their value from » and d
variable. The result from this final project is graph labeling for Path
(P,), Cycle (C,) and special Petersen graph P(5,2) using super
(a,d) -vertex antimagic total labeling method required for vertex
weight set {a,a+d,...,a+(n—1)d}.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pelabelan graf pada asal mulanya dikemukakan oleh Alex Rosa
pada tahun 1967. Alex Rosa dalam  penelitiannya
mengidentifikasikan beberapa tipe pelabelan, yaitu pelabelan o-,
pelabelan B- dan pelabelan p-. Tipe-tipe pelabelan ini kemudian
berkembang menjadi pelabelan graceful, pelabelan tipe ajaib,
pelabelan harmonius dan pelabelan miscellanous (Gallian, 2007).

Terdapat beberapa jenis graf yang digunakan pada pelabelan graf,
beberapa diantaranya adalah graf Path, Cycle dan Petersen.
Path merupakan graf yang terdiri dari titik dan sisi sehingga
membentuk lintasan. Sedangkan Cycle merupakan graf Path tertutup.
Graf Petersen merupakan graf yang unik. Graf Petersen mempunyai
beberapa elemen tambahan selain titik dan sisi, yaitu jari-jari. Salah
satu jenis graf Pefersen adalah Petersen khusus.

Pelabelan anti ajaib yang diperkenalkan oleh Hartsfield dan
Ringel pada tahun 1990 merupakan salah satu pengembangan dari
pelabelan tipe ajaib. Sugeng (2005) telah menemukan variasi metode
pelabelan anti ajaib yang lain. Salah satu metode yang dikemukakan
adalah pelabelan total super (a,d ) -titik anti ajaib. Berdasarkan pada

metode pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib yang

dikemukakan oleh Sugeng (2005), penulis akan merumuskan
langkah sistematis dalam menentukan pelabelan total super (a,d)-

titik anti ajaib pada graf Path, Cycle dan Petersen khusus. Langkah
sistematis ini digunakan untuk memperjelas metode yang
dikemukakan Sugeng (2005). Pemilihan bentuk graf Path dan Cycle
sebagai objek penelitian lebih dikarenakan bentuk graf Path dan
Cycle banyak ditemui pada kehidupan sehari-hari. Sedangkan
pemilihan graf Petersen dikarenakan keunikan dari graf ini. Oleh
karena itu penulis mengambil judul ’Pelabelan Total Super (a,d) -

Titik Anti Ajaib pada Graf Path, Cycle dan Petersen”.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas maka rumusan masalah pada

Skripsi ini adalah sebagai berikut:

1.

2.
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Bagaimana menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Path (P,) .

Bagaimana menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Cycle (C,) .

Bagaimana menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Pefersen khusus P(5,2).

1.3 Batasan Masalah

Adapun batasan masalah dalam penulisan Skripsi ini adalah:

1. Graf yang akan digunakan adalah graf sederhana, tidak berarah,
dan berhingga.

2. Graf Path (P,) dengan d =2 untuk n ganjil dan d =3 untuk »
sembarang.

3. Graf Cycle (C,) dengan d =2 untuk » ganjil dan d =1 untuk
n sembarang.

4. Graf Petersen khusus P (5,2) dengan d =1.

1.4 Tujuan
Tujuan yang ingin dicapai dalam penulisan Skripsi ini adalah

sebagai berikut :

1. Menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada
graf Path (P,).

2. Menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada
graf Cycle (C,).

3. Menentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada

graf Petersen khusus P(5,2).



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Konsep Dasar Graf dan Fungsi
Definisi 2.1.1 Graf G

Suatu graf G terdiri dari pasangan himpunan (V' (G), E(G)), di
mana V (G) adalah himpunan berhingga yang tidak kosong yang
anggota-anggotanya disebut simpul (vertice atau node) dan E (G)

adalah himpunan dengan anggotanya disebut sisi-sisi (edges) di
mana setiap sisi menghubungkan tepat dua simpul (Clark dan
Holton, 1991).

Contoh 2.1:
Gambar 2.1 menunjukkan graf G dengan himpunan titik
V(G) ={ VisV,, Vs } dan himpunan sisi

E(G)z{"1 VysVa V3, V) V3}-

V3

Vi Vs Va Vs

Vi V)

ViV,

Gambar 2.1 Graf G

Definisi 2.1.2 Adjacent dan Incident
Dua titik v, dan v, di graf G dikatakan adjacent di G jika

(v, v,) adalah sisi dari G. Sisi (v, v,) dikatakan incident dengan
titik v, dan v,. Sisi (v, v,) juga disebut penghubung titik v, dan
v, . Titik v, dan v, disebut endpoint dari sisi (v, v,) (Rosen, 2003).

Pada Gambar 2.1, v, dan v, adjacent sedangkan sisi (v, v,)

incident dengan titik-titik v, dan v,.



Definisi 2.1.3 Graf Sederhana dan Graf Ganda

Suatu graf yang tidak memiliki gelung (loop) dan sisi-sisi ganda
disebut graf sederhana (simple graf). Sedangkan graf ganda
(multigraf) merupakan graf yang memiliki suatu sisi ganda atau
mengandung sebuah /oop (sisi yang menghubungkan simpul dengan
dirinya sendiri) (Clark dan Holton, 1991).

Contoh 2.2:
Graf sederhana ditunjukkan pada Gambar 2.2 (a) dan graf ganda
ditunjukkan pada Gambar 2.2 (b) di mana garis ganda

menghubungkan titik v, dan v, dan loop pada titik v;.

V1 Vi

V3 V) Vs

(a) (b)
Gambar 2.2 (a) Graf Sederhana dan (b) Graf Ganda

Definisi 2.1.4 Derajat Titik

Derajat (degree) sebuah titik v pada graf G adalah jumlah garis
(sisi) yang incident dengan v dan suatu loop dihitung sebanyak dua
kali. Derajat (degree) dari titik v dinotasikan dengan deg (V)

(Rosen, 2003).

Contoh 2.3:

Gambar 2.3 menunjukkan graf G dengan deg (v,)=4, deg (v,)=3,
deg (v5)=2, deg (v,)=2, deg (vs)=2, deg(vq)=1, dan
deg (v;)=0.



Vs Vv,
Gambear 2.3 Derajat Titik pada Graf G

Definisi 2.1.5 Derajat Minimum dan Derajat Maksimum

Derajat minimum dari graf G merupakan derajat minimum
diantara titik di graf G dan dinotasikan dengan o (G). Derajat

maksimum dari graf G merupakan derajat maksimum diantara titik
di graf G dan dinotasikan dengan A (G). (Chartrand dan Zhang,

2005).
Pada Gambar 2.3, graf G mempunyai derajat maksimum pada

v, (A (G)=4) dan derajat minimum pada v, (6 (G) =0).

Definisi 2.1.6 Graf Regular

Jika 6(G)=A(G), maka titik dari graf G mempunyai derajat
yang sama dan graf G disebut graf regular. Jika degv =r untuk
setiap titik v dari graf G maka graf G merupakan - regular atau
regular berderajat  (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.4:

Graf G pada Gambar 2.4 merupakan graf regular. Perhatikan bahwa
pada Gambar 2.4 (a) merupakan 2-regular, Gambar 2.4 (b)
merupakan 3-regular, dan Gambar 2.4 (c) menunjukkan 3-regular.



AV

(b) (©)
Gambar 2.4 Graf G merupakan Graf Regular

Definisi 2.1.7 Graf Planar

Graf planar atau graf sebidang adalah graf yang dapat
dipancangkan pada bidang datar. Suatu graf G dikatakan dapat
dipancangkan pada bidang datar jika graf G dapat dinyatakan
dengan gambar atau diagram pada bidang datar sedemikian sehingga
tidak terdapat garis-garis yang berpotongan (Marsudi, 1998).

Contoh 2.5:

Graf G pada Gambar 2.5 merupakan graf planar karena jika
dipancangkan pada bidang datar maka tidak terdapat garis-garis yang
berpotongan.

Vi V2 i
%
Vg V3 Vy V3
Gambar 2.5 Graf G merupakan Graf Planar

Definisi 2.1.8 Graf Nonplanar

Graf nonplanar atau graf bukan sebidang adalah graf yang tidak
dapat dipancangkan pada bidang datar.



Contoh 2.6:

Gambar 2.6 menunjukkan graf nonplanar karena jika dipancangkan
pada bidang datar maka terdapat garis-garis yang berpotongan yaitu
(X0 yo) dengan (x4 X;) dan (x; y2) dengan (x; y3).

Yo

AN

y3 Y2 Y3 Y2
Gambar 2.6 Graf G merupakan Graf nonplanar

Definisi 2.1.9 Fungsi

Misalkan X dan Y himpunan tidak kosong. Relasi biner f* dari

X ke Y merupakan suatu fungsi jika setiap elemen di dalam X
dihubungkan dengan tepat satu elemen di dalam Y. X disebut
domain dan Y disebut kodomain. Jika f adalah fungsi dari X ke

Y , maka dapat ditulis:

f:X->Y
yang artinya f memetakan X ke ¥ (Munir, 2005).
Dengan perkataan lain:
f:X—>Y Fungsi & VxeX dlyeY > y=f(x)
Fungsi f:X —Y disebut fungsi injektif (one to one) jika dan hanya
jika (Vx,x,eX) f(x)=f(x,) = x=x,. Fungsi
f:X—>Y disebut fungsi surjektif (onto) jika dan hanya jika
(VyeY)(AxeX) f(x)=y. Fungsi f:X —>Y disebut fungsi
bijektif (berkorespondensi satu-satu) jika dan hanya jika fungsi f
injektif dan surjektif.



Definisi 2.1.10 Fungsi Modulo

Misalkan b adalah sembarang bilangan bulat, p adalah bilangan
bulat positif, dan ¢ adalah bilangan bulat. Fungsi modulo adalah
fungsi dengan operator mod. Dalam hal ini, » mod p memberikan
sisa pembagian bilangan bulat jika » dibagi dengan p . Secara rinci,
b mod p =r sedemikian sehingga b= pg+r, dengan 0<r<p
(Munir, 2005).

Contoh 2.7:
23mod 5= 3 karena23=5.4 + 3.

2.2 Jenis Graf

Berikut ini akan dijelaskan beberapa jenis graf, di mana jenis-
jenis graf tersebut merupakan graf yang akan diberi label
menggunakan pelabelan total super (a,d ) -titik anti ajaib.

2.2.1 Graf Path

Suatu graf disebut graf Path jika titik dari sebuah graf G

berorde » dapat dinotasikan dengan v,,v,,...,v, sedemikian
sehingga sisinya adalah v, v,,v, v,,...,v, | v, . Graf Path berorde n

> Vn—-1"Yn-

dinotasikan dengan P, (Chartrand dan Zhang, 2005).

Contoh 2.8:
Graf Path berorde 2 ditunjukkan pada Gambar 2.7 (a) dan Graf Path
berorde 4 ditunjukkan pada Gambar 2.7 (b).

Wi

(a) (b)
Gambar 2.7 Graf Path (P,) (a) P, dan (b) P,
2.2.2 Graf Cycle

Suatu graf disebut graf Cycle jika titik dari sebuah graf G
berorde n>3 dapat dinotasikan dengan v,,v,,...,v, sedemikian

n
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sehingga sisinya adalah v, v,,v,v,,...,v, v, dan v, =v,. Graf
Cycle berorde n>3 dinotasikan dengan C, (Chartrand dan Zhang,
2005).

Contoh 2.9:

Graf Cycle berorde 3 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (a), graf Cycle
berorde 4 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (b), dan graf Cycle berorde
5 ditunjukkan pada Gambar 2.8 (c)

(a) (b) (c)
Gambar 2.8 Graf Cycle (C,) (a) C; (b) C, dan (c) C

2.2.3 Graf Petersen

Misalkan n» dan m adalah bilangan bulat positif dengan 7 >3
dan 1 < m < g Graf Petersen umum P (n,m) merupakan graf

yang terdiri dari cycle-luar y,,»,,V,,...,V, 1, h-jarijart y; x;
dengan 0< i <n-1, dan n-sisi x; x,,,, dengan 0<i<n-1, di mana
semua subscript adalah modulo n (Sugeng, 2005). Salah satu jenis
Graf Petersen umum adalah Petersen khusus yang merupakan graf

regular berderajat 3 dan bersifat nonplanar. Graf Petersen khusus
dinotasikan dengan P (5,2).

Contoh 2.10:

Gambar 2.9 menunjukkan graf Pefersen khusus yang terdiri dari
cycle-luar ., yy,v,, V3, V4, Jarijart yo Xo, ¥y X, Vs Xy, V3 X3, V4 Xy,
dan sisi X, X,,X; X3,X, X4,X3 Xo, Xy X;.



Gambar 2.9 Graf Petersen khusus P (5,2)

2.3 Pelabelan Graf (Graf labeling)

Pelabelan pada suatu graf adalah suatu fungsi yang
memasangkan unsur-unsur graf (titik, sisi, dan keduanya) dengan
suatu bilangan (biasanya bilangan bulat) (Baca, dkk., 2003).

2.3.1 Pelabelan Titik (Vertex labeling)

Menurut Baca dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan titik
jika domain dari suatu fungsi adalah titik.

Contoh 2.11:
Pelabelan titik pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.10 di mana
titik dilabelkan dengan {1,2,3}.

1

3 2
Gambar 2.10 Pelabelan Titik pada Graf G

2.3.2 Pelabelan Sisi (Edge labeling)

Menurut Baca dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan sisi
jika domain dari suatu fungsi adalah sisi.

10



Contoh 2.12:
Pelabelan sisi pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.11 di mana

sisi dilabelkan dengan {1,2,3,4}.

® ® @ ® ®
Gambar 2.11 Pelabelan Sisi pada Graf G

2.3.3 Pelabelan Total (Total labeling)

Menurut Baca dkk (2003), suatu pelabelan disebut pelabelan
total jika domain dari suatu fungsi adalah himpunan titik dan sisi
(VUE).

Contoh 2.13:
Pelabelan total pada graf G ditunjukkan pada Gambar 2.12 di mana
titik dilabelkan dengan {1, 2,3,4,5} dan sisi dilabelkan dengan

{6,7,8,9,10}.

Gambar 2.12 Pelabelan Total pada Graf G
2.4 Pelabelan Ajaib dan Anti Ajaib
2.4.1 Pelabelan Ajaib (Magic labeling)

Suatu graf yang memiliki bobot titik atau bobot sisi yang sama
disebut graf dengan pelabelan ajaib (magic labeling). Bobot titik
diperoleh dari jumlah label semua sisi yang incident dengan titik
yang sama, sedangkan bobot sisi diperoleh dari jumlah label dari sisi
dan titik yang adjacent (Hsiao, 2006).

11



Contoh 2.14:
Gambar 2.13 menunjukkan pelabelan ajaib pada graf G dengan

masing-masing bobot titik adalah 12 dan masing-masing bobot sisi
adalah 9.

Gambar 2.13 Pelabelan Ajaib pada Graf G

2.4.2 Pelabelan Anti Ajaib (Antimagic labeling)

Suatu graf yang memiliki bobot titik atau bobot sisi yang berbeda
disebut graf dengan pelabelan anti ajaib (Antimagic labeling).
Contoh 2.15:

Gambar 2.14 menunjukkan pelabelan anti ajaib pada graf G dengan
bobot titik {11,12,13} dan bobot sisi {8,9,10}.

Gambar 2.14 Pelabelan Anti Ajaib pada Graf G

Definisi 2.1.10 Pelabelan Total Titik Anti Ajaib (Vertex
antimagic total labeling)

Fungsi bijektif a:VUE —{1,2,....,n+e} disebut pelabelan
total titik anti ajaib (vertex antimagic total labeling) dari graf G
sedemikian sehingga bobot titik berbeda (Baca, dkk., 2003).

Gambar 2.14 merupakan pelabelan total titik anti ajaib di mana
titik dilabelkan  dengan {1,2,3} dan sisi dilabelkan dengan
{4,5,6}, sehingga bobot titiknya adalah {11,12,13} .

12



Definisi 2.1.11 Pelabelan Total (a,d)-Titik Anti Ajaib ((a,d)-
vertex antimagic total labeling)

Fungsi bijektif a:VUE —>{1,2,...,n+e} disebut pelabelan
total (a,d)-titik anti ajaib dari graf G jika himpunan bobot dari
semua titik di graf G adalah {a,a+d,...,a+(n-1)d}, di mana
a>0 dan d>0. a dan d merupakan bilangan bulat positif,

dengan a merupakan bobot titik pertama (terkecil) dan d
merupakan selisih bobot titik. Jika d =0 pelabelan total (a,d ) -titik

anti ajaib disebut pelabelan total titik ajaib (Sugeng, 2005).

Definisi 2.1.12 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib
(Super (a,d ) -vertex antimagic total labeling)

Pelabelan total (a,d)-titik anti ajaib disebut pelabelan total
super (a,d)-titik anti ajaib jika a (V) ={ 1,2,... ,n} dan
a(E) ={ ntl,n+2,....n +e} (Sugeng, 2005).

Berdasarkan definisi 2.1.12, untuk pelabelan super ditentukan
himpunan titik dengan bilangan bulat {l, &N n} dari graf G dan

himpunan sisinya dengan { ntl,n+t2,....n +e} dari graf G . Jika

O adalah derajat minimum dari graf G, maka bobot titik
minimumnya adalah 1+(n+1)+(n+2)+...+(n+9), sehingga

S, = g Q@+ +(S-1).1)= g @n +5+1)=n5+—5(§2+1)

Dengan demikian, diperoleh:

a> 1+n5+m

2.1

Jika A adalah derajat maksimum dari graf G, maka bobot titik
maksimumnya adalah n+(rnt+e)+(nte-1)+...+(nte—-(A-1)),
sehingga

a+(n—l)d$n+2 (nte—i) (2.2)

i=0
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Dengan mensubstitusikan nilai a pada pertidaksamaan (2.1) ke
dalam pertidaksamaan (2.2), maka
A-1
at(n-1)d < n+z (nt+e—i)

i=0

A-l
(n-1)d < n+z (nte—i)—a

i=0

A=l
”+Z (nte-i)—a
i=0

d<
n—1
n+é(2(n+e)—A+l)—1—n§—M

d< 2 2

n—1
g AQt-AtD) 1 nd  5(S5+])
T n-1 2(n-1) n-1 n-1 2(n-1)
d<2n+A 2(nte)—-A+1)-2-2n6—-0(0 +1)
- 2(n-1)
d<2n—2+A(2(n+e)—A+l)—§(2n+5+l)
a 2(n-1)
< 2=D+AQ(n+e)-A+) -5 2n+5+])
a 2(n—-1)
dS1+A(2(n+e)—A+1)—5(2n+5+1) 2.3)

2(n-1)

Misalkan S, merupakan jumlah dari semua pelabelan titik,
sedangkan S, merupakan jumlah dari semua pelabelan sisi. Jika
pelabelan merupakan bilangan bulat 1,2,...,7n+e, maka jumlah dari

semua label (titik dan sisi) adalah

a(Vy={1,2,...n} = S, =§(2+(n—1))

=2 (n+1)
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a(E)={n+L,n+2,...n+e} = Se=§(2(n+l)+(e—l))
=§(2n+e+1)

Dengan demikian, diperoleh:

+ +e+1
5, +5, =rentrer) 2.4)
2
Diberikan w(x;)=a+jd, j=0,1,...,n—1.
Dengan menjumlahkan bobot titik pada semua titik, sesuai
dengan definisi pelabelan anti ajaib maka digunakan label setiap titik
sebanyak 1 dan label setiap sisi sebanyak 2. Sehingga:

n—l1

S, +28,=)" (a+jd)
Jj=0

=at(atd)+(at+2d)+...... +(a+(n-1)d)
=%(2a +(n—1)d) 2.5)
Dengan menggabungkan persamaan (2.4) dan (2.5), maka

eliminasi kedua persamaan tersebut dengan mengalikan persamaan
(2.4) dengan 2 dan (2.5) dengan 1, sehingga

2§5,+2S,=(n+e)(n+e+l)

S, +28, =%(2a+(n—l)d)

S, =(m+e)(n +e+1)—g(2a +(n—-1)d)
%n(nﬂ): (n+e)(n+e+1)—na—§(n—1)d

na= (nte)(n +e+l)—%(n—l)d—n(n +1)

e 2(nte)(nte+l)— (n—-1)d —n(n+1)
2

n

15
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BAB III
PEMBAHASAN

Pada pembahasan akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan
total super (a,d ) -titik anti ajaib pada graf Path (P,), Cycle (C,),
dan Petersen khusus P(5,2).

3.1 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Path (P,)

Pada pembahasan berikut akan ditunjukkan cara menentukan
Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf Path (P,)
dengan d =2 untuk n ganjil dan d =3 untuk » sembarang.

Dari persamaan (2.3), untuk setiap graf Path (P,) dengan n=>3
mempunyai derajat maksimum (A)=2, derajat minimum (0)=1,
jumlah sisi (e)=2, dan jumlah titik (#)=3. Maka
AQR(nt+te)—-A+1)—5(2n+o+1)

2(n-1)
N 2(2(3+2)-2+1)-1(2.3+1+1)
2(33-1)
N 2(2.5-2+1)-1(6+1+1)
2(2)
2.9 -8

d<1+

d<l1

d<l1

d<l1+

d <35

Dari persamaan (2.6), Jumlah sisi (e) dari graf Path (P,) adalah
n—1 sehingga
o= (nte)(nte+l)+e(et+l)+2en—n(n-1)d

2n
A (ntn-)(ntn-1+)+(n-1)(n-1+)+2(n-1)n—-n(n-1)d
2n
\ 2rn-1)2n+(n—-1)n+2n(n—-1)—n(n-1)d
2n
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_4n’ =2n+n*—n+2n* -2n-n(n-1)d
3 2n
_Tn* =5n—n(n—-1)d
- 2n
\» Tn-5 —Z(n—l)d
Dengan demikian, diperoleh graf Path (P,) dengan
Tn—5—(n-=1)d
2

d<3,5 dan a= (3.1)
3.1.1 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Path (P,) dengan d =2 untuk n Ganjil

Proposisi 3.1

Untuk setiap n =3, graf Path (P,) mempunyai pelabelan total
super (a,d ) -titik anti ajaib untuk d =2 jika dan hanya jika » ganjil
(Sugeng, 2005).
Bukti:
(=) Bukti tidak langsung dengan kontradiksi.

Andaikan n genap (n>3). Berdasarkan persamaan (3.1), graf Path

: n . S5n—3
(P,) dengan d =2 mempunyai bobot titik terkecil a= n2 .

a bernilai pecahan untuk 7 genap. Berdasarkan definisi, graf Path
(P,) tidak mempunyai pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib
untuk d =2. Hal ini kontradiksi dengan graf Path (P,) mempunyai
pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d=2. Jadi
pengandaian salah. Dengan demikian, terbukti bahwa jika graf Path
(P,) mempunyai pelabelan total super (a,d ) -titik anti ajaib dengan
d =2 maka n ganjil.
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(<) Misalkan titik-titik dari graf Path (P,) dengan n ganjil adalah
(X,X5,.005X,

Akan ditunjukkan untuk setiap n =3, graf Path (P,) mempunyai
pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d =2 dengan n
ganjil.

Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path
(P,) dengan

n ,i=1
a(x;)=qi-1 ,i=2,...,n—1
n—1 ,i=n

dan pelabelan sisi dari graf Path (P,) dengan

3n+i
nri ,untuk i ganjil
_J 2
a(x; X)) = ;
n+5 ,untuk i genap.

Pilih bobot titik graf Path (P,) dengan d =2 untuk n ganjil dengan

atd a+2d a+3d at(n-1)d a
® ® ® @ ® ® o

Misalkan b, (x;), 1<i<n, adalah bobot titik x; dari graf Path
(P,), sehingga

n—1 2n—=2+2n+n—-1_5n-3
b, (x,)=(n=1)+| n+ = =
o (x,)=(n=1) ( 3 J

2 2
+1 2n+3n+1 +1
b (x)=n+ 3n _2n 3n =5n .
2 2 2

Akan ditentukan b, (x; ) untuk i=2,...,n—1.
Pilih a+6d .

Karena a+6d terletak pada titik ke 6, maka
a+t6d = sisike 5 + titik ke 6 + sisi ke 6

:[?ﬂ’lgis j+(i6_1)+[n+i36j
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i =5=(6-1)=(i-1)
i, =6=(6-0)=(i—0)=i

b, (x,)= (3” ;’ )j+(i—1)+(n+éj

3n+i—142i-2+2n+i
3 2
_Sn+4i-3

- 2

Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path (P, )

={b, (x,),0, (x),b, (x) }
_{5;1—3 Sn+l Sn+5 5n+9 9n—7}

b b b 197

2 2 2 2 2

Dengan demikian, untuk setiap »>3 dengan n ganjil dan d =2
[ 5n-3 "
graf Path (P,) mempunyai pelabelan total super [nT’ 2 j -titik
anti ajaib.

Langkah-langkah pelabelan total super (a,2) -titik anti ajaib untuk
n ganjil pada graf Path (P,) adalah sebagai berikut:
1. Diketahui d =2 dan banyak titik graf = n.
Sn-3
: LA
3. Beri label titik pertama dengan n atau o (x,;)=n dan titik

2. Hitung a dengan rumus: a =

ke n dengan n—1 atau a(x,)=n-1.
4. Beri label titik yang lain dengan
a(x;)=i—1 untuk i=2,...,n-1.
5. Beri label sisi untuk i=1, 2,...,n, dengan

. 3n+i ..
L al(x; xi+1)=% ,untuk 7 ganjil

. i .
. a(x; xi+1)=n+5 , untuk 7 genap.
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6. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titik dan sisi ujung kanan kemudian label titik dan sisi ujung
kiri, berturut-turut ke kanan sehingga memenuhi himpunan

_ + _
bobottitik:{5n23,5n L...2n 7}.

2 2
Diagram alir pelabelan total super (a,2) -titik anti ajaib untuk »
ganjil pada graf Path (P,) dapat dilihat pada Lampiran 1.

Contoh 3.1:

Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Path (P,) dengan d =2 untuk n=9.

pelabelannya sebagai berikut:
a. Pelabelan titik atau a(x;):

a(x,)=n=9

a(x,)=1 a(xg)=5
a(xy)=2 a(x;)=6
a(x,)=3 a(xg)=7
a(xs)=4 a(xy)=9-1=8

a(x,)={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

b. Pelabelan sisi atau a (x; x;,,):
3n+i_3.9+1 _
2 2

i=l = a(xx,)= 14

i 2
i=2 = oa(x,x,)=n+—=9+—=10
(x5 x3) A g

3n+i 3.9+3
i=3 = a(x,x,)= = =15
(x5 x4) 5 5
4

i
i=4 = a(x,x.)=nt+—=9+—=11
(x4 x5) > 5
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i=5 = a(xsx,)=——=——=16
(x5 x6) 9 5
i=6 = a(xsx )—n+i—9+§—12
6 %7 5 5
3n+i _3.9+7
=7 = a(x7x8)—%=T—l7

i 8
i=8 = a(xgxy)=n+—=9+—=13
(x5 xg) > 5

a(x, x,,,)={10,11,12,13,14,15,16,17 } .
10 15 11 16 12 __17

14 13
O—0—0—00—0—60—60—0—06

Gambar 3.1 Pelabelan Total Super (21,2)-Titik Anti Ajaib P,

Himpunan bobot titik dari graf Path (P,) dengan d =2 untuk
n=9 adalah {21,23,25,27,29,31,33,35,37} .

3.1.2 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Path (P,) dengan d =3 untuk » Sembarang

Proposisi 3.2

Untuk setiap n >3, graf Path (P,) mempunyai pelabelan total
super (a,d ) -titik anti ajaib untuk d =3 (Sugeng, 2005).
Bukti:
(1) untuk n ganjil
Misalkan titik-titik dari graf Path (P,) dengan n ganjil adalah
(X,X5,0005%, ) .
Akan ditunjukkan untuk setiap n >3, graf Path (P,) mempunyai
pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d =3 untuk n
ganjil.
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Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path
(P,) dengan

1 ,i=1
a(xl.)z n—i+l1 ,i=2,...,n—1
n ,i=n

dan pelabelan sisi dari graf Path (P,) dengan

2n—1-i untuk i ganjil
a(x; x;,)= . .
2n+1—i untuk i genap.
Pilih bobot titik graf Path (P,) dengan d =3 untuk n ganjil dengan
a at(n-1)d at3d a+2d atd
o ® @ @ ® o o

Misalkan b, (x;), 1<i<n, adalah bobot titik x, dari graf Path
(P,), sehingga
b, (x,)=1+(2n-1-1)=2n-1
b,(x,)=(n)+(2n+l=(n-1))=2n+2.
Akan ditentukan b, (x, ) untuk i=2,...,n~1.
Pilih a+5d .
Karena a+5d terletak pada titik ke 5, maka
a+5d= sisike (n—5) + titikke (n—4) + sisike (n—4)
= (2n+l=i,_ )+ (i +1)+(2n-1-i,_,)
iyos =(n=5)=(n=(5-0))=(n~i)
I,y =(n=4)=(n=(5-1))=(n-(i-1))
by (x;)=(2n+1=(n=i))+(n-(n—-(i=1))+1)+(2n-1-(n-(i-1)))
=2n+l-n+itn—n+i—-1+1+2n—1-n+i-1
=2n+3i-1.
Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path (P, )

B, ={b, (x,),b,(x,),b,(x;) }
={2n-1,2n+2,2n+5,2n+8..,5n -4 }.
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Dengan demikian, untuk setiap n >3 dengan n ganjil dan d =3,

graf Path (P,) mempunyai pelabelan total super (2n—l,3)—titik

anti ajaib.

Langkah-langkah pelabelan total super (a,3)-titik anti ajaib untuk

n ganjil pada graf Path (P,) adalah sebagai berikut:

1.
2.
3.

Diketahui d =3 dan banyak titik graf = n.
Hitung a dengan rumus: a =2n—1.
Beri label titik pertama dengan 1 atau « (x,)=1 dan titik ke
n dengan n atau a(x,)=n.
Beri label titik yang lain dengan

a(x;)=n—i—1luntuk i= 2,...,n—1.
Beri label sisi untuk i =1,2,...,n—1, dengan

1. a(x;x,,.,)=2n-1-i,untuk i ganjil

. a(x;x,,)=2n+1-i,untuk i genap.
Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titik dan sisi ujung kanan kemudian label titik dan sisi ujung

kiri, berturut-turut ke kanan sehingga memenuhi himpunan
bobot titik: {2n—1,2n+2,-----,5n—4}.

Diagram alir pelabelan total super (a,3)-titik anti ajaib untuk »

ganjil pada graf Path (P,) dapat dilihat pada Lampiran 2.

Contoh 3.2:

Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Path (P,) dengan d =3 untuk n=11.

Untuk n=11,dengan a=2n—-1=2.11-1=21 dan d =3
pelabelannya sebagai berikut:
a. Pelabelan titik atau a(x;):

24

a(x)=1
a(x,)=n—i+1=11-2+1=10
a(x;)=n—-i+1=11-3+1=9
a(xy)=n—i+1=11-4+1=8



a(xs)=n—-i+1=11-5+1=7
a(xg)=n—i+1=11-6+1=6
a(x;)=n—-i+1=11-7+1=5
a(xg)=n—-i+1=11-8+1=4
a(xy)=n—i+1=11-9+1=3
a(x,))=n—i+1=11-10+1=2
a(x,)=n=11
a(x,)={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.

b. Pelabelan sisi atau a (x; x;,,):

izl = a(xx,)=2n-1-i=2.11-1-1=20

i=2 = a(x,xy;)=2n+1-i=2.11+1-2=21
i=3 = a(x3x;)=2n-1-i=2.11-1-3=18
i=4 = a(x,x5)=2n+1-i=2.11+1-4=19
i=5 = oa(x;x,)=2n-1-i=2.11-1-5=16
i=6 = a(x,x;)=2n+1-i=2.11+1-6=17
i=7 = a(x;x3)=2n-1-i=2.11-1-7=14
i=8 = a(xgxy)=2n+1-i=2.11+1-8=15
i=9 = a(xgx,)=2n-1-i=2.11-1-9=12

i=10 = a(x,x,)=2n+1-i=2.11+1-10=13
a(x, x,.,,)={12,13,14,15,16,17,18,19,20,21 }.

Gambar 3.2 Pelabelan Total Super (21,3)-Titik Anti Ajaib P,

Himpunan bobot titik dari graf Path (P,) dengan d =3 untuk
n =11 adalah { 21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51} .
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(ii) untuk » genap

Misalkan titik-titik dari graf Path (P,) dengan n genap adalah
(X,%5,0005%,) .

Akan ditunjukkan untuk setiap n =3, graf Path (P,) mempunyai
pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d=3 untuk »

genap.
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Path

(P,) dengan

n—2 ,i=1
2i-3 =2, 4]
_ 2
a(x;)=
2n—i) L i=eA2,..n—1
2
n ,i=n

dan pelabelan sisi dari graf Path (P,) dengan

n+2i—1 ,i=1,2,...... ,
o (x; X;0) = "
3n—2i Ji=—+1,...... n—1.
2

Pilih bobot titik graf Path (P,) dengan d =3 untuk n genap dengan

a at2d at(n-1)d a+3d a+d
@ ® L L L @

Misalkan b, (x;), 1<i<n, adalah bobot titik x, dari graf Path
(P,), sehingga

b, (x,)=(n-2)+(n+2.1-1)=2n-1

b, (x,)=(n)+(3n -2(n-1))=2n+2

(a) Dari kiri

Akan ditentukan b, (x,) untuk i= 2%

Pilih a+4d .
Karena a+4d terletak pada titik ke 3, maka
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a+4d = sisike 2 + titik ke 3 + sisi ke 3
=(n+2iy,-1)+(2i;-3)+(n+2i,-1)

i,h=2=(3-1)=(i-1)

i5=3=(3-0)=(i—-0)=i

b, (x;)=(n+2(i-1)-1)+(2i-3)+(n+2i-1)
=n+2i—2-1+2{-3+n+2i-1
=2n+6i—17.

(b) Dari kanan

Akan ditentukan b, (x,) untuk i= 2%

Pilih a+3d .

Karena a+3d terletak pada titik ke 2, maka

a+t3d=sisike (n—2) + titikkke (n—1) + sisike (n—1)
=(3n-2i, ,)+2(n—i, )+(3n-2i, )

I, =(n=2)=(n=(2-0))=(n-i)

Iy =(n=1)=(n-(2-1))=(n=(i-1))

by (x;)=(3n=2(n—i))+2(n—-(n-(i-1)))+(B3n-2(n-(i-1)))
=3n—-2n+2i+2n—2n+2i-2+3n-2n+2i-2
=2n+6i—-4.

Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik pada graf Path (P, )

B, ={b, (x)),b, (x,),b, (%) }
={2n-1,2n+2,27n+5,2n+8,2n+11,2n+14,...,5n—4}.

Dengan demikian, untuk setiap »>3 dengan n genap dan d =3,
graf Path (P,) mempunyai pelabelan total super (2n—1,3)-titik
anti ajaib.
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Langkah-langkah pelabelan total super (a,3)-titik anti ajaib untuk
n genap pada graf Path (P,) adalah sebagai berikut:
1. Diketahui d =3 dan banyak titik graf = n.
2. Hitung a dengan rumus: a =2n-1.
3. Beri label titik pertama dengan n— 2 atau a(x,) =n—2 dan
titik ke » dengan n atau « (x,)=n.
4. Beri label titik yang lain dengan

1. a(x;)=2i-3, untuk i=2,...,%+1

ii. a(xl.)=2(n—i),untuki=§+2,...,n—1.

5. Beri label sisi dengan

i a(x,.x,.+1)=n+2i—1,untuki=1,2,...,g

. a(x;x,,)=3n-2i,untuk i=g+1,...,n—1.

6. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titik dan sisi ujung kiri kemudian label titik dan sisi ujung
kanan, demikian seterusnya sehingga memenuhi himpunan
bobot titik: {2n—1,2n+2,------,5n—4}.

Diagram alir pelabelan total super (a,3)-titik anti ajaib untuk »
genap pada graf Path (P,) dapat dilihat pada Lampiran 3.

Contoh 3.3:

Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Path (P,) dengan d =3 untuk n=8.

Untuk n=8,dengan a=2n—-1=2.8—-1=15 dan d =3
pelabelannya sebagai berikut:
a. Pelabelan titik atau a(x;):

a(x)=n-2=6

a(x,)=2i-3=2.2-3=1

o(xy)=2i-3=2.3-3=3

a(x,)=2i-3=2.4-3=5
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a(x5)=2i-3=2.5-3=7
a(x)=2(n-i)=2(8-6)=4
a(x,)=2(n-i)=2(8-7)=2
a(x,)=n=8

a(x,)={1,2,3,4,5,6,7,8}.

b. Pelabelan sisi atau a (x; x;,,):

izl = a(xx,)=n+2i-1=8+2.1-1=9
i=2 = a(x,x;)=n+2i-1=8+2.2-1=11
i=3 = a(x;x,)=n+2i-1=8+2.3-1=13
i=4 = a(x,x5)=n+2i-1=8+2.4-1=15
i=5 = a(x;x,)=3n-2i=3.8-2.5 =14
i=6 = a(xgx;)=3n-2i=3.8-2.6 =12
i=7 = a(x;x3)=3n-2i=3.8-2.7 =10
a(x, x,.,,)={9,10,11,12,13,14,15}.

9 ) 13 15 __ 14 12 10
—0O0—C0—C0—0—E0—C0—0

Gambar 3.3 Pelabelan Total Super (15,3) -Titik Anti Ajaib Py

Himpunan bobot titik dari graf Path (P,) dengan d =3 untuk
n=8 adalah {15,18,21,24,27,30,33,36 } .

3.2 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Cycle (C,)

Selanjutnya akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan total
super (a,d)-titik anti ajaib pada graf Cycle (C,) dengan d =2
untuk #n ganjil dan d =1 untuk » sembarang.

Dari persamaan (2.3), Untuk graf Cycle (C,) dengan n2>3
mempunyai derajat maksimum (A) = derajat minimum (J) = 2 dan
jumlah sisi (e) = jumlah titik (n) = 3. Maka

29



1+A(2(n+e)—A+1)—5(2n+6+1)
2(n-1)
2(2(3+3)-2+1)-2(2.3+2+1)
2(3-1)
1+2(2.6—2+1)—2(6+2+1)
2(2)
2.11-2.9

d<

d<1+

d<

d<l+

d<2.
Dari persamaan (2.6), Jumlah sisi (e) dari graf Cycle (C,)

adalah n sehingga
g= (nte)(nte+l)te(etl)+2en—n(n—-1)d

2n

_(mtn)(ntn+t)+tn(n+l)+2nn—n(n-1)d

- 2n

_2n(2n+D)+n(n+l)+2n> —n(n-1)d

- 2n

_4n* +2n+n* +n+2n° —n(n-1)d

- 2n

_In* +3n-n(n-1)d

- 2n
a:7n+3—(n—1)d

2

Dengan demikian, diperoleh graf Cycle (C,) dengan
d <2 dan a=w 3.2)
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3.2.1 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Cycle (C,) dengan d =2 untuk »n Ganjil
Proposisi 3.3
Untuk setiap n>3, graf Cycle (C,) mempunyai pelabelan total
super (a,d ) -titik anti ajaib untuk d =2 jika dan hanya jika » ganjil
(Sugeng, 2005).
Bukti:
(=) Bukti tidak langsung dengan kontradiksi.
Andaikan n genap (n>3). Berdasarkan persamaan (3.2), graf

Cycle (C,) dengan d=2 mempunyai bobot titik terkecil
a_5n+5

a bernilai pecahan untuk 7z genap. Berdasarkan

definisi, graf Cycle (C,) tidak mempunyai pelabelan total super
(a,d) -titik anti ajaib untuk 4 =2. Hal ini kontradiksi dengan graf
Cycle (C,) mempunyai pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib
untuk d=2. Jadi pengandaian salah. Dengan demikian, terbukti
bahwa jika graf Cycle (C,) mempunyai pelabelan total super
(a,d) -titik anti ajaib dengan d =2 maka n ganjil.

(< )Misalkan titik-titik dari graf Cycle (C,) dengan n ganjil
adalah (x,,x,,...,x,).

Akan ditunjukkan untuk setiap n =3, graf Cycle (C,) mempunyai
pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d =2 dengan n
ganjil.

Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Cycle
(C,) dengan

a(x;) =i ,i1=12,....n
dan pelabelan sisi dari graf Cycle (C,) dengan
i+l . ..
n+—— , untuk i ganjil
a(x; x;4y) = .
n—1 1 .
2n — +5 ,untuk i genap .
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Pilih bobot titik graf Cycle (C,) dengan d =2 untuk n ganjil
dengan
a

at(n-1)d a+d

Misalkan b, (x;), 1<i<n, adalah bobot titik x; dari graf Cycle
(C,), sehingga

Akan ditentukan b, (x;) untuk i=1,2,...,n.

Pilih a +8d .

Karena a +8d terletak pada titik ke 9, maka

a+8d = sisi ke 8 + titik ke 9 + sisi ke 9

= 2n—n—_1+l—8 +ig + n+19+1
2 2 2

i, =8=(9-1)=(i—1)
iy =9=(9-0)=(i—0)=i

2
_A4n—-n+1+i-1+2i+2n+1+i
B 2
_Sn+4i+l
==

Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik pada graf Cycle
(€,)
B, ={b, (x)|1<i<n}

Sn+4i+1 .

_{5n+5 5n+9 9n+1}

b B b

2 2 2
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Dengan demikian, untuk setiap # >3 dengan n ganjil dan d =2,
: Sn+5 3 |
graf Cycle (C,) mempunyai pelabelan total super (nT’ 2 j -titik
anti ajaib.

Langkah-langkah pelabelan total super (a,2) -titik anti ajaib dengan
n ganjil pada graf Cycle (C,) adalah sebagai berikut:
1. Diketahui d =2 dan banyak titik graf = n.
Sn+2

2. Hitung a dengan rumus: a= 5

3. Beri label titik dengan o (x;) =i untuk i=1,2,...,n.
4. Beri label sisi untuk i =1,2, ..., n, dengan

. +1 ..
1. o (x; xi+1)=n+17 , untuk i ganjil

n—1

.. I
1i. a(X; X;4) =20~ +E , untuk i genap.

5. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titik dan sisi dari kiri ke kanan sehingga memenuhi

+ + +1
himpunan bobot titik: {5”2 N }

2

Diagram alir pelabelan total super (a,2) -titik anti ajaib dengan
n ganjil pada graf Cycle (C,) dapat dilihat pada Lampiran 4.

Contoh 3.4:
Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Cycle (C,) dengan d =2 untuk n=7.

5n+5 _5.7+5
Untuk n=7,dengan a = n2 = 5 =20 dan d =2

pelabelannya sebagai berikut:
a. Pelabelan titik atau a(x;):

a(x)=1 a(xs)=5
@ (x,)=2 & (x4) =6
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a(x;)=3 a(x;)=7
a(x,)=4
a(x;)={1,2,3,4,5,6,7}.

b. Pelabelan sisi atau a (x; x;,,):

1 1+1
izl = a(x1x2)=n+17=7+—=8
1 7-1
i=2 = a(x2x3)=2n—n—+i=2.7—7+§=12
i+1__ 341
i=3 = a(xy;x,)=n+——=7+——=9
(x3x4) 5 5
-1 i 7-1 4
i=4 = a(x4x5)=2n—nT+é=2.7——+—=13
41 5+
i=5 = a(x5x6)=n+1727+—=10
“1 7-1
i=6 = a(xgx)=oi-tlalonyg 02l b0,
2 0, 7
#1741
i=7 = a(x, x)=n+—=7+——=11

a(x x,,)={8,9,10,11,12,13,14 }.

Gambar 3.4 Pelabelan Total Super (20,2 ) -Titik Anti Ajaib C,

Himpunan bobot titik dari graf Cycle (C,) dengan d =2 untuk
n=7 adalah {20,22,24,26,28,30,32}.
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3.2.2 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Cycle (C,) dengan d =1 untuk » Sembarang

Proposisi 3.4

Untuk setiap n>3, Graf Cycle (C,) mempunyai pelabelan total
super (a,d)-titik anti ajaib untuk d =1 dan »n sembarang (Sugeng,
2005).

Bukti:

Misalkan titik-titik dari graf Cycle (C,) dengan n ganjil adalah
(X,%5,...,%,) .

Akan ditunjukkan untuk setiap n >3, graf Cycle (C,) mempunyai

pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib untuk d =1 dengan n

sembarang.
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan titik dari graf Cycle

(C,) dengan
a(x;) =i ,1=1,2,....n
dan pelabelan sisi dari graf Cycle (C,) dengan

a(x; x;.)=2n—i+l untuk i=1,2,...,n.

Pilih bobot titik graf Cycle (C,) dengan d =1 untuk n sembarang
dengan

a+d at(n-1)d

Misalkan b, (x;), 1<i<n, adalah bobot titik x, dari graf Cycle
(C,) , sehingga

Akan ditentukan b, (x;) untuk i=1,2,...,n.

Pilih a +10d .

Karena a+10d terletak pada bobot titik ke 11, maka
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a+10d = sisike (n-9) + titkkke (n—9) + sisike (rn—10)
=(2n—i, o *1) +(i,.o )+ (2n=i, ;, +1)

Iy =(n=9)=(n-(11-2))=(n-(i=2))

I,o0 =(n=10)=(n=(11-1))=(n-(i-1))

b, (x;)=(2n=(n=(i=2))+1)+(n-(i-2))+(2n—(n—-(i-1))+1)
=2n—n+i-2+1+n—-i+2+2n—n+i-1+1
=3n+i+l.

Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik pada graf Cycle
(€,)
B, ={b, (x)|1<i<n}
={3n+i+1]1<i<n}
={3n+2,3n+3,---, 4n+1}.

Dengan demikian, untuk setiap »>3 dengan d =1, graf Cycle
(C,) mempunyai pelabelan total super (3n +2,1 )—titik anti ajaib.

Langkah-langkah pelabelan total super (a,1) -titik anti ajaib untuk n
sembarang pada graf Cycle (C,) adalah sebagai berikut:
1. Diketahui d =1 dan banyak titik graf = n
2. Hitung a dengan rumus: a =3n+2
3. Beri label titik dengan o (x;)=i untuk i=1,2,...,n
4. Beri label sisi dengan
o(x; x;,)=2n—i+1 untuk i =12,...,n

5. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titikk dan sisi dari kanan ke kiri sehingga memenuhi
himpunan bobot titik: {3n +2, 31430 ,4n +1}.

Diagram alir pelabelan total super (a,l1) -titik anti ajaib untuk »
sembarang pada graf Cycle (C,) dapat dilihat pada Lampiran 5.
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Contoh 3.5:

Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf Cycle (C,) dengan d =1 untuk n =8.
Untuk n=8,dengan a =3n+2=3.8+2=26 dan d =1

pelabelannya sebagai berikut:
a. Pelabelan titik atau a (x;):

a(x)=1 a(x;) =3 a(xs) =5 a(x;) =7
a(x,)=2 a(x,) =4 a(xg) =6 a(x) =8
a(x,)={1,2,3,4,5,6,7,8}.

b. Pelabelan sisi atau a (x; x;,,):

izl = a(xx,)=2n-i+1=2.8-1+1=16

i=2 a(x,x;)=2n—-i+1=2.8-2+1 =15
i=3 = a(x;x,)=2n—-i+1=2.8-3+1=14
i=4 = oa(x,x5)=2n-i+1=2.8-4+1=13
i=5 = a(x5x,)=2n—-i+1=2.8-5+1=12
i=6 = a(xsx;)=2n-i+1=2.8-6+1 =11
i=7 = a(x;x3)=2n-i+1=2.8-7+1=10
i=8 = o(x x3)=2n—i+1=2.8-8+1=9
a(x x,.,,)={10,11,12,13,14,15,16 } .
16 15 14
O—0—06—©
% 13
() ()
8 7 6 5
10 > 11 > 12

Gambar 3.5 Pelabelan Total Super (26,1) -Titik Anti Ajaib C,

Himpunan bobot titik dari graf Cycle (C,) dengan d =1 untuk
n=8 adalah {26,27,28,29,30,31,32,33}.
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3.3 Pelabelan Total Super (a,d)-Titik Anti Ajaib pada Graf
Petersen Khusus P (5,2)

Selanjutnya akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan total
super (a,d ) -titik anti ajaib pada graf Petersen khusus P(5,2).

Dari persamaan (2.3), diperoleh untuk graf Petersen P(5,2),
mempunyai derajat maksimum (A) = derajat minimum (J5) = 3,
sedangkan jumlah sisi (e) = jumlah titik (») = 3. Maka
AQ2(nte)—A+1)-0(2n+0o+1)

2(n-1)
. 3(2(3+3)-3+1)-3(2.3+3+1)
2(3-1)
1+ 2(2.6-3+1)-3(6+3+1)
2(2)
3.10 -3.10

d<1+

d<1

d<

d<l1+

d<l1
Dari persamaan (2.6), Jumlah titik (#) dari graf Petersen adalah
2n , sedangkan jumlah sisi (¢) adalah 37, sehingga
a= (nte)(nte+l)+e(etl)+2en—n(n—1)d
2n

_(2n+3n)(2n+3n+1)+3n 3n+1)+2.3n.2n -2n (2n—-1)d
- 2.(2n)

_5n(5n+1)+3n 3n+1) +12n° = 2n 2n-1) d

% 4n

_25n° +5n+9n* +3n+12n° —2n 2n-1) d

. 4n

_46n*+8n-2n (2n-1)d

) 4n

_46n+8-2(2n-1)d

4
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Dengan demikian, diperoleh graf Pefersen dengan

+8_ -
g2 DN Yot ia” Dd (3.3)

Proposisi 3.5

Graf Petersen secara umum dinotasikan dengan P (n,m), di

mana n>3 dengan n ganjil dan 1<m S% mempunyai pelabelan
total super (a,1) -titik anti ajaib (Sugeng, 2005).
Bukti:

Misalkan graf Petersen P (n,m) secara umum mempunyai titik
V(P(n,m))={x0,xl,...,xn4}u{yo,yl,...,yml} dan  sisi
E(P(n,m))={yl.xl.,yl.yi+l,...,xixl.+m 1 i=0,1,...,n-1 } dengan
diberikan modulo n. Ada dua graf Cycle dari P(n,m) yaitu graf

Cycle dalam dan graf Cycle luar. Untuk graf Cycle luar dinotasikan
dengan y,,»,,...,¥,; dan graf Cycle dalam dinotasikan dengan

Xs X5 X5+ X(,_py - Ubah titik graf Cycle dalam dengan Xg =X, »
X, =X, x5 =x2m,...,x:;1 =X(,-1)m- Maka graf Cycle dalam dapat

0 a o * * *
juga dinotasikan dengan x,,x,,...,x

>Vn—1"
Menurut Sugeng (2005), didefinisikan pelabelan total & untuk
graf Cycle luar dan graf Cycle dalam sebagai berikut:
Pelabelan titik dari graf Cycle dalam adalah

a(x;)=i+l ,i=0,1,...,n—1
pelabelan titik dari graf Cycle luar adalah
a(y;,)=n+l+i ,i=0,1...,n-1
pelabelan sisi dari graf Cycle luar adalah

3n—L untuk i genap

(24 Vi) =
(ylyl l) Sl’l—l

2

untuk i ganjil
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pelabelan sisi dari graf Cycle dalam adalah

i
4n—— untuk i genap
a(x; X)) = Tn_i

2
untuk i=0,1,...,n—1, di mana semua subscript adalah modulo »
pelabelan jari-jarinya adalah
a(x;,y;)=4n+1+i ,i=0,1,...,n—1.

Pilih bobot titik graf Petersen dengan d =1 untuk »n ganjil dengan
a

untuk i ganjil

at(n-1)d a+d

Misalkan b, (x;), 0<i<mn-1, adalah bobot titik x, dari graf
Petersen, sehingga

Akan ditentukan b, (x; ) untuk i=0,1,...,n-1.

Pilih a+2d .

Karena a+2d terletak pada titik ke 2, maka

a+2d = sisike 1 + titik ke 2 + sisi ke 2 + jari-jari ke 2

5n_i .
=( n2 i j+(n+1+i2)+(3n—%}+(4n+1+i2)

i =1=(2-1)=(i-1)
i, =2=(2-0)=(i-0)=i

b, (xl.)=( on=(i= )J+(n+1+i)+(3n—éj+(4n+1+i)

2
_Sn—i+1+2n+2+2i+6n—i+8n+2+2i
\ 2
_21n+2i+5
B\ g
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Misalkan B, menyatakan himpunan bobot titik luar pada graf
Petersen

B, ={b, (y)|0<i<n-1}

{2m+2ﬁs

|0£i£n—l}

b 2

_ | 21n+5 21n+7 23n+3
2 72 2 i

Dengan demikian, untuk setiap »>3 dengan d =1, graf Pefersen

mempunyai pelabelan total super ( G ,1 j -titik anti ajaib.
Langkah-langkah pelabelan total super (a,l)-titik anti ajaib pada
P (5,2) adalah sebagai berikut:
1. Diketahui d =1 dan banyak titik graf = n.
21n+5
2 )

2. Hitung a dengan rumus: a =(

3. Beri label titik dalam dengan
a(x;) =i+1 untuk i=0,1,...,n—1.
4. Beri label titik luar dengan
a(y;)=n+l1+i untuk i=0,1,...,n—1.
5. Beri label sisi luar untuk 7=0,1,...,n—1, dengan

L a(y yi+1)=3n—é , untuk i genap
. a(y yi+1)=? , untuk i ganjil.

6. Beri label sisi dalam untuk i=0,1,...,n—1, dengan
1. a(xf x;l)=4n—é , untuk i genap

. ¥ * 7 —1 .o
. a(x; xm):% , untuk i ganjil.
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7. Beri label jari-jari dengan
a(x;,y;)=4n+1+i untuk i=0,1,...,n-1.
8. Hitung himpunan bobot titik dengan menjumlahkan label
titik dan sisi dari kiri ke kanan sehingga memnuhi himpunan

bobot il el
2 2 2

[N

Diagram alir pelabelan total super (a,l)-titik anti ajaib pada
P (5,2) dapat dilihat pada Lampiran 6.

Contoh 3.6:

Berikut akan ditentukan pelabelan total super (a,d)-titik anti
ajaib pada graf petersen khusus P (5,2).

2ln+5 _21.5+5

Graf Petersen P (5,2) dengan a = =55 dan d =1

pelabelannya sebagai berikut:
a. Beri label titik dalam dengan

Xg =%y =0+1=1

xl* =X, =x, =1+1=2

X; =%y, =X, =2+1=3

x; =X3n = X6 = Xgmeas =X T3E1=4

x: =X4, = Xg = Xgmeds — X3 =4+1=5
a(x,*)={1,2,3,4,5}.

b. Beri label titik luar dengan

Yo =5+1+0=6

Y, =5+1+1=7

Y, =5+1+2=8

y;=5+1+3=9

Vs =5+1+4=10
a(y,)={6,7.8,9,10}.

42



c. Beri label sisi luar dengan

i 0
i=0 = «a =3p——=3.5-—=15
(¥o 1) > >
Sn—i 5.5-1
i=1 % & = =22" -1
(31 ¥2) > >

' 2
i=2 = a(y, y3)=3n—51=3.5— S =14

Sn—i 5.5-3
i1=3 = « = = =11
(¥334) 5 >

' 4
i=4 = a(y,y)=3n--=35- =13

a(y; i) ={11,12,13,14,15}.
d. Beri label sisi dalam dengan

P i 0
i=0 = Ol(xoxl):Ot(xoxm)=a(x0x2):4n—51:4,5_5:2()

i=1 = a(x x)=a(x,x,)=a(x,x,)=s——=—""""=17

* % 2
=2 = a(x,x;)=a(x,, x;,)=alx, x1)=4n—51=4.5——:19

. Tn—i_7.5-3
i=3 = a(x;x;)=a(x;, X, )=a(x x;)= n2 = 5

=16

* * | 4
i=4 = a(x;x;)=a(xy, xs,)=a(x; x0)=4n—51=4.5— —=18

a(x, x,.,,)={16,17,18,19,20}.

e. Beri label jari-jari dengan
a(xy,y0)=4n+1+i=4.5+1+0=21
a(x,y)=4n+1+i=4.5+1+1=22
a(x,,y,)=4n+1+i=4.5+1+2=23
a(x;,y;)=4n+1+i=4.5+1+3=24
a(x,,y,)=4n+1+i=4.5+1+4=25

a(x, y,)={21,22,23,24,25}.
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Gambar 3.6 Pelabelan Total Super (55,1) -Titik Anti Ajaib P(5,2)

Himpunan bobot titik dari graf Petersen P(5,2) adalah
{55,56,57,58,59}.

44



BAB 1V
PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Kesimpulan yang dapat diambil dalam Skripsi ini adalah:

1. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf Path
(P,) dilakukan dengan melabelkan titik dan sisi sedemikian
hingga pelabelan titik dan sisi harus memenuhi himpunan bobot
titik:

- +1 —
" , on e, on=7 , untuk #>3 dengan n
2 2 2
ganjil dan d =2.
b. {2n—1,2n+2, ------ ,5n—4}, untuk >3 dengan n
sembarang dan d =3 .
2. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf Cycle

(C,) dilakukan dengan melabelkan titik dan sisi sedemikian
hingga pelabelan titik dan sisi harus memenuhi himpunan

bobot titik:
+ + +1
2 5’5n 9,_”,9n , untuk n>3 dengan n
2 2 2
ganjil dan d =2.
b. {3n+2,3n+3,-----,4n+1}, untuk n>3 dengan n

sembarang dan d =1.
3. Pelabelan total super (a,d ) -titik anti ajaib pada graf Petersen
khusus P (5,2) dilakukan dengan melabelkan titik, sisi dan
jari-jari sedemikian hingga pelabelan titik, sisi dan jari-jari

harus memenuhi himpunan bobot titik
21n+5 21n+7 23n+3
2 7 2 ) '
4.2 Saran

Untuk penentuan pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib
dalam skripsi ini masih dapat dikembangkan pada beberapa jenis
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Lampiran 1. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf
Path (P,) dengan n ganjil dan d =2 dapat disusun dalam diagram

alir sebagai berikut:

d =2
Masukkan
nilai n

|

Hitung a dengan rumus:
_5n-3
2

v

Beri Tabel titik dengan

a

n ,i=1
a(x;)=qi-1 ,i=2,...,n—1
n—1 ,I=n

Beri Tabel sisi dengan
3n+i

, untuk i ganjil
a(x; Xy ) =

i
n +5 ,untuk i genap

'

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi
{511—3 Sn+l 9n—7}

2 7 27 2
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Lampiran 2. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf

Path (P,) dengan n ganjil dan d =3 dapat disusun dalam diagram
alir sebagai berikut:

Masukkan
nilai »n

:

Hitung a dengan rumus:

a=2n-1
A
Beri Tabel titik dengan
1 ,i=1
a(x;)=yn—i+l ,i=2,...,n—1
n ,i=n

!

Beri Tlabel sisi dengan

a(x, xi+1):{

2n—1—i untuk i ganjil

2n+1—i untuk i genap

y

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi
{2n-1,2n+2,---, 50 -4}

'

( Selesai )
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Lampiran 3. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf
Path (P,) dengan n genap dan d =3 dapat disusun dalam diagram
alir sebagai berikut:

Masukkan
nilai n

}

Hitung a dengan rumus:
a=2n-1

v

Beri Tabel titik dengan
n—2 ,i=1
2i-3 =2 ]
_ 2
a(x;)=
2n—i)  Li=Z+42,.....n-1
2
n ,i=n
Beri Tabel sisi dengan
n+2i—-1 untuk 1=1,2,...... ,ﬁ
_ 2
a(x; X;4)=
3n-2i untuk i=ﬁ+1, ...... ,n—1

v

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi
{2n-1,2n+2,--- 504}
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Lampiran 4. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf

Cycle (C,) dengan n ganjil dan d=2 dapat disusun dalam
diagram alir sebagai berikut:

Masukkan
nilai »n

Hitung a dengan rumus:
_Sn+2
a=
2
Beri Tabel titik dengan
a(x;)=iuntuk i=12,...,n

A

Beri Tlabel sisi dengan
i+1 . ..
n+ 5 , untuk i ganjil
o (x; X;4) = ,
2n—n_1+i untuk i genap
2 27

!

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi
{5n+5 5n+9 9n+1}

2 7 27 )

v
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Lampiran 5. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf

Cycle (C,) dengan n sembarang dan d =1 dapat disusun dalam
diagram alir sebagai berikut:

Masukkan
nilai »n

Hitung a dengan rumus:
a=3n+2

A
Beri label titik dengan
a(x;)=i untuk i=1,2,...,n

.

Beri Tlabel sisi dengan
a(x; x;,,)=2n—i+1 untuk i=12,...,n

;

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhsi
{3n+2,3n+3,----, 4n+1}
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Lampiran 6. Pelabelan total super (a,d)-titik anti ajaib pada graf
Petersen khusus P(5,2) dengan n=5 dan d=1 dapat disusun
dalam diagram alir sebagai berikut:

d=1
Masukkan
nilai »n

v

. 2ln+5

Hitung a dengan rumus: a= >
Beri Tabel titik dalam dengan
a(x:):i+l untuk i=0,1,...,n-1

Beri label titik Tuar dengan
dengan «a(y;)=n+1+iuntuk i=0,1,...,n-1

Beri label sisi Tuar dengan

3n—é untuk i genap
a(y; yis) = :
Sn—i . ..
5 untuk i ganjil
Beri Tabel sisi dalam dengan
4n—é untuk i genap
o (x; x2) =
- Tn—i

5 untuk i ganjil

5
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7

Beri label jari-jari dengan a(x;,y;) =4n+l1+i

'

Hitung himpunan bobot titik sehingga memenuhi
{21n+5 21n+17 23n+3}

b b b

2 2 2
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