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 PROBABILITAS ABSORPSI  
PADA PATH LATIS DUA DIMENSI 

 

 

ABSTRAK 

 

Absorpsi merupakan gambaran dari gambler ruin, yaitu langkah 
menang dan kalah seorang penjudi dengan modal awal yang dimiliki 
hingga modalnya habis, sehingga harus berhenti dari permainan. Gambler 
ruin dianalisa dengan jalan acak (random walk) satu dimensi, kemudian 
digambarkan pada latis dua dimensi. Berdasarkan gambaran latis dua 
dimensi, didapatkan gambaran menang dan kalah penjudi dalam path 
untuk tiap nilai awal kx = , dimana Nk ∈  yang diperoleh berdasarkan 
modal awal. Dengan gambaran geometrik path tersebut dan mencari relasi 
rekursif untuk tiap-tiap nilai awal, didapatkan probabilitas absorpsi yaitu 

)( kxP = . 
 
Kata kunci : gambler ruin, jalan acak, path, probabilitas absorpsi. 
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ABSORPTION PROBABILITY 
IN TWO-DIMENTIONAL LATTICE PATH 

 

 

ABSTRACT 

 

Absorption is form a part of gambler ruin, which means the win and 
loose steps of a gambler with early capital that he had, till its played out 
and must stopped the game. Gambler ruin analyzed by one-dimensional 
random walk, then it will be outlined at two-dimensional lattice. Based on 
the picture of two-dimensional lattice, we get the vision of win and loose 
of the gambler in path to every early value kx = , where Nk ∈  which 
obtained based on early capital. Using geometric paths and recurrence 
relation for each initial value, probability absorption i.e. )( kxP =  get 
obtained. 
 
Keywords : gambler ruin, absorption probability, random walk, path. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang 
 

Teori gambler ruin mengatakan bahwa ”jika seorang penjudi 
bermain cukup lama, maka akan bangkrut dan harus berhenti dari 
permainan”. Jadi, arti sebenarnya dari gambler ruin adalah kekalahan 
seorang penjudi yang terakhir pada suatu permainan uang. 
Permainan baru akan berakhir jika penjudi sudah tidak mampu untuk 
membayar lagi (Loy, 1999). 

Pada teori probabilitas istilah gambler ruin kadang-kadang 
menunjuk pada kenyataan bahwa seorang penjudi hampir bisa 
dipastikan akan mengalami bangkrut meskipun dengan perlawanan 
yang lama. Hal ini terjadi jika lawannya mempunyai uang lebih 
banyak, sekalipun keuntungan lawan pada masing-masing perputaran 
permainan adalah kecil (Epstein, 1995). Contoh dari gambler ruin 
adalah pada pelemparan koin dan permainan di kasino seperti 
roulette, baccarat dan blackjack. Langkah probabilitas menang atau 
kalah pada gambler ruin dapat digambarkan pada proses absorption 
(absorpsi) dengan jalan acak (random walk). Absorpsi merupakan 
langkah menang atau kalah seorang penjudi dari awal dia mulai 
permainan dengan modal awal yang dimiliki, sampai permainan 
tersebut berakhir dimana uang yang dimiliki telah habis.  

Salah satu asumsi dasar dari jalan acak adalah memiliki jarak 
langkah yang konstan dan memiliki probabilitas untuk menentukan 
arah jalan sesuai dengan distribusi seragam. Langkah absorpsi 
dianalisa dengan jalan acak satu dimensi, dengan asumsi bahwa 
gerakan ke kanan menyatakan menang dan gerakan ke kiri 
menyatakan kalah. Dengan demikian didapatkan gambaran 
geometrik dengan menggunakan path. 

Path merupakan suatu deretan yang terdiri dari titik-titik dan 
garis-garis yang berganti-ganti dimana semua titik kecuali titik awal 
dan akhir pada deretan tersebut berlainan. Path yang digunakan 
untuk gambaran geometrik ini adalah path khusus yaitu path pada 
latis dua dimensi dimana langkah horizontal mewakili langkah ke 
kanan dan langkah vertikal mewakili langkah ke kiri.  

Pada bidang kartesian, path khusus bergerak untuk tiap 
langkah ke arah kanan mengikuti sumbu x dan ke atas mengikuti 
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sumbu y. Oleh karena itu path mengandung semua titik pada bidang 
dengan koordinat bilangan bulat. Titik pada bidang kartesian yang 
koordinatnya bilangan bulat disebut titik latis (Balakhrisnan, 1995). 
Path dianggap berasal dari pusat menuju ke titik latis, kemudian 
dengan menggunakan path khusus didapatkan gambaran geometrik 
dari absorpsi dan dapat dihitung probabilitasnya.  
  
1.2 Rumusan Masalah 
 

Rumusan masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini antara 
lain: 

1. bagaimana gambaran geometrik dari absorpsi pada path latis 
dua dimensi? 

2.  bagaimana rumus eksplisit dari probabilitas absorpsi pada path 
latis dua dimensi? 

 
1.3 Batasan Masalah 
 

Batasan masalah pada skripsi ini adalah: 
1. proses absorpsi tanpa mengalami hambatan artinya permainan 

terjadi secara terus menerus, 
2. hanya ada dua orang pemain yaitu penjudi yang mengalami 

gambler ruin dengan modal awal yang terbatas (player), serta 
lawannya dengan modal tak hingga (banker), 

3. hanya ada dua kemungkinan setiap kali permainan yaitu 
menang dengan probabilitas p dan kalah dengan probabilitas q. 

 
1.4 Tujuan 
 

Tujuan dari pembahasan masalah ini adalah: 
1. menunjukkan gambaran geometrik dari absorpsi pada path 

latis dua dimensi, 
2. mendapatkan rumus eksplisit dari probabilitas absorpsi pada 

path latis dua dimensi. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
Pada bagian ini dijelaskan beberapa teori yang digunakan 

untuk penggambaran dan perhitungan probabilitas absorpsi yaitu 
probabilitas, titik latis, path, bilangan catalan, serta jalan acak 
(random walk). 
 
2.1 Probabilitas 
 

Bila suatu percobaan dapat menghasilkan N macam hasil yang 
berkemungkinan sama, dan bila tepat sebanyak n dari hasil berkaitan 

dengan kejadian A, maka probabilitas kejadian A adalah 
N

n
AP =)(  

(Walpole dan Myers, 1986). 
 
2.1.1 Kombinasi 
 

Banyaknya cara memilih r benda dari sejumlah n tanpa 
memperdulikan urutannya. Pemilihan seperti itu disebut kombinasi. 
 
Definisi 2.1 
Jumlah kombinasi dari n benda yang berlainan bila diambil sebanyak 
r adalah 

)!(!

!

rnr

n

r

n

−
=








   (2.1) 

(Walpole dan Myers, 1986). 
 
Contoh 2.1. 
Jumlah kombinasi dari empat huruf ABCD jika diambil tiga huruf 
adalah: 

4=n , dan 3=r . Oleh karena itu diperoleh 

.4

)!34(!3

!4

)!(!

!

=
−

=

−
=








rnr

n

r

n
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2.2 Titik Latis 
 
Definisi 2.2 
Titik pada bidang kartesian yang koordinatnya bilangan bulat disebut 
titik latis (Balakhrisnan, 1995). 
 
Contoh titik latis terdapat pada Gambar 2.1. Pada gambar tersebut 
menunjukkan bahwa titik (1,1) yang merupakan titik latis. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Gambar 2.1 Titik (1,1) adalah titik latis 
 

Definisi 2.3 
Titik latis umumnya digunakan untuk menunjukkan titik-titik dalam 
susunan persegi. Susunan tersebut disebut dengan grid atau mesh 
(Weisstein, 1999). 
 
Contoh dari grid ditunjukkan pada Gambar 2.2. Pada gambar 
tersebut jika titik-titik latis dihubungkan dengan garis maka akan 
membentuk suatu persegi dengan ukuran 33× . 
 
 
 
 
   
     ⇒  
 
 
 
 

Gambar 2.2 Grid dengan ukuran 33×  
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2.3 Path 
 

Path adalah suatu deretan yang terdiri dari titik-titik dan garis-
garis yang berganti-ganti dimana semua titik (kecuali titik awal dan 
akhirnya) berlainan.  
 
2.3.1 Path Latis 
 
Definisi 2.4 
Path latis adalah rangkaian dari titik nPPPP ....,,, 210  dengan 0≥n , 

yaitu untuk setiap iP  adalah titik latis dan 1+iP  didapatkan dengan 
menyeimbangkan satu bagian timur (atau barat) atau satu bagian 
utara (atau selatan) (Weisstein, 1999). 

 
Misalkan terdapat suatu path dari titik asal (titik pusat) ke titik 

latis ),( nmA , dimana m dan n tidak negatif maka cara menetapkan 
jumlah dari path tersebut: 

1. dimulai dari titik asal (titik pusat), 
2. selalu paralel ke sumbu-x atau sumbu-y, 
3. membuat belokan hanya pada titik latis, salah satu sepanjang 

sumbu-x positif atau sepanjang sumbu-y positif, dan 
4. berakhir di titik A  

(Balakhrisnan, 1995). 
 
Definisi 2.5 
Path khusus adalah rangkaian dari nm+  langkah, dimana m 
langkah horizontal dan n langkah vertikal. Jumlah dari path khusus 
adalah hasil kombinasi dari  








 +
=






 +
n

nm

m

nm
   (2.2) 

banyaknya langkah dari posisi yang disediakan dalam rangkaian 
untuk satu atau langkah yang lain (Balakhrisnan, 1995).  
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Contoh 2.2. 
Terdapat titik latis A(2,1), maka jumlah path dari titik pusat (0,0) ke 
titik latis adalah hasil kombinasi dari: 

3
!1!2

!3

1

12

2

12
==







 +
=






 +
. 

 
 
 
 
 

Path 1   Path 2   Path 3 
 

Gambar 2.3 Alur dari path pada titik latis A(2,1) 
 
Definisi 2.6 
Jumlah path pada grid dengan ukuran nn×  adalah hasil kombinasi 
dari 










n

n2
    (2.3) 

(Davis, 2006). 
 
Contoh 2.3. 
Terdapat grid dengan ukuran 22× , maka jumlah path pada grid 
tersebut adalah: 
 

6
!2!2

!4

2

4

2

2.22
==








=








=









n

n
. 

 
Pada Gambar 2.4 memperlihatkan enam alur path pada grid 
berukuran 22× .  
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1 2 
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Gambar 2.4 Enam path pada grid berukuran 22×  
 

Definisi 2.7 
Path dari 0P  ke mP  pada bidang kartesian adalah rangkaian 

),....,,( 10 mPPP  dari titik latis ),( iii yxP , dimana untuk setiap 

1,.....,1,0 −= mi , iiii yyxx =+= ++ 11 ,1  atau  1, 11 +== ++ iiii yyxx . 

Path ini bagus jika ),...,2,1,0( mixy ii =< , sebaliknya adalah path 
yang buruk (Balakhrisnan, 1995). 
 
Definisi 2.8 
Jumlah path dari titik pusat (0,0) ke titik ),( knn +  dimana n 
menentukan jumlah langkah path ke arah kanan. ),0( k  adalah 
koordinat titik awal dari garis L untuk membatasi daerah tersebut, 
dan knm +=  merupakan jumlah langkah path ke atas seperti yang 
terlihat pada Gambar 2.5 ditentukan oleh: 

)!(!

)!12(

!!

)!1(
)(
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kn
k
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knCk

+
−+=
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)4.2(
2

.
)2(

)!(!

)!2(
.

)2(

)2(

)2(
.

)!(!

)!12.(
)(








 +
+

=

+
+

+
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−+=

n

kn
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k
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k
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 (Bolina, 2001). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.5 Path pada bidang kartesian yang dibatasi garis L 
 
Berdasarkan konsep gambler ruin, nilai awal k ditentukan dari 

perbandingan modal awal dengan jumlah taruhan. Oleh karena itu  

Nkk ∈= dimana,
uhanjumlah tar

awalmodal
. 

Jumlah taruhan adalah sama untuk tiap kali bermain. 
 
2.4 Bilangan Catalan 
 

Bilangan catalan pada bilangan bulat tidak negatif n adalah 
himpunan bilangan yang diperoleh dari Euler’s polygon division 
problem, yaitu banyaknya cara untuk membentuk segitiga pada 
poligon dengan 2+n  sisi dimana ,...3,2,1,0=n  (Weisstein,1999). 
Cara yang dipakai adalah dengan menarik garis diagonal pada titik-
titik sudutnya, dengan syarat garis yang digunakan untuk membentuk 
segitiga tersebut tidak berpotongan. Jumlah cara tersebut yaitu 1, 1, 
2, 5, 14, 42,132, 329,... . 

X 

Y 

k 

(n,n+k) 

L 

0 

n+k 

n 
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Tabel 2.1 Poligon Triangulasi 
 

n = 0 * 1 cara 
n = 1  

 
1 cara 

n = 2  
 

2 cara 

n = 3  
 

5 cara 

n = 4  
 
 
 

14 cara 

 
Pada Tabel 2.1 tanda (*) menyatakan bahwa tidak ada segitiga yang 
dapat dibentuk dari poligon dengan 0=n  sisi.  
Contoh permasalahan lain yaitu banyaknya himpunan tanda kurung 
yang bisa dibentuk jika tiap tanda kurung buka selalu berpasangan 
dengan tanda kurung tutup. Banyaknya cara yang diperoleh adalah 1, 
1, 2, 5, 14, 42,132, 329,... . 

 
Tabel 2.2 Keseimbangan Tanda kurung 

 
n = 0 * 1 cara 
n = 1 () 1 cara 
n = 2 ()(), (()) 2 cara 
n = 3 ()()(), ()(()), (())(), (()()), ((())),  5 cara 
n = 4 ()()()(), ()()(()), ()(())(), ()(()()), ()((())), 

(())()(), (())(()), (()())(), ((()))(), (()()()), 
(()(())), ((())()), ((()())), (((()))) 

14 cara 

 
Pada Tabel 2.2 tanda (*) menyatakan bahwa tidak ada tanda kurung 
apapun. 
Hal yang sama ditunjukkan dengan permasalahan banyaknya jajaran 
gunung yang bisa dibentuk dengan n garis ke atas dan n garis ke 
bawah. Pada jajaran gunung tersebut jumlah cara yang didapatkan 
adalah 1, 1, 2, 5, 14, 132, 329,... .  
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Tabel 2.3 Jajaran Gunung 
 

n = 0 * 1 cara 
n = 1  1 cara 
n = 2        , 2 cara 
n = 3  

         ,            ,            ,             ,  
5 cara 

 
Pada Tabel 2.3 tanda (*) menyatakan bahwa tidak ada jajaran 
gunung yang bisa dibentuk. 

 
Untuk mendapatkan rumus umum dari beberapa permasalahan 

di atas diambil contoh pada permasalahan tanda kurung. 
Diasumsikan telah diketahui jumlah himpunan tanda kurung  untuk 

1,...,2,1,0 −n  kemudian akan dicari jumlah untuk n. Misal iQ  
adalah himpunan dari i pasang tanda kurung yang seimbang dimana 

,5,2,1,1 3210 ==== QQQQ  dan 144 =Q  bisa didapatkan dengan 
menghitung secara langsung. Dikatakan seimbang jika tanda kurung 
selalu berpasangan artinya jika terdapat tanda kurung buka maka 
harus terdapat tanda kurung tutup.  

Diantara pasangan tanda kurung tersebut terdapat pasangan 
tanda kurung yang seimbang, dan dibagian kanannya terdapat 
himpunan keseimbangan yang lain: 

,)( BA  
dimana A adalah himpunan tanda kurung yang seimbang begitu juga 
dengan B. Keduanya A dan B bisa memuat sampai dengan )1( −n  
pasangan tanda kurung, tetapi jika A memuat k pasang, maka B 
memuat )1( −− kn  pasang. Berdasarkan hal tersebut akan dihitung 
pula untuk A dan B yang memuat nol pasangan, yang berarti tidak 
boleh menulis tanda kurung apapun. Oleh karena itu didapatkan total 
susunan dengan n pasang yang seimbang. 
Hal tersebut dapat dituliskan sebagai berikut: 
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)5.2(.... 10211201

302112034

2011023

10012

001

−−−− ++++=
⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅

+++=
++=

+=
=

nnnnn QQQQQQQQQ

QQQQQQQQQ

QQQQQQQ

QQQQQ

QQQ

⋯

⋯

⋯

 

(Davis, 2006). 
 

Bilangan catalan dapat pula didapatkan dengan mencari 
jumlah diagonal-avoiding path pada suatu grid . 
 
2.4.1 Diagonal-Avoiding Path 
 

Pada grid berukuran nn×  terdapat sejumlah path dengan 
panjang 2n yang berawal dari sudut kiri bawah ke sudut kanan atas, 
dimana path tersebut terletak pada atau di bawah garis diagonal 
(diagonal-avoiding path). Jumlah path tersebut akan sama dengan 
jumlah jajaran gunung yang bisa dibentuk dengan n garis ke atas dan 
n garis ke bawah. Untuk gambaran diagonal-avoiding path dan path 
pada jajaran gunung ditunjukkan pada Gambar 2.6. 
 
  
   
 
 

 
 

(a)   (b) 
Gambar 2.6    (a) Path pada grid berukuran 55×  

(b) Jajaran gunung dengan n = 5 
 

Pada Gambar 2.6 (a) memperlihatkan grid dengan ukuran 55×  oleh 
karena itu panjang path adalah 1052 =× . Hal ini menunjukkan 
kesesuaian dengan bentuk pada jajaran gunung yaitu Gambar 2.6 (b) 
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dengan n = 5 dimana terdapat lima garis ke atas dan lima garis ke 
bawah atau total garis adalah sepuluh. 
 
Teorema 2.1 
Bilangan catalan ke-n , nZ  atau jumlah dari diagonal-avoiding path 
pada grid berukuran nn×  adalah  

)6.2(
2

1

1

2

1

2

1

22










+
=










+
−







=










+
−








=

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
Zn

 

(Davis, 2006). 
 
Bukti: 
Untuk mendapatkan rumus eksplisit dari bilangan catalan akan 
dianalisa dari jumlah diagonal-avoiding path, dengan menghitung 
jumlah path pada grid dan mengurangi  dengan jumlah path yang  
berada di atas garis diagonal. 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.7 Counting Diagonal-Avoiding Path 
 

Gambar 2.7 mengilustrasikan path khusus yang tidak dihitung karena 
melewati titik pada garis diagonal. Titik P adalah titik pertama pada 
grid yang melewati garis yang salah, yaitu di atas garis diagonal oleh 
karena itu membentuk path buruk. Akibatnya untuk tiap path 
tersebut mencerminkan path yang berawal dari titik P, dimana ketika 
path asli mestinya berjalan ke kanan, namun path berjalan ke atas 
dan ketika path asli ke atas, path ke kanan. Hal ini menjelaskan 
bahwa path yang mencapai titik P akan berjalan satu langkah lagi ke 

P P 
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atas, sehingga akan bergerak k langkah ke kanan dan 1+k  langkah 
ke atas.  

Tiap path buruk bisa dirubah dengan cara menukar langkahnya 
(Davis, 2006). Jumlah path yang mempunyai n langkah melewati 
dan naik, yang berarti terdapat kn −  langkah ke kanan dan 1−− kn  
langkah ke atas. Tetapi karena langkah-langkah ke kanan dan 
langkah-langkah ke atas ditukar, path yang dirubah mempunyai total 
langkah sebanyak 1)1()( −=−−+ nknk  langkah ke kanan dan 

1)()1( +=−++ nknk  langkah ke atas. Tiap path yang dirubah 
berakhir dititik yang sama, 1−n  langkah ke kanan dan 1+n  
langkah ke atas. Tiap path yang berawal dari titik pusat ke titik 1−n  
ke kanan dan 1+n  ke atas ini disamakan dengan satu path buruk.  

Jumlah path buruk tersebut adalah total jumlah dari rute path 
pada grid yaitu )1( −n  yang ditukar dengan )1( +n . Jumlah path dari 

grid berukuran nn×  adalah 








n

n2
 (Definisi 2.6) dan jumlah path 

buruk adalah 








+1

2

n

n
. Oleh karena itu jumlah diagonal-avoiding 

path adalah: 
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Definisi 2.9 
Bilangan catalan ke-n sama dengan jumlah path dari titik pusat (0,0) 
ke titik ),( knn + (Definisi 2.8) dengan 1=k  atau biasa ditulis 
dengan )(nC : 
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sehingga 
)()(1 nCnCZn ==    (2.7) 

(Bolina, 2001). 
 
2.5 Jalan Acak 
  

Proses acak yang terdiri dari urutan langkah yang berlainan 
dengan panjang yang ditentukan. 
 
Definisi 2.10 
Misalkan urutan variabel acak bebas yang diasumsikan bernilai +1 
dengan probabilitas p, dan -1 dengan probabilitas q = 1-p. Untuk 
tiap-tiap kejadian ,....,....,, 21 nxxx , dimana 1+=kx  jika hasil ke-k 

adalah sukses dan 1−=kx  untuk yang lain. nS dinotasikan sebagai 
jumlah nilai dari kejadian sampai ke n adalah 

0.... 021 =+++= SxxxS nn ,  (2.8) 

dimana nS  menggambarkan posisi kejadian pada langkah ke-n. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.8 Contoh langkah jalan acak 

0 

nS  

Kembali ke nol 

Melintasi nol 

n 
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Pada model jalan acak, langkah diambil dengan penggambaran ke 
atas atau ke bawah dengan jarak yang teratur. Jalan acak mengalami 
kejadian yaitu tetap pada posisinya, berjalan satu langkah ke bawah, 
atau berjalan satu langkah ke atas dan dikatakan simetris jika 

21== qp , tidak simetris jika qp ≠  (Papoulis dan Pillai, 2002). 
 
2.5.1 Jalan Acak Satu Dimensi 
 

Jalan acak dimana tiap bagian diperoleh dari bagian yang lain 
karena itu semua bagian mempunyai tipe yang sama (Papoulis dan 
Pillai, 2002).  
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.9 Langkah jalan acak satu dimensi 
 
Langkah jalan acak dapat digambarkan pada bidang kartesian dengan 
gambaran seperti yang terlihat pada Gambar 2.10. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.10 Langkah jalan acak satu dimensi pada kuadran I 
 

q p 

i-l        i        i+l 1 0 2 -1 

X 

Y 

0 n 

k 

q 

p 
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Gambar 2.10 memperlihatkan langkah jalan acak satu dimensi pada 
kuadran I yang menunjukkan pula gambaran latis dua dimensi. 
Langkah ke kanan digambarkan dengan langkah horizontal dan 
mempunyai probabilitas p, sementara itu langkah ke kiri yang 
digambarkan dengan ke arah vertikal (ke atas) mempunyai 
probabilitas pq −=1 . Langkah ke kanan pada gambar tersebut 
dibatasi hanya sampai n langkah, sehingga pada sumbu X terdapat n 
langkah ke kanan. Langkah ke atas dibatasi sampai dengan langkah 
ke-k sehingga pada sumbu Y terdapat k langkah ke atas. 
 
3.5.2 Probabilitas Jalan Acak 
 

Pada model jalan acak satu dimensi akan muncul tiga 
probabilitas yaitu tetap pada posisinya, berjalan satu langkah ke kiri, 
atau berjalan satu langkah ke kanan.  

 
Definisi 2.11 
Probabilitas perpindahan satu langkah )( 1+nX  dengan i adalah 
langkah ke-n pada jalan acak satu dimensi adalah 









=
−=
+=

==+

0

1

1

)( 1

jr

ijq

ijp

jXP n  

dimana p  =  probabilitas langkah ke kanan 
q  = probabilitas langkah ke kiri 
r   = probabilitas tetap pada posisinya  

(Papoulis dan Pillai, 2002). 
 
Probabilitas perpindahan satu langkah tersebut menunjukkan langkah 
ke-n+1 adalah j dengan probabilitas perpindahan ke kanan p dan 
probabilitas perpindahan ke kiri q. Perpindahan satu langkah pada 
jalan acak satu dimensi tersebut digambarkan pada latis dua dimensi, 
untuk menunjukkan probabilitas satu langkah pada suatu permainan 
uang. 
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2.5.3 Probabilitas Absorpsi 
 

Pada probabilitas absorpsi usaha semuanya bebas, maka 
probabilitas tiap hasil yang berbeda dikalikan. Tiap kemenangan 
terjadi dengan probabilitas p, tidak berubah dari usaha yang satu ke 
yang berikutnya, dan tiap kekalahan mempunyai probabilitas (1-p). 
Nilai p tergantung dari jenis permainan. Banyaknya permainan 
dalam absorpsi digambarkan dengan banyaknya path pada Definisi 
(2.8).  
 
Definisi 2.12 
Probabilitas absorpsi dengan batasan bahwa titik awal terletak pada 

),0( k , dimana )(nCk  adalah jumlah path dari titik pusat ke titik 
),( knn + (Definisi 2.8) adalah: 

∑
∞

=

+−==
0

)1()()(
n

knn
k ppnCkxP   (2.9) 

(Bolina, 2001). 
 
Persamaan (2.9) sama artinya dengan probabilitas penjudi 
mengalami gambler ruin dengan nilai awal k, n kali menang serta 

kn +  kali kalah. )(nCk  merupakan jumlah permainan yang 
mungkin terjadi dengan tiap n kemenangan dan kn +  kekalahan. 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 
Pada pembahasan ini akan ditunjukkan gambaran geometrik 

untuk tiga macam kasus, yaitu dengan nilai awal 2,1 == kk  dan 
3≥k . Gambaran geometrik tersebut disesuaikan dengan konsep 

gambler ruin dimana dengan modal awal yang dimiliki dan jumlah 
taruhan seorang penjudi, maka dalam berapa langkah dia mengalami 
menang atau kalah dapat dihitung sesuai dengan nilai awal (k). 

 
3.1 Gambaran Geometrik 
 

Berdasarkan gambaran jalan acak satu dimensi, dibentuk 
gambaran geometrik dari proses absorpsi pada latis dua dimensi. 
Gambaran secara umum sebagai berikut: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3.1 Langkah jalan acak pada latis dua dimensi 
 
Gambar 3.1 merupakan gambaran umum yang menunjukkan langkah 
jalan acak pada latis dua dimensi, garis L merupakan garis yang 
dibentuk untuk membatasi daerah tersebut. Langkah ke kanan 
digambarkan dengan langkah horizontal dan mempunyai probabilitas 
p, sementara itu langkah ke kiri yang digambarkan dengan langkah 
vertikal (ke atas) mempunyai probabilitas pq −=1 . Titik awal 

X 

Y 

k 

(n,n+k) 

L 

n 
p 

1-p 

0 

n+k 
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terletak pada titik ),0( k  dan jumlah langkah ke kanan adalah n, 
sehingga titik akhirnya adalah ),( knn + .  

Berdasarkan batasan titik awal dan titik akhir tersebut dicari 
langkah yang bisa dilalui dari titik pusat ke titik akhir. Langkah 
tersebut jika digambarkan membentuk suatu path. Untuk gambaran 
secara geometrik path yang terbentuk digambarkan dengan warna 
biru. 
 
3.1.1 Gambaran Geometrik pada 1=k  
 

Berdasarkan Definisi 2.8  jumlah path untuk 1=k  adalah 

)1.3(.
)!1(!

)!2(

)!1(!

)!1)1((
1)(1

+
=

+
−++==

nn

n

nn

nn
nCk

 

Gambaran untuk )(1 nC  dimana ,...2,1,0=n  pada latis dua dimensi 
dapat digambarkan sebagai berikut: 
a) Untuk 0=n   

.1
!1!0

!0

)!10(!0

)!0.2(
)0(1 ==

+
=C    

 
 
 

⇒  
 
 

Gambar 3.2 Latis )0(1C  dan path yang terbentuk  
 

Gambar 3.2 adalah latis )0(1C , gambar tersebut dengan jelas 
memperlihatkan hanya terdapat satu langkah yaitu ke atas sehingga 
hanya terdapat satu path. Sebagai ilustrasi, bahwa dengan nilai awal 

1=k  penjudi mengalami kalah satu kali digambarkan dengan path 
yang melangkah ke atas satu kali, sehingga permainan berakhir. 
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0 
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y 

1 

0 
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b) Untuk 1=n  

1
!2!1

!2

)!11(!1

)!1.2(
)1(1 ==

+
=C . 

 
 
 

⇒  
 

 
Gambar 3.3 Latis )1(1C  dan path yang terbentuk 

 
Pada Gambar 3.3 untuk )1(1C  dapat diketahui bahwa titik akhir 
adalah )11,1(),( +=+ knn  hal ini memperlihatkan hanya terdapat 
satu path namun mempunyai tiga langkah, yaitu satu langkah ke 
kanan (horizontal) dan dua langkah ke kiri (vertikal). Satu langkah 
ke kanan menyatakan bahwa penjudi mengalami menang sehingga 
modalnya bertambah menjadi dua. Tetapi dengan dua langkah ke 
atas yang artinya penjudi kalah dua kali maka modal penjudi habis 
dan permainan berakhir disini. 
c) Untuk 2=n   

2
!3!2

!4

!3!2

)!2.2(
)2(1 ===C . 

 
 

 
 
⇒   

 
 
 

Gambar 3.4 Latis )2(1C  dan path yang terbentuk 
 

Latis )2(1C  mempunyai titik akhir (2,3). Pada Gambar 3.4 

memperlihatkan latis )2(1C  dan dua path dengan langkah yang 
berbeda. Jumlah langkah ke arah kanan (horizontal) yaitu dua 
langkah yang menyatakan menang dua kali dan jumlah langkah ke 
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kiri (vertikal) sebanyak tiga langkah yang menyatakan kalah tiga kali 
dari kedua path tersebut adalah sama.   
d) Untuk 3=n  

5
!4!3

!6

)!13(!3

)!3.2(
)3(1 ==

+
=C . 

 
 
    
 

 
 
⇒  

 
 
 
     

Gambar 3.5 Latis )3(1C  dan path yang terbentuk 
 

Gambar 3.5 menunjukkan terdapat lima path berdasarkan gambaran  
latis yang diperoleh pada )3(1C  dengan titik akhir (3,4). Tiap path 
mempunyai arah langkah yang berbeda tetapi jumlah langkah 
horizontal dan jumlah langkah vertikal untuk tiap path sama, yaitu 
tiga langkah ke kanan (horizontal) dan empat langkah ke kiri 
(vertikal). Dengan gambaran tersebut dapat diketahui bahwa dengan 
kemenangan sebanyak tiga kali dan kekalahan empat kali penjudi 
akan mengalami gambler ruin. 
e) Untuk 4=n  

14
!5!4

!8

)!14(!4

)!4.2(
)4(1 ==

+
=C . 

Pada  )4(1C  titik akhir adalah (4,5), dengan jumlah path yang 

terbentuk sebanyak 14. Gambaran )4(1C  dari path tersebut 
diperlihatkan pada Gambar 3.6. 
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Gambar 3.6 Latis )4(1C dan path yang terbentuk 
 

Selanjutnya gambaran latis untuk ,....7,6,5=n  dengan nilai awal 
1=k  dapat digambarkan dengan n  langkah ke kanan (horizontal) 

dan 1+n  langkah ke atas (vertikal). Jumlah path yang terbentuk 
dapat dicari dengan menggunakan persamaan (3.1). 
 

Berdasarkan Definisi 2.9 bilangan catalan )( nZ  mempunyai 

kesamaan dengan jumlah path untuk 1=k  atau )(1 nCk=  dan biasa 
ditulis dengan )(nC . Dari sini akan dicari komposisi dari bilangan 
catalan sesuai dengan persamaan (2.5). 
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Teorema 3.1 
Bilangan catalan  ke-n )(nC  yang diberikan oleh persamaan (2.7) 
memenuhi persamaan: 

∑
=

−−=
n

CnCnC
1

)1()()(
α

αα .  (3.2) 

 
Bukti: 
Dari persamaan (2.5) mengenai himpunan tanda kurung, yang 
merupakan dasar terbentuknya bilangan catalan maka 

)(nCQn = . 
Karena komposisi dari bilangan catalan adalah  

),(

.... 10211201

nC

QQQQQQQQQ nnnnn

=
++++= −−−−  

maka 

.)1()(

)1()0()2()1(...)1()2()0()1()(

1
∑

=

−−=

−+−++−+−=
n

CnC

nCCnCCCnCCnCnC

α
αα

Oleh karena itu Teorema 3.1 terbukti. 
 

Untuk selanjutnya, akan ditunjukkan gambaran geometrik 
dengan nilai awal 2=k  dan relasi gambaran tersebut dengan 
gambaran pada nilai awal 1=k . 
 
3.1.2 Gambaran Geometrik pada 2=k  
 

Berdasarkan Definisi 2.8 didapatkan persamaan untuk  jumlah 
path pada 2=k  yaitu 

)3.3(.
)!2(!

)!12(
2
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)!1)2((
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+
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nn

n

nn
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nCk

 

a) Untuk 0=n  maka 

1
)!20(!0

)!10.2(
2)0(2 =

+
+=C ,  

artinya hanya terdapat satu path pada )0(2C . 
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⇒  
 
 

Gambar 3.7 Gambar )0(2C  dan path yang terbentuk 
 

Pada Gambar 3.7 path (warna biru) didapatkan dari gambaran latis 
dua dimensi )0(2C  (warna merah). Pada gambler ruin dua langkah 
ke atas menunjukkan bahwa kekalahan terjadi dua kali, sehingga 
nilai awal 2=k  yang dimiliki habis. Jadi dapat dipastikan 
permainan berakhir. 
b) Untuk 1=n  

2
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2
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)!11.2(
2)0(2 ==

+
+=C . 

 
 
 
 
  ⇒   
 
 
 

Gambar 3.8 Gambar )1(2C  dan path yang terbentuk 
 

Gambar 3.8 menunjukkan bahwa terdapat dua path yang terbentuk 
dari )1(2C . Kedua path tersebut memperlihatkan jumlah 
kemenangan satu kali dengan gambaran satu langkah ke kanan 
(horizontal) dan kekalahan sebanyak tiga kali dengan gambaran tiga 
langkah ke kiri (vertikal). Oleh karena itu dengan nilai awal 2=k  
gambler ruin akan terjadi dan modal penjudi adalah 0. 
 

Sebelum melakukan penggambaran geometrik pada 2=k  
lebih jauh, akan dicari relasi antara )(2 nC  dan )(1 nC  atau bilangan 
catalan ( )(nC ).  
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Teorema 3.2 
Hubungan yang terjadi pada koefisien )(2 nC  dan )(1 nC  atau 
bilangan catalan dimana ,....2,1,0=n  diberikan oleh: 

)1()( 12 += nCnC .   (3.4) 
 

Bukti: 
Berdasarkan Definisi 2.9 maka )1()1(1 +=+ nCnC . Untuk 
membuktikan Teorema 3.2 digunakan gambaran geometrik untuk 
memperjelas persamaan antara )(2 nC  dan )1()1(1 +=+ nCnC . 
 
 
 

 
= 

 
 
 

Gambar 3.9 Hubungan antara )(2 nC  dengan bilangan catalan. 
 

Gambar 3.9 memperlihatkan terdapat latis )(2 nC  yang berwarna 
merah dan )1( +nC  yang berwarna biru. Dengan menggeser path 
merah satu langkah ke kanan menjadi (n+1) langkah, dan karena 
garis L merupakan satu kesatuan dengan gambar latis tersebut maka 
nilai awal akan menjadi satu. Oleh karena itu latis merah akan 
berbentuk sama dengan latis biru atau )(2 nC = )1( +nC  dan 
pembuktian selesai. 

Dengan mengambil contoh pada jumlah path untuk ,...2,1=n . 
Misalkan: 
(i). 1=n  maka 

)11(2
)!21(!1

)!11.2(
2)1( 12 +==

+
+= CC  

(ii). 2=n  maka 

)12(5
!4!2

!5
2

)!22(!2

)!12.2(
2)2( 12 +===

+
+= CC  

 
 

2 

n 

y 

x 0 n+1 

1 
x 

y 

  L L 

0 
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(iii). 3=n  maka 

)13(14
!5!3

!7
2

)!32(!3

)!13.2(
2)3( 12 +===

+
+= CC  

(iv). 4=n  maka 

)14(42
!6!4

!9
2

)!42(!4

)!14.2(
2)4( 12 +===

+
+= CC  

(v). 5=n  maka 

)15(132
!7!5

!11
2

)!52(!5

)!15.2(
2)5( 12 +===

+
+= CC , 

dan seterusnya untuk 5≥n  berlaku persamaan (3.4). 
 

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 3.2 untuk 
penggambaran latis pada nilai awal dua )2( =k  dan jumlah langkah 

ke kanan n yaitu )(2 nC , disamakan dengan latis pada nilai awal satu 
)1( =k dengan jumlah langkah ke kanan 1+n  yaitu )1( +nC . 

 
3.1.3 Gambaran Geometrik pada 3≥k  
  

Gambaran geometrik selanjutnya adalah pada 3≥k . Untuk 
gambaran geometrik dengan nilai awal 3≥k , digambarkan sesuai 
dengan relasi pada path latis dengan nilai awal 1−k  dan 2−k . 
Dengan relasi tersebut dapat dicari probabilitas absorpsi untuk semua 
nilai awal (k). 
 
Teorema 3.3 
Untuk 3≥k  pada path latis, akan dihitung sesuai dengan relasi 
rekursif yang terdapat pada koefisien )(nCk  dengan koefisien-

koefisien pada )1(1 +− nCk  dan )1(2 +− nCk  dimana ,....2,1,0=n  
dengan rumusan 

)1()1()( 21 +−+= −− nCnCnC kkk .  (3.5) 
 

Bukti: 
Untuk membuktikan Teorema 3.3, dapat dilihat pada Gambar 3.10. 
Gambaran geometrik untuk persamaan (3.5) adalah: 
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Gambar 3.10 Relasi rekursif dari persamaan (3.5) 
 

Jika dua garis pertalian path (warna biru) pada )1(1 +− nCk  
dihilangkan, dan menggeser himpunan path pada bagian kanannya 
ke arah kiri satu langkah, maka didapatkan latis )(nCk . Oleh karena 
itu, jika jumlah path tersebut dieliminasi dengan tepat oleh 

)1(2 +− nCk  maka didapatkan )(nCk . 
Relasi rekursif tersebut dapat pula ditunjukkan dengan cara  

sebagai berikut, diketahui persamaan (3.5): 
3),1()1()( 21 ≥+−+= −− knCnCnC kkk . 

a) Untuk 3=k  
� Substitusi pada )1(1 +− nCk  










+
++

++
=

+=+−

)1(

2)1(2

)2)1(2(

2

)1()1( 21

n

n

n

nCnCk

 

14
3

23.2

)23.2(

2
)3(2

5
2

22.2

)22.2(

2
)2(1

2
1

12.2

)21.2(

2
)1(0

2

2

2

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

Cn

Cn

Cn

 

42
4

24.2

)24.2(

2
)4(3 2 =







 +
+

=⇒= Cn  

dan seterusnya dilakukan subsitusi nilai 4≥n  pada persamaan 
)1(2 +nC . 

n+k-1 

k 

x x x 
0 0 0 n 

k-2 

n+1 

k-1 

n+1 

= - 

y y 
y n+k n+k 
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� Substitusi pada )1(2 +− nCk  










+
++

++
=

+=+−

1

1)1(2

)1)1(2(

1

)1()1( 12

n

n

n

nCnCk

 

14
4

14.2

)14.2(

2
)4(3

5
3

13.2

)13.2(

2
)3(2

2
2

12.2

)12.2(

1
)2(1

1
1

11.2

)11.2(

1
)1(0

1

1

1

1

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

Cn

Cn

Cn

Cn

 

dan seterusnya dilakukan substitusi nilai 4≥n  pada persamaan 
)1(1 +nC . 

� Untuk )(nCk  sendiri adalah 








 +
+

=

=

n

n

n

nCnCk

32

)32(

3

)()( 3

 

112)1()1(

1
0

3

3

3
)0(0

12

3

=−=−=

=







=⇒=

CC

Cn
 

325)2()2(

3
1

32

)32(

3
)1(1

12

3

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
 

9514)3()3(

9
2

34

)34(

3
)2(2

12

3

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
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281442)4()4(

28
3

36

)36(

3
)3(3

12

3

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
 

dan seterusnya dengan substitusi nilai 4≥n  pada persamaan )(3 nC  
diperoleh persamaan  

)(3 nC = )1()1( 12 +−+ nCnC . 
b) Untuk 4=k  

� Substitusi pada )1(1 +− nCk  










+
++

++
=

+=+−

)1(

3)1(2

)3)1(2(

3

)1()1( 31

n

n

n

nCnCk

 

9
2

32.2

)32.2(

3
)2(1

3
1

31.2

)31.2(

3
)1(0

3

3

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

Cn

Cn

 

28
3

33.2

)33.2(

3
)3(2 3 =







 +
+

=⇒= Cn  

90
4

34.2

)34.2(

3
)4(3 3 =







 +
+

=⇒= Cn  

dan seterusnya dilakukan substitusi nilai 4≥n  pada persamaan 
)1(3 +nC . 

� Substitusi pada )1(2 +− nCk  










+
++

++
=

+=+−

1

2)1(2

)2)1(2(

2

)1()1( 22

n

n

n

nCnCk

 

5
2

22.2

)22.2(

2
)2(1

2
1

21.2

)21.2(

2
)1(0

2

2

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

Cn

Cn
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42
4

24.2

)24.2(

2
)4(3

14
3

23.2

)23.2(

2
)3(2

2

2

=






 +
+

=⇒=

=






 +
+

=⇒=

Cn

Cn

 

dan seterusnya dilakukan substitusi nilai 4≥n  pada persamaan 
)1(2 +nC . 

� Untuk )(nCk  sendiri adalah 








 +
+

=

=

n

n

n

nCnCk

42

42

4

)()( 4

 

123)1()1(

1
0

4

4

4
)0(0

23

4

=−=−=

=







=⇒=

CC

Cn
 

459)2()2(

4
1

42

)42(

4
)1(1

23

4

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
 

141428)3()3(

14
2

44

)44(

4
)2(2

23

4

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
 

484290)4()4(

48
3

46

)46(

4
)3(3

23

4

=−=−=

=






 +
+

=⇒=

CC

Cn
 

dan seterusnya dengan substitusi nilai 4≥n  pada persamaan )(4 nC  
diperoleh persamaan  

)(4 nC = )1()1( 23 +−+ nCnC . 
Begitu pula seterusnya untuk 5≥k  berlaku persamaan 

)1()1()( 21 +−+= −− nCnCnC kkk , dimana ,....2,1,0=n  . 
Oleh karena itu, Teorema 3.3 terbukti. 
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Selanjutnya akan dicari probabilitas dari absorpsi yaitu 
probabilitas terjadinya gambler ruin berdasarkan nilai awal (k), 
komposisi dari bilangan catalan yaitu pada Teorema 3.1, serta relasi 
rekursif yang terjadi yaitu pada Teorema 3.2 dan Teorema 3.3. 
  
3.2 Probabilitas Absorpsi 

 
Pada bagian ini dicari probabilitas absorpsi untuk masing-

masing nilai awal (k).  
 

3.2.1  Probabilitas untuk  k = 1 ( )1( =xP ) 
 

Untuk 1=k , probabilitas absorpsi dicari dengan menggunakan 
bilangan catalan. Didefinisikan fungsi )(zF  yang memuat semua 
bilangan catalan sesuai dengan deret polinom: 

)6.3(.)1(

......)3()2()1()0()(

1

432

α

α
α zC

zCzCzCzCzF

∑
∞

=

−=

++++=
 

Jika )(zF  dikalikan dengan dirinya sendiri didapatkan persamaan 

( )
( ) .......)2()0()1()1()0()2(

)1()0()0()1()0()0(

......))3()2()1()0((

......))3()2()1()0(()(

4

32

432

4322

++++

++=

++++

++++=

zCCCCCC

zCCCCzCC

zCzCzCzC

zCzCzCzCzF

 

Untuk mendapatkan rumus penjumlahan )(2 zF  digunakan dua 
macam variabel yaitu α dan β yang nilainya berjalan dari satu sampai 
tak hingga, sehingga didapatkan 

)7.3(.)1()1()(
1,

2 βα

βα
βα +

∞

=

−−= ∑ zCCzF  

Misalkan n=+ βα , maka αβ −= n  sehingga diperoleh 

∑
∞

=−

−−−=
1,

2 )1()1()(
αα

αα
n

nznCCzF .   (3.8) 

Selanjutnya dicari batas bawah dan batas atas dari persamaan (3.8)  
untuk nilai α dan n dengan cara: 
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� untuk 1=− αn  maka 1−= nα , sehingga nilai  α  berjalan 
dari 1 sampai 1−n , 

� untuk 1=α  maka didapatkan nilai n yaitu 11=−n  sehingga 
2=n , jadi n berjalan dari 2 sampai ∞. 

Jika nilai untuk n dan α tersebut dimasukkan dalam persamaan (3.8) 
maka diperoleh 

∑∑
∞

=

−

=

−−−=
2

1

1

2 )1()1()(
n

n
nznCCzF

α
αα .   (3.9) 

Berdasarkan Teorema 3.1 maka untuk 

)10.3(,)(

)1(

)1(

)1()1()(

1

2

2

1

1

2

zzF

zzC

znC

znCCzF

n

n

n

n
n

−=

−−=

−=

−−−=

∑

∑

∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

−

=

α

α

α

α

αα

 

didapatkan 

zzFzF −= )()(2 .    (3.11) 
Persamaan (3.11) adalah persamaan kuadratik, dengan demikian 
diperoleh akar-akar dari )(zF  yaitu 

0)()(2 =−− zzFzF , 

2

411
)(

z
zF

−±= .   (3.12) 

Pada suatu permainan uang hanya ada dua macam 
kemungkinan yaitu menang dengan probabilitas p atau kalah dengan 
probabilitas 1-p. Karena probabilitas keduanya bebas maka 
probabilitas hasil yang berbeda tersebut dikalikan. Oleh karena itu 
dengan mengambil nilai )1( ppz −=  dapat dicari probabilitas dari 
absorpsi. 

Pada persamaan (3.6) ketika )1( ppz −=  sesuai dengan fungsi 
probabilitas pada Definisi 2.12 dimana 1=k  didapatkan 



 34 

....))1()(2())1()(1()1()0(

...)3()2()1()0()(
32

432

+−+−+−=

++++=

ppCppCppC

zCzCzCzCzF
 

(3.13) 
Probabilitas untuk 1=k  dapat dihitung sebagai berikut: 

....)1()2()1()1()1()0(

)1()()1(

322110

0

1
1

+−+−+−=

−== ∑
∞

=

+

ppCppCppC

ppnCxP
n

nn

 (3.14) 
Jika persamaan (3.13) dibagi dengan p, maka diperoleh 

....)1()2()1()1()1()0(
)( 322110 +−+−+−= ppCppCppC

p

zF
 

(3.15) 
Oleh karena itu, persamaan (3.14) menjadi 

p

zF
xP

)(
)1( == .   (3.16) 

 
Karena )1( ppz −= , maka  

)17.3(.
)(

))1((

)(
)1(

2

p

ppF

p

ppF

p

zF
xP

−=

−=

==

 

Sesuai dengan persamaan (3.12) maka  

)18.3(.
2

4411

2

)(411
)(

2

2
2

pp

pp
ppF

+−±
=

−−±
=−

 

Persamaan (3.17)  menjadi 
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,
2

)21(1

2

4411

)(
)1(

2

2

p

p

p

pp

p

ppF
xP

−±=

+−±
=

−==

 

dan diperoleh  










=+−

−=−+

==
.1

2

211

1

2

211

)1(

p

p
p

p

p

p

xP  

Karena nilai probabilitas berkisar antara nol sampai satu, sehingga 

1
1

0 ≤−≤
p

p
, 

dan didapatkan 










≤

>−

==
.

2

1
1

)18.3(
2

11

)1(
puntuk

puntuk
p

p

xP   

Jadi proses absorpsi dengan nilai awal 1=k  mempunyai 
probabilitas yang semakin kecil jika probabilitas kemenangannya 

semakin besar dengan 
2

1>p . Sebaliknya jika probabilitas 

kemenangan 
2

1≤p  maka probabilitas terjadinya gambler ruin 

adalah satu, atau dapat dikatakan bahwa gambler ruin pasti terjadi. 
 
3.2.2 Probabilitas untuk k = 2 ( )2( =xP ) 
 

Ketika 2=k , sesuai dengan Definisi 2.12 persamaan menjadi 

2

0
2 )1()()2( +

∞

=

−== ∑ nn

n

ppnCxP  .  (3.19) 
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Jika persamaan (3.4) disubstitusikan ke persamaan (3.19) maka 
didapatkan 

.)1()(....)1()2()1)(1(

)1()(....)1()2()1()1(

)1()1(

)1()()2(

32

3120

2

0
1

2

0
2

∞∞

∞∞

+
∞

=

+
∞

=

−∞++−+−=

−∞++−+−=

−+=

−==

∑

∑

ppCppCpC

ppCppCppC

ppnC

ppnCxP

nn

n

nn

n

(3.20) 
Sementara itu berdasarkan persamaan (3.14) probabilitas untuk 1=k  
adalah 

[ ] ,)1()(....)1()2()1)(1(

)1(

)1()(....)1()3(

)1()2()1()1()1(

)1()(....)1()3(

)1()2()1()1()1()0(

)1()()1(

)2(

32

43

322

43

322110

0

1
1

���������� ����������� ��

=

∞∞

∞∞

∞∞

∞

=

+

−∞++−+−+

−=
−∞++−

+−+−+−=

−++−

+−+−+−=

−== ∑

xP

n

nn

ppCppCpCp

p

ppCppC

ppCppCp

ppCppC

ppCppCppC

ppnCxP

α

jadi 
))2(()1()1( =+−== xPppxP  

)21.3(.
1)1(

)1()1(
)2(

p

p

p

xP

p

pxP
xP

−−==

−−===
 

Dengan substitusi )1( =xP  dari persamaan (3.18) ke persamaan 
(3.21) diperoleh probabilitas untuk 2=k  yaitu 
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)22.3(,
)1(

21

1

)1()1(

)1(1)1(

)1(

)1(

)2(

2

2

2

2

2

2

2

p

p

p

pp

p

ppp

p

ppp

p

p

pp

p

p

p

p

p

p

xP

−=

+−=

+−−=

−−−=

−−⋅−=

−−

−

==

 

jadi  










≤

>−

==
.

2

1
1

)23.3(
2

1)1(

)2(
2

2

puntuk

puntuk
p

p

xP  

Berdasarkan persamaan (3.23) dapat diketahui bahwa proses 
absorpsi dengan nilai awal k = 2 mempunyai probabilitas yang 

semakin kecil jika probabilitas kemenangan 
2

1>p  yaitu 
2

2)1(

p

p−
.  

Kemudian dengan probabilitas kemenangan (p)  yang sama, jika 
probabilitas terjadinya gambler ruin dengan nilai awal k = 2 atau 

)2( =xP  dibandingkan dengan probabilitas terjadinya gambler ruin 
dengan nilai awal k = 1 atau )1( =xP , maka probabilitas dengan nilai 
awal k = 2 mempunyai nilai yang lebih kecil.  

Sebagai contoh untuk nilai 
3

2=p  akan diperoleh: 
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� 
2

1

2

3
.

3

1

3

2
3

2
1

1
)1( ==

−
=−==

p

p
xP , sedangkan untuk  

� 
4

1

4

9
.

9

1

9

4
9

4
1

1
)2(

2

2

==
−

=−==
p

p
xP . 

Namun jika probabilitas kemenangan 
2

1≤p  maka probabilitas 

terjadinya gambler ruin adalah satu, atau gambler ruin pasti terjadi. 
 
3.2.3 Probabilitas untuk k = 3 ( )3( =xP ) 
 

Ketika 3=k , sesuai dengan Definisi 2.12 persamaan menjadi 

∑
∞

=

+−==
0

3
3 )1()()3(

n

nn ppnCxP .  (3.24) 

Berdasarkan Teorema 3.3 maka 
)1()1()( 123 +−+= nCnCnC    (3.25) 

dan berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh persamaan 

)26.3(),1()2(

)1()1)1((

)1()1()(

11

11

123

+−+=
+−++=

+−+=

nCnC

nCnC

nCnCnC

 

sehingga probabilitas menjadi  

[ ]

[ ] [ ]( )∑

∑
∞

=

++

∞

=

+

−+−−+=

−+−+==

0

3
1

3
1

0

3
11

)1()1()1()2(

)1()1()2()3(

n

nnnn

n

nn

ppnCppnC

ppnCnCxP
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].)1()(....

)1()6()1()5()1()4(

)1()3()1()2()1()1([

])1()(....

)1()7()1()6()1()5(
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∞∞
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−+−+−==

ppC

ppCppCppC

ppCppCppC

ppC

ppCppCppC

ppCppCppCxP

α

α
 

Karena 1)1()0( 11 == CC  maka 

].)1()(....

)1()6()1()5()1()4(

)1()3()1()2()1[(

])1()(....

)1()7()1()6()1()5(

)1()4()1()3()1)(2([)3(

85
1

74
1

63
1

52
1

4
1

3

85
1

74
1

63
1

52
1

4
1

3
1

∞∞

∞∞

−++

−+−+−+

−+−+−

−−++

−+−+−+

−+−+−==

ppC

ppCppCppC

ppCppCp

ppC

ppCppCppC

ppCppCpCxP

α

α
 

(3.27) 
Untuk mencari solusi persamaan (3.27) dimisalkan bahwa 

∞∞

+
∞

=

−++

−+−+−+

−+−+−=
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p

pxP
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2)1()2( −−== . 

Selanjutnya dengan memindahkan 2)1( p−  dari persamaan )2( =xP  
ke ruas kiri didapatkan persamaan 
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Kemudian jika persamaan (3.28) dikalikan dengan )1( p−  diperoleh 
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Persamaan A dan B disubstitusikan ke persamaan (3.27) diperoleh 
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Pada nilai awal k = 3, didapatkan probabilitas absorpsi yaitu 

probabilitas terjadinya gambler ruin  dengan 
3

3)1(

p

p−
 hal ini berlaku 

untuk 
2

1>p . Oleh karena itu dengan probabilitas kemenangan (p) 

yang semakin besar maka probabilitas terjadinya gambler ruin 
semakin kecil. Berlaku sebaliknya, jika probabilitas kemenangan 
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kecil atau 
2

1≤p   maka probabilitas absorpsi adalah satu, sehingga 

gambler ruin pasti terjadi. 
 

Berdasarkan gambaran geometrik dengan jalan acak dan 
perhitungan probabilitas absorpsi sesuai dengan nilai awal 

2,1 == kk , dan 3=k  akan dicari solusi umum dari probabilitas 
absorpsi untuk semua nilai awal dalam rumusan secara eksplisit. 
 
3.3 Solusi Umum Probabilitas Absorpsi 

 
Untuk kemenangan mendekati tak hingga, didapatkan solusi 

umum probabilitas absorpsi yang nilainya bergantung pada nilai awal 
(k) dan probabilitas kemenangan (p). Dengan probabilitas 
kemenangan (p) yang sama, probabilitas absorpsi yaitu langkah 
menang dan kalah seorang penjudi sampai modalnya habis atau 
terjadi gambler ruin, dimana nilai awal yang dimilikinya adalah k 
diperoleh dari probabilitas absorpsi dengan nilai awal satu. 
 
Teorema 3.4 
Probabilitas )( kxP =  dari proses absorpsi, yang dikatakan bahwa 
dimulai dari kx = , 0>k  diberikan oleh 

( ) .)1()( kxPkxP ===    (3.31) 
 

Bukti: 
Pada  penggambaran path latis untuk proses absorpsi, probabilitas 
kemenangan (p) digambarkan dengan langkah path ke arah kanan 
(horizontal) dan probabilitas kekalahan (1-p) digambarkan dengan 
langkah path ke arah kiri (vertikal). 
Probabilitas absorpsi yang dimulai dari  

1+= kx   
adalah sama dengan probabilitas perpindahan satu langkah ke kiri 
untuk  

kx = , 
yaitu probabilitas absorpsi  yang berawal dari k dengan probabilitas 

)()1( kxPp =− , ditambah probabilitas perpindahan satu langkah ke 
kanan untuk  

2+= kx ,  
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yaitu probabilitas absorpsi yang berawal dari 2+k  dengan 
probabilitas )2( += kxpP . Oleh karena itu, 

)2()()1()1( +=+=−=+= kxpPkxPpkxP  
dan didapatkan 

)(
)1(

)1(
1

)2( kxP
p

p
kxP

p
kxP =−−+==+=  . (3.32) 

Akan dibuktikan untuk ( ) 2)1()2( +==+= kxPkxP . 
Berdasarkan persamaan (3.18) dan (3.23), maka dengan 

substitusi probabilitas dengan nilai awal 1=k  dan 2=k , didapatkan 
persamaan: 
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Persamaan (3.33) dianggap benar, sehingga  

3

3

))1((
1

)3( ==






 −== xP
p

p
xP . 

Sesuai dengan persamaan (3.18), (3.23) dan (3.33) maka untuk 
susbtitusi dengan nilai awal kx = , dan 1+= kx  akan didapatkan 
probabilitas dari 2+= kx  yaitu: 
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Oleh karena itu terbukti bahwa  

2

2

))1((
1

)2( +
+

==






 −=+= k

k

xP
p

p
kxP , 

sehingga Teorema 3.4 terbukti benar. 
 

Untuk selanjutnya diberikan dua macam contoh kasus dengan 
probabilitas kemenangan yang berbeda, pada Kasus 1 probabilitas 

kemenangan (p) mempunyai nilai < 
2

1
, sedangkan pada Kasus 2 

probabilitas kemenangan (p) mempunyai nilai > 
2

1
. 
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Contoh 3.1. 
Seseorang sedang bermain kartu bridge dengan membawa uang 
taruhan Rp. 4.000.000,00 sebagai player. Kartu yang digunakan 
adalah kartu dengan angka 2,3,4,5,6 dengan jumlah total kartu adalah 
sepuluh. Pengambilan kartu dilakukan dua kali berturut-turut dengan 
pengembalian dan dikatakan menang jika jumlah nilai kartu 9≥ . 
Jumlah taruhan adalah Rp. 1.000.000,00. 
Kemungkinan yang terjadi jika x menyatakan pengambilan kartu 
yang pertama dan y menyatakan pengambilan kartu yang kedua, 
diperoleh hasil seperti yang diberikan pada Tabel 3.1. 
 
Tabel 3.1 Penjumlahan ( yx + ) 
 
x 2 3 4 5 6 

2 4 5 6 7 8 
3 5 6 7 8 9 
4 6 7 8 9 10 
5 7 8 9 10 11 
6 8 9 10 11 12 

 

Probabilitas kemenangan adalah 

5

2

25

10
==p  dan probabilitas 

kekalahan 

5

3

5

2
11 =−=−= pq . Gambaran gambler ruin adalah 

sebagai berikut: 
modal awal  = Rp. 4.000.000,00 
jumlah taruhan  = Rp. 1.000.000,00, 
sehingga  
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Jika penjudi mengalami kemenangan sebanyak dua kali, maka 
jumlah path yang menunjukkan langkah menang dan kalah sampai 
mengalami gambler ruin adalah: 

14
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4
)2(4 ==







 +
+

=C . 

Langkah path yang terbentuk yaitu merupakan langkah menang dan 
kalah penjudi: 
 

 
 
 
 
 
 
 
  � 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3.11 Latis )2(4C  dan path yang terbentuk 
 
Pada Gambar 3.11 langkah path ditunjukkan dengan garis berwarna 
biru. Garis ke atas (ke kiri) menunjukkan kekalahan sebanyak enam 
kali dan garis ke kanan menunjukkan kemenangan sebanyak dua 
kali. 
Probabilitas pemain tersebut mengalami gambler ruin dengan nilai 
awal empat dan dua kali menang adalah: 
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.1045,0

390625

40824
2)4( ≅=== nxP  

Probabilitas absorpsi dengan k = 4 adalah satu ( 1)4( ==xP ) karena 

probabilitas kemenangan (p) adalah 
2

1

5

2 < , artinya penjudi tersebut 

dipastikan mengalami gambler ruin. 
 
Contoh 3.2. 
Ada dua orang sedang melakukan taruhan lempar koin dengan sisi 
yang bergambar kepala dan ekor. Orang pertama bertindak sebagai 
banker, sedang orang kedua bertindak sebagai pemain. Orang kedua 
membawa uang sebanyak Rp. 6.000.000,00 sebagai modal awalnya. 
Sebelum melakukan permainan mereka melakukan undian dan jika 
muncul sisi kepala maka pemain akan menang. Setelah diketahui 
ternyata koin tersebut tidak setimbang dengan probabilitas 

munculnya sisi kepala adalah 
3

2
. Dengan taruhan Rp. 2.000.000,00 

tiap kali bermain, pemain tersebut ingin mengetahui probabilitas 
mengalami gambler ruin dengan jumlah kemenangan sampai dengan 
lima kali. 

Probabilitas tersebut dapat dicari sebagai berikut: 
modal awal  = Rp. 6.000.000,00 
jumlah taruhan  = Rp. 2.000.000,00, 
sehingga  

3
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00,000.000.6
==k  

dan 
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Untuk kemenangan (n): 
1.   n = 1 
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dengan probabilitas pemain mengalami gambler ruin: 
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2.  n = 2 
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     dengan probabilitas pemain mengalami gambler ruin: 
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3.  n = 3 
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    dengan probabilitas pemain mengalami gambler ruin: 
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4.  n = 4 
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    dengan probabilitas pemain mengalami gambler ruin: 
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5.  n = 5 
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    dengan probabilitas pemain mengalami gambler ruin: 
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Berdasarkan perhitungan dengan jumlah kemenangan (n) dari satu 
sampai lima dapat diketahui bahwa semakin besar kemenangan maka 
semakin kecil probabilitas terjadi gambler ruin. Selanjutnya dicari 
probabilitas absorpsi dengan nilai awal k = 3. Berdasarkan 
persamaan (3.18) bahwa  

p

p
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−== 1
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serta berdasarkan Teorema 3.4 maka diperoleh 
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Oleh karena itu, dengan nilai awal tiga pemain tersebut mempunyai 
probabilitas mengalami gambler ruin sebesar 0,125. Untuk gambaran 
geometrik, pada Gambar 3.12 ditunjukkan 28 path yang 
memperlihatkan langkah menang kalah pemain dengan jumlah 
kemenangan sebanyak tiga kali.  
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Gambar 3.12 Latis )3(3C  dan path yang terbentuk 
 

Pada Gambar 3.12 langkah path ditunjukkan dengan garis berwarna 
biru. Garis ke atas (ke kiri) menunjukkan kekalahan sebanyak enam 
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kali dan garis ke kanan menunjukkan kemenangan sebanyak tiga 
kali. 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Dari skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut: 
1. dengan analisa gambler ruin menggunakan gambaran 

geometrik jalan acak satu dimensi pada latis dua dimensi, 
diperoleh gambaran absorpsi dalam bentuk path yang terdapat 
pada latis tersebut, 

2. berdasarkan path yang terbentuk dapat dicari relasi rekursif 
untuk tiap nilai awal yaitu 1=k , 2=k  dan 3≥k . Oleh karena 
itu, didapatkan rumus eksplisit probabilitas absorpsi untuk 
semua nilai awal yaitu   

( )kxPkxP )1()( === , 
dimana Nk ∈ . 

 
4.2 Saran 

Pada pembahasan selanjutnya ada beberapa hal yang dapat 
dikembangkan dari skripsi ini, diantaranya: 

1. gambaran geometrik dan probabilitas absorpsi seandainya 
penjudi lebih dari satu, 

2. probabilitas absorpsi dengan jumlah taruhan berbeda untuk 
tiap kali bermain. 
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