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PROBABILITAS ABSORPSI
PADA PATH LATISDUA DIMENSI

ABSTRAK

Absorps merupakan gambaran dari gambler ruin, yaitu langkah
menang dan kalah seorang penjudi dengan modal awal yang dimiliki
hingga modalnya habis, sehingga harus berhenti dari permainan. Gambler
ruin dianalisa dengan jalan acak (random walk) satu dimensi, kemudian
digambarkan pada latis dua dimensi. Berdasarkan gambaran latis dua
dimensi, didapatkan gambaran menang dan kalah penjudi dalam path
untuk tiap nila awal x=k, dimana kN yang diperoleh berdasarkan
modal awal. Dengan gambaran geometrik path tersebut dan mencari relas
rekursif untuk tiap-tiap nila awal, didapatkan probabilitas absorps yaitu
P(x=K).

Kata kunci : gambler ruin, jalan acak, path, probabilitas absorpsi.
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ABSORPTION PROBABILITY
IN TWO-DIMENTIONAL LATTICE PATH

ABSTRACT

Absorption is form a part of gambler ruin, which means the win and
loose steps of a gambler with early capital that he had, till its played out
and must stopped the game. Gambler ruin analyzed by one-dimensional
random walk, then it will be outlined at two-dimensional lattice. Based on
the picture of two-dimensional lattice, we get the vision of win and loose
of the gambler in path to every early value x=k, where kKON which
obtained based on early capital. Using geometric paths and recurrence
relation for each initial value, probability absorption i.e. P(x=Kk) get
obtained.

Keywords:  gambler ruin, absorption probability, random walk, path.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori gambler ruinmengatakan bahwa "jika seorang penjudi
bermain cukup lama, maka akan bangkrut dan hartsebe dari
permainan”. Jadi, arti sebenarnya dgimbler ruinadalah kekalahan
seorang penjudi yang terakhir pada suatu permainang.
Permainan baru akan berakhir jika penjudi sudaktirdampu untuk
membayar lagi (Loy, 1999).

Pada teori probabilitas istilagambler ruin kadang-kadang
menunjuk pada kenyataan bahwa seorang penjudi habipa
dipastikan akan mengalami bangkrut meskipun demgalawanan
yang lama. Hal ini terjadi jika lawannya mempunyging lebih
banyak, sekalipun keuntungan lawan pada masingagn@sirputaran
permainan adalah kecil (Epstein, 1995). Contoh dambler ruin
adalah pada pelemparan koin dan permainan di kaseperti
roulette baccaratdanblackjack Langkah probabilitas menang atau
kalah padagambler ruindapat digambarkan pada prosésorption
(absorpsi) dengan jalan acatarfdom wallk Absorpsi merupakan
langkah menang atau kalah seorang penjudi dari avgalmulai
permainan dengan modal awal yang dimiliki, sampainfainan
tersebut berakhir dimana uang yang dimiliki telabik.

Salah satu asumsi dasar dari jalan acak adalahlikigjaniak
langkah yang konstan dan memiliki probabilitas knttenentukan
arah jalan sesuai dengan distribusi seragam. Langiasorpsi
dianalisa dengan jalan acak satu dimensi, dengamsasbahwa
gerakan ke kanan menyatakan menang dan gerakanirke k
menyatakan kalah. Dengan demikian didapatkan gambar
geometrik dengan menggunakaath

Path merupakan suatu deretan yang terdiri dari titik-tilan
garis-garis yang berganti-ganti dimana semua kitiuali titik awal
dan akhir pada deretan tersebut berlairf@ath yang digunakan
untuk gambaran geometrik ini adalphth khusus yaitupath pada
latis dua dimensi dimana langkah horizontal mewd&ihigkah ke
kanan dan langkah vertikal mewakili langkah ke.kiri

Pada bidang kartesiarpath khusus bergerak untuk tiap
langkah ke arah kanan mengikuti sumbuan ke atas mengikuti

1



sumbuy. Oleh karena itypath mengandung semua titik pada bidang
dengan koordinat bilangan bulat. Titik pada bid&agesian yang
koordinatnya bilangan bulat disebut titik latis [@dirisnan, 1995).
Path dianggap berasal dari pusat menuju ke titik ldtenudian
dengan menggunakarath khusus didapatkan gambaran geometrik
dari absorpsi dan dapat dihitung probabilitasnya.

1.2 Rumusan M asalah

Rumusan masalah yang akan dibahas dalam skripaniara
lain:
1. bagaimana gambaran geometrik dari absorpsi patlalatis
dua dimensi?
2. bagaimana rumus eksplisit dari probabilitagis padgath
latis dua dimensi?

1.3 Batasan M asalah

Batasan masalah pada skripsi ini adalah:

1. proses absorpsi tanpa mengalami hambatan artinypsapen
terjadi secara terus menerus,

2. hanya ada dua orang pemain yaitu penjudi yang nemga
gambler ruindengan modal awal yang terbatpkyer), serta
lawannya dengan modal tak hinggarke),

3. hanya ada dua kemungkinan setiap kali permainatu yai
menang dengan probabilitaslan kalah dengan probabilitas

1.4 Tujuan

Tujuan dari pembahasan masalah ini adalah:

1. menunjukkan gambaran geometrik dari absorpsi paath
latis dua dimensi,

2. mendapatkan rumus eksplisit dari probabilitas gisogpada
pathlatis dua dimensi.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini dijelaskan beberapa teori yang ndigan
untuk penggambaran dan perhitungan probabilita®rpbis yaitu
probabilitas, titik latis,path bilangan catalan serta jalan acak
(random wallk.

2.1 Probabilitas

Bila suatu percobaan dapat menghasilKamacam hasil yang
berkemungkinan sama, dan bila tepat sebanyddri hasil berkaitan

dengan kejadiar\, maka probabilitas kejadiah adalahP(A :%
(Walpole dan Myers, 1986).

2.1.1 Kombinas

Banyaknya cara memilir benda dari sejumlam tanpa
memperdulikan urutannya. Pemilihan seperti itulaisé&ombinasi.

Definis 2.1
Jumlah kombinasi dari benda yang berlainan bila diambil sebanyak

r adalah
ny_ n
(rJ_r!(n—r)! @D

(Walpole dan Myers, 1986).

Contoh 2.1.

Jumlah kombinasi dari empat huruf ABCD jika diamtiga huruf
adalah:

n=4, danr =3. Oleh karena itu diperoleh

ny_ n
(rj_r!(n—r)!

A
S 3(4-3)
=4,



2.2 Titik Latis

Definisi 2.2
Titik pada bidang kartesian yang koordinatnya lgmbulat disebut
titik latis (Balakhrisnan, 1995).

Contoh titik latis terdapat pada Gambar 2.1. Paatabgr tersebut
menunjukkan bahwa titik (1,1) yang merupakan tditis.

Y
3
2
1

1]1)

-31-21-1 O 1] 2] 3
-1
-2
-3

Gambar 2.1 Titik (1,1) adalah titik latis

Definis 2.3

Titik latis umumnya digunakan untuk menunjukkaik4iitik dalam
susunan persegi. Susunan tersebut disebut degrghratau mesh
(Weisstein, 1999).

Contoh dari grid ditunjukkan pada Gambar 2.2. Pada gambar
tersebut jika titik-titik latis dihubungkan denga@aris maka akan
membentuk suatu persegi dengan ukudars.

Y

A

> X

O P N WPd o o
U

1 2 3 45
Gambar 2.25rid dengan ukura3x 3



2.3 Path

Path adalah suatu deretan yang terdiri dari titik-tdén garis-
garis yang berganti-ganti dimana semua titik (kéditk awal dan
akhirnya) berlainan.

2.3.1 Path Latis

Definisi 2.4
Path latis adalah rangkaian dari titik,, P, P,....,P, dengann=0,
yaitu untuk setiapP, adalah titik latis danP,, didapatkan dengan

menyeimbangkan satu bagian timur (atau barat) stdu bagian
utara (atau selatan) (Weisstein, 1999).

Misalkan terdapat suapath dari titik asal (titik pusat) ke titik
latis A(m,n), dimanam dann tidak negatif maka cara menetapkan

jumlah daripathtersebut:
1. dimulai dari titik asal (titik pusat),
2. selalu paralel ke sumbuatau sumbu
3. membuat belokan hanya pada titik latis, salah sepanjang
sumbux positif atau sepanjang sumigyositif, dan
4. berakhir di titikA
(Balakhrisnan, 1995).

Definis 2.5

Path khusus adalah rangkaian dam+n langkah, dimanam
langkah horizontal dan langkah vertikal. Jumlah dapath khusus
adalah hasil kombinasi dari

m+n m+n
AN
m n
banyaknya langkah dari posisi yang disediakan dalangkaian
untuk satu atau langkah yang lain (Balakhrisna@5).9



Contoh 2.2.
Terdapat titik latisA(2,1), maka jumlalpath dari titik pusat (0,0) ke
titik latis adalah hasil kombinasi dari:

2+1) (2+1)_ 3 _
2 ) 1) 2m
Al21) AR.1) 1 (2,1)
o |12 o 12 o [1]2
Path1 Path2 Path3

Gambar 2.3 Alur dapathpada titik latisA(2,1)

Definisi 2.6
Jumlahpath padagrid dengan ukuramx n adalah hasil kombinasi

dari
2
( ”j 2.3)
n
Contoh 2.3.

Terdapatgrid dengan ukurar2x 2, maka jumlahpath padagrid
tersebut adalah:

2n) (22) (4)_ 4 6

n) (2) (2) 222
Pada Gambar 2.4 memperlihatkan enam gath pada grid
berukuran2x 2.

(Davis, 2006).



Y Y Y
A A A
4
3 3 3
2 7. 2
1 1 1
o0 12340 1234aX0d 123 4
b Y
A A A
4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
o1 23 4 X0 123 4 X0 123 aXx

Gambar 2.4 Enampathpadagrid berukuran2 x 2
Definisi 2.7
Path dari B, ke P, pada bidang kartesian adalah rangkaian
(R, P,.....RP,) dari titik latis P(x,y;), dimana untuk setiap
i=0L...m-1, X,y =% +1 Yy, =Y, atau X, =%, Y, =Y, +1.
Path ini bagus jikay; <x; (i=012,...,m), sebaliknya adalapath
yang buruk (Balakhrisnan, 1995).
Definisi 2.8
Jumlah path dari titik pusat (0,0) ke titik(n,n+k) dimanan

menentukan jumlah langkapath ke arah kanan.(0,k) adalah

koordinat titik awal dari garis L untuk membatasiedah tersebut,
dan m=n+k merupakan jumlah langkgiath ke atas seperti yang
terlihat pada Gambar 2.5 ditentukan oleh:

_ (n+m-1)!
Cy(n) = k—n! e

iy (2n+k-1)!
n'(n+Kk)!



k.2n+k-1)! @2n+Kk)

G = R 2k
_k  (@2n+k)
~ @2n+k) ni(n+Kk)!

K (Zn + kJ
= | (24)
(2n+k) n
(Bolina, 2001).
Y
’ (n,n+k)

k

0 g IR

Gambar 2.5ath pada bidang kartesian yang dibatasi garis L

Berdasarkan konsegambler ruin nilai awalk ditentukan dari
perbandingan modal awal dengan jumlah taruhan. Kaledna itu

- P LA N il ,dimanak [IN .
jumlah tauhan
Jumlah taruhan adalah sama untuk tiap kali bermain.

2.4 Bilangan Catalan

Bilangan catalan pada bilangan bulat tidak negatifadalah
himpunan bilangan yang diperoleh d&uler's polygon division
problem yaitu banyaknya cara untuk membentuk segitigaapad
poligon dengann+ 2 sisi dimanan= 0,1,2,3,... (Weisstein,1999).
Cara yang dipakai adalah dengan menarik garis daéguada titik-
titik sudutnya, dengan syarat garis yang digunakdank membentuk
segitiga tersebut tidak berpotongan. Jumlah cassltat yaitu 1, 1,
2,5,14, 42,132, 329,....

8



Tabel 2.1 Poligon Triangulasi

o * 1 cara
1 1 cara

=T
n=g @@ 2 cara
n=3 @@@@@ 5 cara

N SN A
YOONDGHE

Pada Tabel 2.1 tanda (*) menyatakan bahwa tidalsedéiga yang
dapat dibentuk dari poligon dengarr 0O sisi.

Contoh permasalahan lain yaitu banyaknya himpuaadat kurung
yang bisa dibentuk jika tiap tanda kurung bukalseberpasangan
dengan tanda kurung tutup. Banyaknya cara yangalgieadalah 1,
1, 2,5, 14, 42,132, 329,... .

Tabel 2.2 Keseimbangan Tanda kurung

n=0|"* 1 cara
n=1/() 1 cara
n=2] (0. (0) 2 cara
n=3] 000, 0€0). (M0, (Q0), (), 5 cara
n=410000. 00(0), 0())0. 000), OKD)). | 14 cara

(000, (0)0), (00)0: ((0N0- (O00),
(00). ((©0), (QON. ((ON)

Pada Tabel 2.2 tanda (*) menyatakan bahwa tidakauta kurung
apapun.

Hal yang sama ditunjukkan dengan permasalahan kaygagajaran
gunung yang bisa dibentuk dengargaris ke atas dan garis ke
bawah. Pada jajaran gunung tersebut jumlah carg gatapatkan
adalah 1, 1, 2, 5, 14, 132, 329,... .




Tabel 2.3 Jajaran Gunung

n=0| * 1 cara
n=1/|/\ 1 cara
n=2|an ./\ 2 cara
= /\
s S NN INN /N > cara
INININGING N L ONIN LN 7N

Pada Tabel 2.3 tanda (*) menyatakan bahwa tidak jaaian
gunung yang bisa dibentuk.

Untuk mendapatkan rumus umum dari beberapa peratesal
di atas diambil contoh pada permasalahan tanda nguru
Diasumsikan telah diketahui jumlah himpunan tandaukg untuk
012...,n-1 kemudian akan dicari jumlah untuk Misal Q

adalah himpunan daripasang tanda kurung yang seimbang dimana
Q=1Q,=1Q,=20Q,=5 dan Q, =14 bisa didapatkan dengan
menghitung secara langsung. Dikatakan seimbandggikda kurung
selalu berpasangan artinya jika terdapat tandankuhuka maka
harus terdapat tanda kurung tutup.

Diantara pasangan tanda kurung tersebut terdaszngan
tanda kurung yang seimbang, dan dibagian kananeydapat
himpunan keseimbangan yang lain:

(A)B,
dimanaA adalah himpunan tanda kurung yang seimbang bjmjtu
denganB. KeduanyaA danB bisa memuat sampai dengén-1)
pasangan tanda kurung, tetapi jiRamemuatk pasang, makds
memuat (n -k —1) pasang. Berdasarkan hal tersebut akan dihitung
pula untukA danB yang memuat nol pasangan, yang berarti tidak
boleh menulis tanda kurung apapun. Oleh karendidapatkan total
susunan dengampasang yang seimbang.
Hal tersebut dapat dituliskan sebagai berikut:
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Q =QuQp

Q, =QQp +QuQ,

Q; =Q,Qp + QQ; +QQ;

Qs =Q3Qp +Q,Q; +QQ, +QQ,

0 0.
0 0.
0 0.
Q= Qn1Qp +Q2Qy +... ¥ QQ, 5 + QQpy (25)

(Davis, 2006).

Bilangan catalan dapat pula didapatkan dengan mencari
jumlahdiagonal-avoiding patipada suatgrid .

2.4.1 Diagonal-Avoiding Path

Padagrid berukuran nxn terdapat sejumlalpath dengan
panjang 2 yang berawal dari sudut kiri bawah ke sudut kasias,
dimana path tersebut terletak pada atau di bawah garis didgona
(diagonal-avoiding path Jumlahpath tersebut akan sama dengan
jumlah jajaran gunung yang bisa dibentuk denggaris ke atas dan
n garis ke bawah. Untuk gambardiagonal-avoiding pattdanpath
pada jajaran gunung ditunjukkan pada Gambar 2.6.

/\ NI\
N/ \

(a) (b)
Gambar 2.6 (dpathpadagrid berukuran5x5
(b) Jajaran gunung dengarF 5

Pada Gambar 2.6 (a) memperlihatkgid dengan ukurabx5 oleh
karena itu panjangath adalah 2x5=10. Hal ini menunjukkan
kesesuaian dengan bentuk pada jajaran gunung@ainbar 2.6 (b)

11



dengann = 5 dimana terdapat lima garis ke atas dan limé dee
bawah atau total garis adalah sepuluh.

Teorema 2.1
Bilangancatalanken, Z, atau jumlah damliagonal-avoiding path

padagrid berukurannx n adalah
[ZnJ ( 2n J
Z, = =
n n+1
_(2n)_ n (2n
n n+1{ n
1 (2n
=— 26
n +1( n J (9

(Davis, 2006).

Bukti:

Untuk mendapatkan rumus eksplisit dari bilangzatalan akan
dianalisa dari jumlaldiagonal-avoidingpath, dengan menghitung
jumlah path padagrid dan mengurangi dengan jumlphth yang
berada di atas garis diagonal.

s
pa
’ v
.
’

/ 7
P [Z P

Gambar 2. CTounting Diagonal-Avoiding Path

Gambar 2.7 mengilustrasikgath khusus yang tidak dihitung karena
melewati titik pada garis diagonal. Titlkkadalah titik pertama pada
grid yang melewati garis yang salah, yaitu di atassgéiigonal oleh
karena itu membentulpath buruk. Akibatnya untuk tiappath
tersebut mencerminkgrath yang berawal dari titile, dimana ketika
path asli mestinya berjalan ke kanan, nanpath berjalan ke atas
dan ketikapath asli ke ataspath ke kanan. Hal ini menjelaskan
bahwapath yang mencapai titilP akan berjalan satu langkah lagi ke

12



atas, sehingga akan bergekalkangkah ke kanan dak+1 langkah
ke atas.

Tiap path buruk bisa dirubah dengan cara menukar langkahnya
(Davis, 2006). Jumlalpath yang mempunyan langkah melewati
dan naik, yang berarti terdapat-k langkah ke kanan dam—k —1
langkah ke atas. Tetapi karena langkah-langkah #&eark dan
langkah-langkah ke atas dituka@gth yang dirubah mempunyai total
langkah sebanyakk) +(n—k-1)=n-1 langkah ke kanan dan
(k+D)+(n-k)=n+1 langkah ke atas. Tiapath yang dirubah
berakhir dititik yang saman-1 langkah ke kanan dam+1
langkah ke atas. Tigpathyang berawal dari titik pusat ke titik—1
ke kanan dam +1 ke atas ini disamakan dengan gadth buruk.

Jumlahpath buruk tersebut adalah total jumlah dari rpsgh
padagrid yaitu (n—1) yang ditukar dengafn +1). Jumlahpathdari

2n
grid berukurannxn adalah[ J (Definisi 2.6) dan jumlatpath
n

2n

buruk adalah(n+J. Oleh karena itu jumlaldiagonal-avoiding

[an ( 2n J

Z,= -
n n+1
1 (2n

n+iln )

Definis 2.9

Bilangancatalanke-n sama dengan jumlgiath dari titik pusat (0,0)
ke titik (n,n+Kk) (Definisi 2.8) dengank=1 atau biasa ditulis

pathadalah:

denganC(n):
() = k 2n+k
k()_(2n+k){ n J
Cl(n):#'(Znﬂ]
2n+1) n

13



cn) = 1 .(2n+1)!
@2n+1) (n+1)!n
(2n)!
(n+)!'n!

(2n)!
_(n+1)n!n!

1 (2n
“n+1l n

:Zn1

sehingga
7, =C,(n)=C(n) (2.7)
(Bolina, 2001).

2.5 Jalan Acak

Proses acak yang terdiri dari urutan langkah yasgaiman
dengan panjang yang ditentukan.

Definis 2.10
Misalkan urutan variabel acak bebas yang diasumdienilai +1
dengan probabilitap, dan -1 dengan probabilitag = 1-p. Untuk
tiap-tiap kejadianx;, X,,....,X, .-+, dimana x, =+1 jika hasil kek
adalah sukses dar, =-1 untuk yang lain.S dinotasikan sebagai
jumlah nilai dari kejadian sampai keadalah
S, =X +X, +....+ X, S, =0, (2.8)

dimanaS, menggambarkan posisi kejadian pada langkain ke-

S.4

Kembali ke nc

v

\ > N
Melintasi no

Gambar 2.8 Contoh langkah jalan acak
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Pada model jalan acak, langkah diambil dengan @enbgran ke
atas atau ke bawah dengan jarak yang teratur. daldnmengalami
kejadian yaitu tetap pada posisinya, berjalan ksaigkah ke bawabh,
atau berjalan satu langkah ke atas dan dikatakaretrss jika

p=qg=1/2, tidak simetris jikap# q (Papoulis dan Pillai, 2002).

2.5.1 Jalan Acak Satu Dimens
Jalan acak dimana tiap bagian diperoleh dari baggag lain

karena itu semua bagian mempunyai tipe yang saayao(fis dan
Pillai, 2002).

00&0&_/@&—0—»
1 2

-1 0

Gambar 2.9 Langkah jalan acak satu dimensi

Langkah jalan acak dapat digambarkan pada bidaneskan dengan
gambaran seperti yang terlihat pada Gambar 2.10.

Y

]

.

» X

o= n
P

Gambar 2.10 Langkah jalan acak satu dimensi paakdré&no |
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Gambar 2.10 memperlihatkan langkah jalan acak diatensi pada
kuadran | yang menunjukkan pula gambaran latis dimaensi.
Langkah ke kanan digambarkan dengan langkah haalzatan
mempunyai probabilitagp, sementara itu langkah ke kiri yang
digambarkan dengan ke arah vertikal (ke atas) mapgiu
probabilitas q=1- p. Langkah ke kanan pada gambar tersebut
dibatasi hanya sampailangkah, sehingga pada sun¥terdapain
langkah ke kanan. Langkah ke atas dibatasi sanguajath langkah
kek sehingga pada sumbiterdapak langkah ke atas.

3.5.2 Probabilitas Jalan Acak

Pada model jalan acak satu dimensi akan muncul tiga
probabilitas yaitu tetap pada posisinya, berjaktn fangkah ke Kkiri,
atau berjalan satu langkah ke kanan.

Definisi 2.11
Probabilitas perpindahan satu langk# ;) dengani adalah
langkah ken pada jalan acak satu dimensi adalah

p j=i+l
P(Xpu=1)=4a j=i-1
rj=0
dimanap = probabilitas langkah ke kanan

q probabilitas langkah ke kiri

r probabilitas tetap pada posisinya
(Papoulis dan Pillai, 2002).

Probabilitas perpindahan satu langkah tersebut mekkan langkah
ken+1 adalahj dengan probabilitas perpindahan ke kamadan
probabilitas perpindahan ke kigi Perpindahan satu langkah pada
jalan acak satu dimensi tersebut digambarkan @dgadua dimensi,
untuk menunjukkan probabilitas satu langkah padduspermainan
uang.
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2.5.3 Probabilitas Absor psi

Pada probabilitas absorpsi usaha semuanya bebds ma
probabilitas tiap hasil yang berbeda dikalikan.pTieemenangan
terjadi dengan probabilitgs tidak berubah dari usaha yang satu ke
yang berikutnya, dan tiap kekalahan mempunyai fdoitites (1-p).
Nilai p tergantung dari jenis permainan. Banyaknya peramain
dalam absorpsi digambarkan dengan banyakah pada Definisi
(2.8).

Definis 2.12
Probabilitas absorpsi dengan batasan bahwa titdd tevetak pada
(O,k), dimanaC, (n) adalah jumlahpath dari titik pusat ke titik

(n,n + k) (Definisi 2.8) adalah:
P(x=K)=3C, ()" 1~ p)""" (2.9)
(Bolina, 2001). :

Persamaan (2.9) sama artinya dengan probabilitasjudie
mengalamigambler ruindengan nilai awak, n kali menang serta
n+k kali kalah. C,(n) merupakan jumlah permainan yang

mungkin terjadi dengan tiapkemenangan dan+ k kekalahan.
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BAB I11
PEMBAHASAN

Pada pembahasan ini akan ditunjukkan gambaran gekme
untuk tiga macam kasus, yaitu dengan nilai awall, k=2 dan
k>3. Gambaran geometrik tersebut disesuaikan dengasego
gambler ruindimana dengan modal awal yang dimiliki dan jumlah
taruhan seorang penjudi, maka dalam berapa lardjkamengalami
menang atau kalah dapat dihitung sesuai dengadraniéd ).

3.1 Gambaran Geometrik

Berdasarkan gambaran jalan acak satu dimensi, tdiben
gambaran geometrik dari proses absorpsi pada datks dimensi.
Gambaran secara umum sebagai berikut:

Y

A K
n+k Iy

1-p{

\ 1) ¢
Y

Gambar 3.1 Langkah jalan acak pada latis dua dimens

» X

0 n

Gambar 3.1 merupakan gambaran umum yang menunjlgdgkah
jalan acak pada latis dua dimensi, garis L merupajaris yang
dibentuk untuk membatasi daerah tersebut. Langkahk&nan
digambarkan dengan langkah horizontal dan mempurgaiabilitas
p, sementara itu langkah ke kiri yang digambarkamgda langkah
vertikal (ke atas) mempunyai probabilitag=1-p. Titik awal
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terletak pada titik (0,k) dan jumlah langkah ke kanan adalah
sehingga titik akhirnya adalam, n + k) .

Berdasarkan batasan titik awal dan titik akhirébtg dicari
langkah yang bisa dilalui dari titik pusat ke tit#khir. Langkah
tersebut jika digambarkan membentuk syadth Untuk gambaran
secara geometribath yang terbentuk digambarkan dengan warna
biru.

3.1.1 Gambaran Geometrik pada k =1

Berdasarkan Definisi 2.8 jumlagdathuntuk k =1 adalah
_,(n+(n+1)-1)!
Cram =174 (n+1)!
I
nl (n+1)!
Gambaran untukC, (n) dimanan= 012,... pada latis dua dimensi

dapat digambarkan sebagai berikut:
a) Untukn=0

0/(0+1)! O

y y
0o % Tl
Gambar 3.2 Lati<C, (0) danpathyang terbentuk

Gambar 3.2 adalah lati<C, (0), gambar tersebut dengan jelas
memperlihatkan hanya terdapat satu langkah yaitat&e sehingga
hanya terdapat sapath Sebagai ilustrasi, bahwa dengan nilai awal
k=1 penjudi mengalami kalah satu kali digambarkan danmath
yang melangkah ke atas satu kali, sehingga permaieakhir.
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b) Untuk n=1

o A B
Cl(l)‘ﬂ(lﬂ)fﬁ_l'
y y
M- 1,2) A--
1 = 1
o r* o 1

Gambar 3.3 Lati<C, (1) danpathyang terbentuk

Pada Gambar 3.3 untuk, () dapat diketahui bahwa titik akhir
adalah (n,n+k) = (@1+1) hal ini memperlihatkan hanya terdapat
satu path namun mempunyai tiga langkah, yaitu satu langkah k
kanan (horizontal) dan dua langkah ke kiri (vetjik&atu langkah
ke kanan menyatakan bahwa penjudi mengalami mesamiggga
modalnya bertambah menjadi dua. Tetapi dengan alogkah ke
atas yang artinya penjudi kalah dua kali maka mpaajudi habis
dan permainan berakhir disini.

c¢) Untukn=2
@2y a4
C@=0a T3

y y

23 P P
—
1 1
01 2" 01 2.0 1

Gambar 3.4 Lati<C, (2) danpathyang terbentuk

Latis C,(2) mempunyai titik akhir (2,3). Pada Gambar 3.4
memperlihatkan latisC, (2) dan duapath dengan langkah yang

berbeda. Jumlah langkah ke arah kanan (horizoy@itu dua
langkah yang menyatakan menang dua kali dan jutaladkah ke
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kiri (vertikal) sebanyak tiga langkah yang menyatakalah tiga kali
dari kedugathtersebut adalah sama.

d) Untuk n=3
23) @l
c@--2L -8
33+ 34
y y y
RS eSS
012 0123 70123
y y
-
0o 1 2 3% il i TYRLY = X
01237 012

Gambar 3.5 LatisC, (3) danpathyang terbentuk

Gambar 3.5 menunjukkan terdapat lipeth berdasarkan gambaran
latis yang diperoleh pad&, (3) dengan titik akhir (3,4). Tiapath
mempunyai arah langkah yang berbeda tetapi jumaigkbh
horizontal dan jumlah langkah vertikal untuk tipgth sama, yaitu
tiga langkah ke kanan (horizontal) dan empat lahgke Kkiri
(vertikal). Dengan gambaran tersebut dapat diketadlowa dengan
kemenangan sebanyak tiga kali dan kekalahan engapénjudi
akan mengalangambler ruin
e) Untuk n=4

24)! 8
B L

41 (4+1)! 45

Pada C,(4) titik akhir adalah (4,5), dengan jumlgrath yang
terbentuk sebanyak 14. Gambarad, (4) dari path tersebut

diperlihatkan pada Gambar 3.6.
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SN AAEY (4,5)

1= [ T T
LIS L =
0 0 > X 0 /XO X

Gambar 3.6 Lati<C, (4) danpathyang terbentuk

Selanjutnya gambaran latis untuk= 56,7,.... dengan nilai awal
k=1 dapat digambarkan dengan langkah ke kanan (horizontal)

dan n+1 langkah ke atas (vertikal). Jumlgath yang terbentuk
dapat dicari dengan menggunakan persamaan (3.1).

Berdasarkan Definisi 2.9 bilangaratalan (Z,) mempunyai
kesamaan dengan jumlgath untuk k =1 atau C,_,(n) dan biasa

ditulis denganC(n). Dari sini akan dicari komposisi dari bilangan
catalansesuai dengan persamaan (2.5).
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Teorema 3.1
Bilangancatalan ken C(n) yang diberikan oleh persamaan (2.7)

memenuhi persamaan:

C(n) :Zn:C(n—a)C(a—l). (3.2)
a=1

Bukti:
Dari persamaan (2.5) mengenai himpunan tanda kuryagg
merupakan dasar terbentuknya bilangaralanmaka

Q, =C(n).
Karena komposisi dari bilang@atalanadalah
Qn = Qn—lQO + Qn—ZQl Tt QlQn—Z + QOQn—l
=C(n),
maka
C(n)=C(n-)C(O)+C(n-2)C(@) +...+C(HC(n—-2)+C(0)C(n-1)

n
= C(n-a)C(a -1
=1
Oleh karena itu Teorema 3.1 terbukti.

Untuk selanjutnya, akan ditunjukkan gambaran geoknet
dengan nilai awalk=2 dan relasi gambaran tersebut dengan
gambaran pada nilai awkl=1.

3.1.2 Gambaran Geometrik pada k =2
Berdasarkan Definisi 2.8 didapatkan persamaan ufiaiah

pathpadak =2 yaitu
(n+(n+2)-1)!

G =2 )
:2%_ (33)
nl(n+2)!
a) Untuk n=0 maka
_, 20+ _
C2(())_20!(o+2)! =

artinya hanya terdapat sgiath padacC, (0) .
24



Gambar 3.7 Gambat, (0) danpathyang terbentuk

Pada Gambar 3.@ath (warna biru) didapatkan dari gambaran latis
dua dimensiC, (0) (warna merah). Padgambler ruindua langkah
ke atas menunjukkan bahwa kekalahan terjadi duia s@hingga
nilai awal k=2 yang dimiliki habis. Jadi dapat dipastikan
permainan berakhir.

b) Untukn=1
C,(0)=2 (21+1)!_ 3 _
1@+2) "3
3/3; y y
--7(2,3) P--12,3) P--7(2.3)
2/ 2/ 2
=
1 1 1
0o 1 ot Mo

Gambar 3.8 Gambat, (1) danpathyang terbentuk

Gambar 3.8 menunjukkan bahwa terdapat plat yang terbentuk
dari C,(1). Kedua path tersebut memperlihatkan jumlah
kemenangan satu kali dengan gambaran satu langkakakan
(horizontal) dan kekalahan sebanyak tiga kali derggmbaran tiga
langkah ke kiri (vertikal). Oleh karena itu dengzilai awal k =2
gambler ruinakan terjadi dan modal penjudi adalah O.

Sebelum melakukan penggambaran geometrik plea2
lebih jauh, akan dicari relasi anta@g (n) dan C,(n) atau bilangan
catalan(C(n)).
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Teorema 3.2

Hubungan yang terjadi pada koefisied,(n) dan C,(n) atau

bilangancatalandimanan = 01.2,.... diberikan oleh:
C,(n)=C,(n+1). (3.4)

Bukti:

Berdasarkan Definisi 2.9 makaC,(n+1)=C(n+1). Untuk
membuktikan Teorema 3.2 digunakan gambaran gedmetriuk
memperjelas persamaan ant@gn) danC,(n+1)=C(n+1).

’ y
L L
o ™ - "
1 | \
A 1

Gambar 3.9 Hubungan antag (n) dengan bilangacatalan

Gambar 3.9 memperlihatkan terdapat lafis(n) yang berwarna
merah danC(n+1) yang berwarna biru. Dengan menggesath
merah satu langkah ke kanan menjastl) langkah, dan karena
garis L merupakan satu kesatuan dengan gambatdegisbut maka
nilai awal akan menjadi satu. Oleh karena itu latierah akan
berbentuk sama dengan latis biru at&l,(n)=C(n+1) dan
pembuktian selesai.

Dengan mengambil contoh pada jumfzdih untuk n=12,....
Misalkan:
(. n=1 maka

_(1+1)
c2(1)_2ﬂ(1+2)!_2_cl(1+1)
(i). n=2 maka
@2+ 5
CZ(Z)_22!(2+2)!_22!4!_5_01(2+1)
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(iif). n=3 maka

L5 (23+1)1 T
C2(3)_23!(2+3)!_23!5!_14_(:1(3“)
(iv). n=4 maka
o4+ 9
C2(4)_24!(2+4)!_24!6!_42_01(4+1)
(v). n=5 maka
| |
C,(E)=2 (25+1)! _, 11 ~132-C,(5+1).
51(2+5)! 57!

dan seterusnya untuk>5 berlaku persamaan (3.4).

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 3.2 untuk
penggambaran latis pada nilai awal dia= 2) dan jumlah langkah
ke kanam yaitu C, (n), disamakan dengan latis pada nilai awal satu
(k=1)dengan jumlah langkah ke kanar+1 yaitu C(n +1).

3.1.3 Gambaran Geometrik pada k=3

Gambaran geometrik selanjutnya adalah p&da3. Untuk
gambaran geometrik dengan nilai awat 3, digambarkan sesuai
dengan relasi padpath latis dengan nilai awak -1 dan k —2.
Dengan relasi tersebut dapat dicari probabilita®gisi untuk semua
nilai awal K).

Teorema 3.3
Untuk k=3 padapath latis, akan dihitung sesuai dengan relasi

rekursif yang terdapat pada koefisigd, (n) dengan koefisien-
koefisien padaC,_(n+1) dan C,_,(n+1) dimana n=012,....
dengan rumusan

C(N)=C (n+) -C,,(n+1). (3.5)

Bukti:
Untuk membuktikan Teorema 3.3, dapat dilihat padantar 3.10.
Gambaran geometrik untuk persamaan (3.5) adalah:
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n+k| Y
i TG -
k-1
k-2 ,
X
0 n X 0 n+1X 0 n+1

Gambar 3.10 Relasi rekursif dari persamaan (3.5)

Jika dua garis pertaliarpath (warna biru) padaC,_(n+1)
dihilangkan, dan menggeser himpurath pada bagian kanannya
ke arah kiri satu langkah, maka didapatkan I&@j¢n) . Oleh karena
itu, jika jumlah path tersebut dieliminasi dengan tepat oleh
C,_,(n+1) maka didapatka, (n).

Relasi rekursif tersebut dapat pula ditunjukkangaencara
sebagai berikut, diketahui persamaan (3.5):

C,(n=C,,(n+)-C,_,(n+1), k=3.
a) Untukk =3
» Substitusi pad&, ;(n+1)
Ca(n+D=C,(n+1)

2 £2(n +1) + 2}

" @n+D+2)( (n+1)
22+1
n=0=C,@= £ =2
21+2)\ 1
22+2
n=1:>CZ(2)=L =5
22+2) 2
23+2
n=2=C,(d= 2 =14
23+2)( 3
2 24+ 2
n=3=C,4)=—— =42
24+2) 4
dan seterusnya dilakukan subsitusi nilaE4 pada persamaan
C,(n+1.
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» Substitusi pad&,_,(n +1)
Ci,(N+1)=C;(n+1)
p 1 2(n+1) +1
2(n+1 +1) n+1
1 (21+1)_
@1+l 1 |
22+1
n=1=Cy(2) = — =2
22+n\ 2
23+1
n=2=C,(3) = 2 =5
23+ 3
24+1
n=3=C, (&)= 2 =14
4A+D| 4

dan seterusnya dilakukan substitusi nilak4 pada persamaan
C,(n+1).

» Untuk C, (n) sendiri adalah
Cy (M) =C5(n)

3 2n+3
_(2n+3)( n J

n=o:>c:3(0)=§®:1

=C,()-C,()=2-1=1
n=1:»c3(1):i[2+sjz3

n=0=C,(1)=

2+3){ 1
=C,(2-C,(2=5-2=3

n=2:>03(2):i(4+3]=9
4+3( 2

=C,(3)-C,(3=14-5=9
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6+3)\ 3
=C,(4-C,(4=42-14=28
dan seterusnya dengan substitusi nilai4 pada persamaa@,(n)
diperoleh persamaan
C5(N)=C,(n+1)-C,(n+1).

6+3
N=3=C, (3 =—> ( ]zzs

b) Untukk =4
» Substitusi pad&, ,(n+1)
Ca(n+1) =C5(n+1)
B 3 2(n+H)+3
'@m+n+a( ]

(n+1)
3 21+3

n=0=C;()= =
(21+3) 1

22+3

n=1==C;(2) = 3 =9
22+3) 2

23+3

n=2=0C;(3 = ? =28
23+3){ 3

24+3

n=3=C;@) = 2 =90
24+3)\ 4

dan seterusnya dilakukan substitusi nilak4 pada persamaan
C;(n+1).

» Substitusi pad&, _,(n +1)
Cr2(n+D) =C,(n+1)

. 2 2(n+hH +2
T @n+D+2)| n+1

_ _ 2 21+2)
n—02C2(1)—m( 1 j—Z

22+2
n=1=C,(2) =—2 E jzs

2+2)| 2
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2 (23+2
n=2=C,(3= =14

23+2)| 3
n=3=C, () =L(2'4+ ZJ 42
24+2)| 4

dan seterusnya dilakukan substitusi nilak4 pada persamaan
C,(n+1.
» Untuk C, (n) sendiri adalah
Cy(n) =C,(n)
4 (2n+4
2n+4{ n
n=0=C,(0) A 1
=0= =— =
7 4lo
=C,M-C,()=3-2=1
2+4
n=1=C,(= i =4
+4( 1
=C;(2-C,(9=9-5=4
4 (4+4
N=2=C,(2)=—— =14
4+4\ 2
=C;(3-C,(3)=28-14=14
6+4
N=3=C,(3=—— =48
6+4( 3
=C;(4)—C,(4)=90-42=48
dan seterusnya dengan substitusi nia4 pada persamaa@,(n)
diperoleh persamaan
C,(M=C4(n+1) ~C,(n+1).
Begitu pula seterusnya untld=5 berlaku persamaan

C.(n=C,,(n+)-C,_,(n+1), dimanan= 012,.....
Oleh karena itu, Teorema 3.3 terbukti.
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Selanjutnya akan dicari probabilitas dari absorgsitu
probabilitas terjadinyagambler ruin berdasarkan nilai awalk)(
komposisi dari bilanganatalanyaitu pada Teorema 3.1, serta relasi
rekursif yang terjadi yaitu pada Teorema 3.2 daordima 3.3.

3.2 Probabilitas Absor ps

Pada bagian ini dicari probabilitas absorpsi unto&sing-
masing nilai awalk).

3.2.1 Probabilitasuntuk k=1 (P(x=1))

Untuk k =1, probabilitas absorpsi dicari dengan menggunakan
bilangan catalan Didefinisikan fungsiF(z) yang memuat semua

bilangancatalansesuai dengan deret polinom:
F(2=C(0)z+C() Z° +C(2 22 +CR) Z* +......

= iC(a’ — (36)
Jika F(2) dik;Iikan dengan dirinya sendiri didapatkan peiesam
F?2(2)=(C(0)z+C(M) 22 +C(Q) 2 +C() z* +.....)
(COz+CMz*+C@ 22+CB z* +.....))
=C(0)C(0) z* +(C@MC(0) +C(O)C ) 2
+(C(@C(0) +C@WCE +CO)C(@)z* +...... .

Untuk mendapatkan rumus penjumlahdf(z) digunakan dua

macam variabel yaita dang yang nilainya berjalan dari satu sampai
tak hingga, sehingga didapatkan

F*(2= ). C(a-1C(B-1) 2"/, (3.7)

a,f=1
Misalkana + f=n, makaS =n-a sehingga diperoleh

F?(2= Y Cl@-)C(n-a-1z". (3.8)
a,n-a=1
Selanjutnya dicari batas bawah dan batas atagpdesamaan (3.8)
untuk nilaia dann dengan cara:
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» untuk n—a =1 makaa =n-1, sehingga nilai ¢ berjalan
dari 1 sampan-—1,
» untuk a =1 maka didapatkan nilai yaitu n—1=1 sehingga
n=2, jadin berjalan dari 2 sampai.
Jika nilai untukn dana tersebut dimasukkan dalam persamaan (3.8)

maka diperoleh
o n-1

F2(2=).) Cl@a-DC(n-a-1z". (3.9)
n=2 a=1
Berdasarkan Teorema 3.1 maka untuk
o n-1
F?(9=>.> Cla-DC(n-a-1z2"
n=2 a=1

=iC(n—1) z"

:iC(a—l) 2% -z

=F(2) -z (310
didapatkan
F?(2)=F(2) - z. (3.12)
Persamaan (3.11) adalah persamaan kuadratik, destgauikian
diperoleh akar-akar daft (z) yaitu
F%(2-F(2-z=0,

1+41-4z
1 CroTTe

Pada suatu permainan uang hanya ada dua macam
kemungkinan yaitu menang dengan probabilitatau kalah dengan
probabilitas 1p. Karena probabilitas keduanya bebas maka
probabilitas hasil yang berbeda tersebut dikalikaleh karena itu
dengan mengambil nilak = p(1- p) dapat dicari probabilitas dari

absorpsi.
Pada persamaan (3.6) ketika& p(L— p) sesuai dengan fungsi

probabilitas pada Definisi 2.12 dimaka=1 didapatkan

F(2) = (3.12)
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F(2)=C(0)z+CM) z?+C(2) 2> +C() z* +...

=C(O)p(- p) +CO(PL- P))* +C(PL-P)° +... .
(3.13)
Probabilitas untukk =1 dapat dihitung sebagai berikut:

P(x=1=Y.C,(np" A~ p)™

=COPp°’A-p' +COP A-P*+CpP*A-P) +... .
(3.14)
Jika persamaan (3.13) dibagi dengamaka diperoleh

i|oZ)=C<0) p’@-p) +CMP'A- P +CRPPA-P°+...

(3.15)
Oleh karena itu, persamaan (3.14) menjadi

P(x=1) =Eéi). (3.16)

Karenaz= p(- p), maka
p(x=1=2
Y
_F(p@-p)
Y
_F(p-p%)
p
Sesuai dengan persamaan (3.12) maka

_ 1+\1-4(p- p?)

2

_1+\1-4p+4p® 319

2

(317)

F(p-p?)

Persamaan (3.17) menjadi
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p(x=1)=F(P=P")

_1+\1-4p+4p®
= 2
_1+x(1-2p)
==

dan diperoleh
1+1-2p :1— p

—1) = 2p p
POXED=11 1+ 2p _,

2p
Karena nilai probabilitas berkisar antara nol sareptu, sehingga

0<1= Peq,
p

dan didapatkan

(R untuk p > = (318
P(x=1)=: P 1 2
1 untukpsz.

Jadi proses absorpsi dengan nilai awak1l mempunyai
probabilitas yang semakin kecil jika probabilitasmenangannya

semakin besar denganp>%. Sebaliknya jika probabilitas

kemenangan ps% maka probabilitas terjadinygambler ruin

adalah satu, atau dapat dikatakan bafpavabler ruinpasti terjadi.

3.2.2 Probabilitasuntuk k=2 (P(x=2))

Ketika k =2, sesuai dengan Definisi 2.12 persamaan menjadi

P(x=2) :icz(n)p”(l— p)™? . (3.19)
n=0
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Jika persamaan (3.4) disubstitusikan ke persama&aiB)( maka
didapatkan

P(x=2)=3C,(np" - p)"*?

n=0
=Y Ci(n+)p" (- p)"?
n=0

=CMpP°@A-p)*+Cp'(L-p)®+...+C(x)p” L~ p)*

=C(@I- p)? +C(Qpe-p)°* +...+ C(x)p” (L~ p).
(3.20)
Sementara itu berdasarkan persamaan (3.14) pris@sibihtukk =1
adalah

P(x=1)=3C,(n)p" - p)™
n=0

=COp°@-p'+COP A-p?*+CQp*A-p)°+
CEPp’a-p)’+..+C@)p”@-p°”

=1-p +COp@A-p)*+C@p*A-p)°+
CEP’@A-p)* +...+ C() p” (L= p)°

=@d-p)
+plC@A- p)? +C@PA-P)° +...+ C(@)p" A= )],

P(x=2)

jadi
P(x=1= (- p) + p(P(x=2)
px=2)= PX=D == p)

_P(x=1) 1-p 321
p p

Dengan substitusiP(x=1) dari persamaan (3.18) ke persamaan
(3.21) diperoleh probabilitas untuk= 2 yaitu
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@-p)
p(x=2)=—P_@-P)
p p
_d-p 1 _@a-p
P P P
_1-p-pd-p)

2

p
_1-p-p+p°
=
_1-2p+p?

2

p

e 2
St U (322
p
jadi
L-p)?
P(x=2)={ P ;
1 untukp< e

untuk p >% (323

Berdasarkan persamaan (3.23) dapat diketahui baheses
absorpsi dengan nilai awd = 2 mempunyai probabilitas yang

semakin kecil jika probabilitas kemenangm yaitu A= p)

Kemudian dengan probabilitas kemenangph (yang sama, jika
probabilitas terjadinyayambler ruindengan nilai awak = 2 atau
P(x=2) dibandingkan dengan probabilitas terjadimgganbler ruin

dengan nilai awat = 1 atauP(x=1) , maka probabilitas dengan nilai
awalk = 2 mempunyai nilai yang lebih kecil.

Sebagai contoh untuk nilg =§ akan diperoleh:
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1
> P(x=1)—l p=T3:%.§:~,sedangkan untuk
3
1_4
1-p? 9.19_1
> P(X:Z):—E:ng_.___
p 94 4

Namun jika probabilitas kemenangaps% maka probabilitas

terjadinyagambler ruinadalah satu, atagambler ruinpasti terjadi.
3.2.3 Probabilitasuntuk k =3 (P(x=3))

Ketika k =3, sesuai dengan Definisi 2.12 persamaan menjadi

P(x=3)=) Cy(np"@-p)"°. (3.24)
n=0
Berdasarkan Teorema 3.3 maka
C;(n)=C,(n+1) -C,(n+1) (3.25)

dan berdasarkan Teorema 3.2, diperoleh persamaan
Cs(n)=C,(n+1) -Cy(n+1)
=C,(n+h+1D)-C;(n+1)
=C,(n+2)-C,(n+12), (326)
sehingga probabilitas menjadi
P(x=3) =) [C,(n+2) -C,(n+D]p" - p)"°

n=0

:i([(:l(n +2)p" (- p)”+3] - [Cl(n +)p"@- p)n+3])

n=0
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P(x=3)=[C,(Qp°@-p)°’+C,Qp A- p)* +C, (4 p*L- p)°
+C,B)p’A-p)° +C,(B)p*L-p)’ +C (7 p°A-p)°
+.+C(@)p”@A-p)°°] -
[C,Op°A-p)°+C,Qp'A-p)*+C,Qp*A-p)°
+C,(4)p°L-p)° +C,E)p*A-p) +C,(6)p°A- p)°

+..+C@)p”A-p) ]
KarenaC, (0) =C, (1) =1 maka

P(x=3)=[C,(29(1-p)® +C, (3 p@-p)* +C, (4 p*@-p)°
+C,B)p’-p)° +C,(6)p*A-p)’ +C, (7 p°A- p)°
+.+C@)p”"A-p) ] -

[A-p)° +C,(Qp@-p)* +C,(Qp*A-p)°
+C,(@)p°1-p)° +C,E)p*A-p) +C,E)p°A- p)°
+..+C(@)p”A-p) 7]

(3.27)
Untuk mencari solusi persamaan (3.27) dimisalkdimiaa

P(x=2)=3.C,(n+)p" @~ )"

=(@1-p)* +C,(p@-p)* +C,(3)p*(1- p)*
+C,(4)p°U-p)° +C,E)p*A-p)° +C (6)p°A-p)’
+..+C(@)p”@1-p)°

=@1-p)*+plC,(AU-p)° +C,Qpl-p)*
+C,(Ap°@U-p)°+C,E()p*L-p)° +C, ()p*A-p)’

+..+C(@)p” A-p)~],
dengan

A=C,(21- p)’+C,(3p-p)* +C,(@p*A- p)° +C, ()P’ Q- P)°

+C,(6)p*L-p)’ +....+C(a)p” - p)”,
sehingga

P(x=2)= (- p)® + pA
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Ao PX=2)-(-p)?®
p

Selanjutnya dengan memindahkén- p)? dari persamaai®(x = 2)
ke ruas kiri didapatkan persamaan

P(x=2)-(@1-p)*=C,(2pe-p)*+C,Qp*CL-p)*
+C,(4)p°@A-p)°+C,B)p*A-p)°® +
C,(6)p°AL-p)’ +...+C(a)p” (L~ p)~.

(3.28)
Kemudian jika persamaan (3.28) dikalikan dengdian p) diperoleh

(Px=2 - a-p)?)a-p)=C,@p- p)* +C,(p*A-p)° +
C,@p*e-p)°+C,B)p*A-p’ +

C,(6)p°@-p)° +...+C(a)p” L~ p)”
:B,

sehingga
B=(P(x=2) - (- p)?)a- ).
PersamaaA danB disubstitusikan ke persamaan (3.27) diperoleh
P(x=3)=A-[(1- p)° + B]
— 9\ _ A _ 2
= PRSP o P22 - - 7))
berdasarkan persamaan (3.23) didapatkan
2
(1 pf) J_ (1_ p)Z
5 -
2
{(1— o% +[%— - p)ZJ(l— p)}

P(x=3)=[
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@-p)?-p’@- p)zl
2

P(X=3):( pp -

|:(1_ p)3 +[(1_ p) _sz) (1_ p) J(l_ p):|

1- )2 - p2(1- p)? 1-p)% - p2(1- p)3
_@-p*-p*a-p) _{(1_p)3+< )’ = P p)}

p p
_@-p?-p°e-p° _@-p?°
p° p’
_@-p?-p°C-p°-pl-p?°
p3
_1-2p+p*-p*@-2p+p?) - p@e-3p+3p° - p°)
p3
_1-2p+p®-p*+2p°-p*-p+3p*-3p° + p)
- 3
p
_1-3p+3p’-p’
p3
_@-p°
== (329
p
jadi
_\3
d E) untukp>1 (330
P(x=3)={ P 3 2
1 untukps—.
/ 2
Pada nilai awak = 3, didapatkan probabilitas absorpsi yaitu
_ A3
probabilitas terjadinygambler ruin dengan@ hal ini berlaku
p

untuk p>%. Oleh karena itu dengan probabilitas kemenangan (

yang semakin besar maka probabilitas terjadigganbler ruin
semakin kecil. Berlaku sebaliknya, jika probabditsemenangan
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kecil atau ps% maka probabilitas absorpsi adalah satu, sehingga

gambler ruinpasti terjadi.

Berdasarkan gambaran geometrik dengan jalan acak da
perhitungan probabilitas absorpsi sesuai dengarai ndwal
k=14,k=2, dan k=3 akan dicari solusi umum dari probabilitas

absorpsi untuk semua nilai awal dalam rumusan aeteplisit.
3.3 Solus Umum Probabilitas Absor ps

Untuk kemenangan mendekati tak hingga, didapatkédumsis
umum probabilitas absorpsi yang nilainya berganfandg nilai awal
(k) dan probabilitas kemenanganp).( Dengan probabilitas
kemenangan pj yang sama, probabilitas absorpsi yaitu langkah
menang dan kalah seorang penjudi sampai modalnges lzau
terjadi gambler ruin dimana nilai awal yang dimilikinya adaldh
diperoleh dari probabilitas absorpsi dengan nilalesatu.

Teorema 3.4
Probabilitas P(x =k) dari proses absorpsi, yang dikatakan bahwa

dimulai darix=k, k>0 diberikan oleh
P(x=k) = (P(x=1))". (3.31)

Bukti:
Pada penggambargrath latis untuk proses absorpsi, probabilitas
kemenanganp) digambarkan dengan langkgath ke arah kanan
(horizontal) dan probabilitas kekalahanp)ldigambarkan dengan
langkahpathke arah kiri (vertikal).
Probabilitas absorpsi yang dimulai dari

x=k+1
adalah sama dengan probabilitas perpindahan safkdh ke kiri
untuk

x=k,

yaitu probabilitas absorpsi yang berawal dadengan probabilitas
@L- pP(x=k), ditambah probabilitas perpindahan satu langkah ke
kanan untuk

x=k+2,
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yaitu probabilitas absorpsi yang berawal d&i+2 dengan
probabilitas pP(x =k + 2) . Oleh karena itu,

P(x=k+1) =@1- p)P(x=k) + pP(x=k + 2)
dan didapatkan

P(x=k+2)=%P(x=k+1) ¢

pp) P(x=kK) . (3.32)
Akan dibuktikan untukP(x =k + 2) = (P(x =1))**?.
Berdasarkan persamaan (3.18) dan (3.23), maka udenga

substitusi probabilitas dengan nilai avet1 dank =2, didapatkan
persamaan:

P(X:B)Z%P(x=2) a-p

P) p(x=1)
p

_P(x=2)- (- pP(x=1)

p
2
(Hj _a- p)[l-pj
_Lop p
p

_[-pf _@-p?

p° p’
_@-p?*-pl-p?’

p3

=@;9 (1-p)
:(1‘_10] _ (333

p

Persamaan (3.33) dianggap benar, sehingga

P(x=3) = [ ppJ = (P(x=1)*.

Sesuai dengan persamaan (3.18), (3.23) dan (3.3&p mntuk
susbtitusi dengan nilai awat=k, dan x=k +1 akan didapatkan
probabilitas darix =k + 2 yaitu:
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Pw=k+2yL%PU:k+D—EtgaPu:k)

3 P(x=k+1) - @- p)P(x=k)
p

k+1 k
(PPJ _a- p)(l—pJ
_Lwp p

p
_@-p*-pa-p* 1

k+1

p p
_@-p“t-pe-p**

k+2

p
_@-pie-p

k+2

p
_@-p“?

k+2

p

=(1_ p}k+2
p

Oleh karena itu terbukti bahwa

k+2
Hx=k+a=(£12] = (P(x=1)"*2,
p
sehingga Teorema 3.4 terbukti benar.

Untuk selanjutnya diberikan dua macam contoh kasmgan
probabilitas kemenangan yang berbeda, pada Kagushhbilitas

kemenanganp) mempunyai nilai <%, sedangkan pada Kasus 2

probabilitas kemenangap)(mempunyai nilai %
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Contoh 3.1.

Seseorang sedang bermain kabiidge dengan membawa uang
taruhan Rp. 4.000.000,00 sebagdayer Kartu yang digunakan
adalah kartu dengan angka 2,3,4,5,6 dengan jumtahkiartu adalah
sepuluh. Pengambilan kartu dilakukan dua kali bettturut dengan
pengembalian dan dikatakan menang jika jumlah hitatu =9.
Jumlah taruhan adalah Rp. 1.000.000,00.

Kemungkinan yang terjadi jikx menyatakan pengambilan kartu
yang pertama day menyatakan pengambilan kartu yang kedua,
diperoleh hasil seperti yang diberikan pada Talkel 3

Tabel 3.1 Penjumlaharx@ y)

X y

o|lo|h|w|N

IR G LS
©o|o|~N|o|o|w
Blo|o|~N|of >
R5|o|o|~|o
';l'j'a‘@oom

10 2
Probabilitas kemenangan adalap=-—=— dan probabilitas

25 5
2 3
kekalahan q=1- p=1-—=—. Gambarangambler ruin adalah
5|08
sebagai berikut:
modal awal = Rp. 4.000.000,00
jumlah taruhan = Rp. 1.000.000,00,
sehingga
4.00000000
Kse— =4
1.000000,00
dan
K (2n+k 4 (2n+4
=)
2n+k 2n+4
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Jika penjudi mengalami kemenangan sebanyak dua kedka
jumlah path yang menunjukkan langkah menang dan kalah sampai
mengalamgambler ruinadalah:

4 (22+4) 4 8 _
22+4( 2 ) 826

Langkahpath yang terbentuk yaitu merupakan langkah menang dan
kalah penjudi:

Y I et I e I o

67 (2,6)
4

Cyu(2)=

Gambar 3.11 Lati€, (2) danpathyang terbentuk

Pada Gambar 3.11 langkahth ditunjukkan dengan garis berwarna
biru. Garis ke atas (ke kiri) menunjukkan kekalasabhanyak enam
kali dan garis ke kanan menunjukkan kemenanganngakadua
kali.

Probabilitas pemain tersebut mengalayambler ruindengan nilai
awal empat dan dua kali menang adalah:
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P(x=4), _, =C,(mp" - p"*?

=Cc,@p?@-p)°

pot]

. 40824
P(x=4) n=2"7
39062¢
Probabilitas absorpsi denglr= 4 adalah satuR(x=4) =1) karena

00,1045

probabilitas kemenangap)(adalah§<%, artinya penjudi tersebut

dipastikan mengalangambler ruin

Contoh 3.2.

Ada dua orang sedang melakukan taruhan lempar dexigan sisi
yang bergambar kepala dan ekor. Orang pertamantiektisebagai
banker sedang orang kedua bertindak sebagai pemaing@etua
membawa uang sebanyak Rp. 6.000.000,00 sebagal awdknya.

Sebelum melakukan permainan mereka melakukan umtdiarjika
muncul sisi kepala maka pemain akan menang. Setikatahui

ternyata koin tersebut tidak setimbang dengan |ibtzes

munculnya sisi kepala adalas%. Dengan taruhan Rp. 2.000.000,00

tiap kali bermain, pemain tersebut ingin mengetatababilitas
mengalamgambler ruindengan jumlah kemenangan sampai dengan
lima kali.

Probabilitas tersebut dapat dicari sebagai berikut:

modal awal = Rp. 6.000.000,00
jumlah taruhan = Rp. 2.000.000,00,
sehingga

6.000.00000
Ks——=3

2.000.00000
dan
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kK (2n+k 3 (2n+3
ot (e

2n+k 2n+3
Untuk kemenangamy:
1. n=1
21+3 !
Ca@=—— =:—3.—'=3,
1 5 4
2.1+3

dengan probabilitas pemain mengala@ambler ruin
P(x=3), _, =Comp" a-p"*3

=c,0mp'a-p*

0

6
=——[10,0247.
245

22+3) 3 7! Y
2 7 25

C3(29) =
22+3
dengan probabilitas pemain mengalgernbler ruin

P(x=3), _,=Camp"a-p"*3

=C,@p%-p)°

LI

36
=——010,0165
2187
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Ci0)= 3 [2.3+3j_3 9 _

23+3( 3 ) 936
dengan probabilitas pemain mengalgambler ruin
P(x=3), _53=Co(mp" - p™*

=c,@p3a-p°

0

224
=———[10,0114
1968:
n=4
24+3 I
C3(4):L =—3—.~1i=90,
24+3 4 11 74

dengan probabilitas pemain mengalgambler ruin
P(x=3),_, =C5(mp" (1~ p)"*3

=C,(@p*a-p)’

sel

1440
= 10,008134

17714
n=5
25+3
C:3 (5) :L :EE - g
25+3 5 13 58!

dengan probabilitas pemain mengalgarnbler ruin
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P(x=3), _¢ =Ca(mp" @~ p"*>

=C,E)p°1-p)°

/1]

9504

= [J0,00596

159432:
Berdasarkan perhitungan dengan jumlah kemenangadai satu
sampai lima dapat diketahui bahwa semakin besaekangan maka
semakin kecil probabilitas terjagiambler ruin Selanjutnya dicari
probabilitas absorpsi dengan nilai awkl = 3. Berdasarkan

persamaan (3.18) bahwa
p(x=1=1"P
Y

serta berdasarkan Teorema 3.4 maka diperoleh
P(x=3)=(P(x=1)°

i

IBs
- 3

2
3
/RN
) Ej
:£:0,125
8

Oleh karena itu, dengan nilai awal tiga pemaineteus mempunyai
probabilitas mengalangambler ruinsebesar 0,125. Untuk gambaran
geometrik, pada Gambar 3.12 ditunjukkan ZJ&th yang
memperlihatkan langkah menang kalah pemain dengamal
kemenangan sebanyak tiga kali.
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(03]

(3,6)
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Gambar 3.12 Lati€, (3) danpathyang terbentuk
Pada Gambar 3.12 langkahth ditunjukkan dengan garis berwarna
biru. Garis ke atas (ke kiri) menunjukkan kekalabahanyak enam
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

1.

Dari skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut:

dengan analisagambler ruin menggunakan gambaran
geometrik jalan acak satu dimensi pada latis dumedsi,
diperoleh gambaran absorpsi dalam bemtath yang terdapat
pada latis tersebut,

berdasarkarpath yang terbentuk dapat dicari relasi rekursif
untuk tiap nilai awal yaitkk =1, k=2 dank =3. Oleh karena
itu, didapatkan rumus eksplisit probabilitas absorpntuk
semua nilai awal yaitu

P(x=k) =(P(x=12))",
dimanak N .

4.2 Saran

Pada pembahasan selanjutnya ada beberapa hal waat) d

dikembangkan dari skripsi ini, diantaranya:

1.

2.

gambaran geometrik dan probabilitas absorpsi séaala
penjudi lebih dari satu,

probabilitas absorpsi dengan jumlah taruhan berhedak
tiap kali bermain.
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