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SEMIRING m-REGULAR KANAN

ABSTRAK

Konsep ring m-regular telah diperkenalkan oleh F.
Dischinger (1976) dan Yasuyuki Hirano (1978). Skripsi ini memper-
kenalkan konsep semiring m-regular dan m-regular kanan beserta
sifat-sifatnya. Jika R adalah semiring m-regular kanan dan kiri maka
R adalah semiring m-regular. Selanjutnya, jika semiring R adalah
semiprima yang additive cancellative, semiring artinian atau
noetherian kanan m-regular kanan maka R adalah semisimpel.
Misalkan [ adalah Q-ideal dari semiring R sedemikian sehingga
Q = (R —I) U {0}. Jika I adalah ideal regular kanan dan R/I adalah
semiring kuosien m-regular kanan, maka R adalah semiring m-regular
kanan.

Kata kunci : Q-ideal, semiring kuosien, m-regular (kanan), regular
(kanan), semiprima, semisimple, artinian, dan noetherian.
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RIGHT m-REGULAR SEMIRING

ABSTRACT

The concept of a m-regular ring was introduced by F.
Dischinger (1976) and Yasuyuki Hirano (1978). This final project
introduces the concept of a -regular semiring and a right m-regular
semiring along with their properties. If R is a right and left -regular
semiring then R is a m-regular semiring. Furthermore, if semiring R
is an additive cancellative semiprime and right m-regular right
artinian or right noetherian semiring, then R is semisimple. Let I be a
Q-ideal of a semiring R such that Q = (R —I) U {0}. If I is a right
regular ideal and the quotient semiring R/I is right m-regular then R
is a right -regular semiring.

Keywords : Q-ideal, quotient semiring, (right) m-regular, (right)
regular, semiprime, semisimple, arthinian, and noetherian.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dalam matematika terdapat berbagai cabang ilmu, dianta-
ranya adalah aljabar. Namun, aljabar masih terbagi lagi menjadi
beberapa cabang ilmu, salah satu diantaranya adalah aljabar abstrak.
Pada aljabar abstrak diperkenalkan tentang konsep struktur aljabar
dan sifat-sifatnya.

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu
operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang
menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi semiring.
Di dalam semiring, terdapat subsemiring dan ideal. Ideal dibedakan
atas dua macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal
memenuhi kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal
dua sisi, atau cukup disebut dengan ideal. Struktur aljabar yang lebih
sempit dari semiring dinamakan ring. Definisi ring hampir sama
dengan semiring, hanya saja terdapat sedikit perbedaan pada aksioma
yang harus dipenuhi.

Dari beberapa konsep dasar di atas, bentuk-bentuk struktur
aljabar terus mengalami perkembangan. Salah satunya ialah konsep
tentang ring m-regular dan ring m-regular kanan, yang pertama kali
dikemukakan oleh Dischinger (1976). Kemudian pada tahun 1978,
Yasuyuki Hirano mengembangkan konsep dari Dischinger tersebut.
Selanjutnya, pada skripsi ini akan dibahas beberapa definisi dan
teorema dari semiring -regular kanan, beserta bukti-buktinya.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah
yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi
semiring m-regular kanan dan apa saja teorema-teorema yang
berkaitan dengan semiring mz-regular kanan beserta bukti-buktinya.



1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas dibatasi
hanya pada definisi-definisi dan teorema-teorema dari semiring 7-
regular kanan, beserta bukti-buktinya, dan tidak dibandingkan
dengan bentuk-bentuk aljabar abstrak yang lain.

1.4 Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah memaparkan beberapa
definisi, serta membuktikan teorema-teorema yang berhubungan
dengan semiring z-regular kanan.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk
membantu memahami permasalahan yang akan dibahas dan juga
digunakan sebagai acuan dalam bab pembahasan.

2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen dari suatu himpunan
tak kosong dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian,
atau keduanya yang dikenal dengan operasi, salah satu contohnya
adalah operasi biner. Berikut akan diberikan definisi tentang operasi
biner dan definisi lain yang berkaitan dengan operasi biner.

Definisi 2.1.1 (http://en.wikipedia.org)

Well ordering principle : setiap himpunan tak kosong dari suatu
bilangan bulat positif atau bilangan asli memuat suatu elemen yang
paling kecil.

Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, dkk., 1986)

Misalkan A dan B adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan
terurut (x,y), dengan x € A dan y € B, disebut hasil kali cartesius
(cartesian product) dari A dan B, dinyatakan

AXB={(xy)|x€Ay€B}

Definisi 2.1.3 (Bhattacharya, dkk., 1986)
Misalkan A dan B suatu himpunan tak kosong, dan misalkan R
adalah subset dari A X B. Maka R disebut relasi dari A ke B.

Definisi 2.1.4 (Bhattacharya, dkk., 1986)

Misalkan A dan B suatu himpunan tak kosong. Suatu relasi f dari A
ke B disebut suatu pemetaan jika untuk setiap elemen x di A
mempunyai kawan tepat satu elemen y di B (y disebut image x di
bawabh relasi f). f adalah pemetaan dari A ke B, dinyatakan

f:A— Batau A LB.


http://en.wikipedia.org/wiki/Well-ordering_principle

Definisi 2.1.5 (Bhattacharya, dkk., 1986)
Suatu pemetaan
*x: XS —>S
(a,b) —=(a,b) =axb

disebut operasi biner pada himpunan S.

2.2 Semigrup

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling seder-
hana. Semigrup merupakan suatu himpunan tak kosong yang di
dalamnya memiliki satu operasi biner dan memenuhi syarat - syarat
tertentu. Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengan
semigrup akan diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.2.1 (Whitelaw, 1995)
Misalkan M himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan
operasi biner *. (M,*) disebut semigrup jika dan hanya jika:
1. (M,*) tertutup : a * b € M, untuk setiap a,b € M, dan
2. (M,*) berlaku sifat assosiatif : (a * b) * ¢ = a * (b * ¢), untuk
setiap a, b, c € M.

Contoh 2.2.2

Diberikan suatu himpunan Z, = {0, 1,2, 3}. Maka (Z,, +) dan (Z,,")
(dengan + dan - masing-masing adalah operasi penjumlahan dan
perkalian biasa) merupakan semigrup.

Bukti :

NI Ol NI DI NI
| NS Sl E=]1{ON]

W NI =1 DI =]

(o] fesl] el [l ]|

NI = Ol Wl | W

=1 Ol Wl NI NI

Ol W NI =] =]

[SSTILNSTINEN =T
Wl NI R ol ol

WIS -

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan dan perkalian pada Z,

Berdasarkan Tabel 2.1, terlihat bahwa Z, tertutup terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian. Selain itu, Z, juga memenuhi hukum
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assosiatif terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Sehingga
(Z4,+) dan (Z,,") merupakan semigrup. [ |

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi serta contoh
mengenai semigrup komutatif, semigrup dengan elemen identitas,
dan subsemigrup.

Definisi 2.2.3 (Kandasamy, 2002)
Jika dalam semigrup (M,x) berlaku a *b = b * a, untuk setiap
a,b € M maka (M,*) disebut semigrup komutatif.

Definisi 2.2.4 (Kandasamy, 2002)

Misalkan (M,*) suatu semigrup dan mempunyai elemen identitas e
sedemikian sehingga e * a = a * e = a, untuk setiap a € M. Maka
(M,x) disebut semigrup dengan elemen identitas atau semigrup
monoid.

Elemen identitas pada suatu semigrup (M,+) biasanya
disebut elemen nol (zero element) dan dinotasikan dengan 0
sedemikian sehingga memenuhi 0 +m = m + 0 = m, untuk setiap
m € M. Sedangkan pada suatu semigrup (M,:) disebut elemen
identitas (identity element) dan dinotasikan dengan 1 sedemikian
sehingga memenuhi 1 - m = m -1 = m, untuk setiap m € M.

Teorema 2.2.5 (Whitelaw, 1995)
Suatu semigrup monoid tidak mungkin mempunyai elemen identitas
lebih dari satu.

Bukti :

Misalkan (M,*) suatu semigrup. Andaikan e, f € M adalah elemen
identitas. Akan ditunjukkan bahwa e = f. Karena f merupakan
elemen identitas maka f *x e = e * f = e. Karena e juga merupakan
elemen identitas makae * f = f * e = f. Dengan demikian e = f.
Jadi, terbukti bahwa suatu semigrup monoid hanya mempunyai satu
elemen identitas. n

Definisi 2.2.6 (Whitelaw, 1995)
Misalkan (M,*) suatu semigrup dan H subset dari M. Maka H dise-
but subsemigrup dari H jika dan hanya jika (H,*) suatu semigrup.



Contoh 2.2.7
(N,) merupakan subsemigrup dari (Z,+) karena N subset dari Z dan
(N,-) suatu semigrup.

Dalam sistem bilangan real atau sistem bilangan kompleks
telah dikenal mempunyai dua operasi biner yang dasar, yang disebut
penjumlahan (addition) dan perkalian (multiplication). Semigrup
belum cukup untuk merangkum semua struktur aljabar dari sistem
bilangan tersebut, karena suatu semigrup hanya memuat satu operasi
biner saja. Misalkan terhadap penjumlahan atau terhadap perkalian,
tetapi struktur tersebut mengabaikan hubungan antara penjumlahan
dan perkalian, seperti diketahui bahwa perkalian itu distributif
terhadap penjumlahan. Oleh karena itu, selanjutnya akan dipandang
struktur-struktur aljabar dengan dua operasi biner yang berlaku pada
sistem bilangan tertentu. Semiring adalah suatu struktur aljabar yang
mempunyai dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian.

2.3 Semiring

Semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan dengan
dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian. Pada bagian ini
diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan semiring.

Definisi 2.3.1 (Kandasamy, 2002)
Misalkan R himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan dua
operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian yang memenubhi:
1. (R,+) semigrup komutatif,
2. (R,+) semigrup, dan
3. untuk setiap a,b,c € R berlaku (a + b)-c=a-c+b-c dan
a-(b+c)=a-b+a-c.
Maka (R, +,+) disebut semiring.

Contoh 2.3.2
Himpunan R = (Z*, +, -) merupakan suatu semiring.



Bukti :
(1) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(1) a+b€ER,
(i) (a+b)+c=a+(b+0),
(i) a+ b =b + a.
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,+) merupakan semigrup
komutatif.
(2) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a-b ER,
(i) (a:b)-c=a-(b-c).
Dari (i) dan (ii) maka (R,-) merupakan semigrup.
(3) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(a+b)-c=a-c+b-cdana-(b+c)=a-c+b-c.
Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa R merupakan suatu
semiring. [

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi serta contoh
mengenai semiring komutatif, semiring dengan elemen identitas, dan
subsemiring.

Definisi 2.3.3 (Kandasamy, 2002)
Misalkan (R, +,") adalah suatu semiring. (R,+,") disebut semiring
komutatif jika (R,-) adalah semigrup komutatif.

Definisi 2.3.4 (http://math.chapman.edu)
R disebut semiring dengan elemen identitas jika memenuhi:
1. (R,+) semigrup komutatif,
2. (R,-) semigrup monoid,
3. Untuk setiap a,b,c € R berlaku (a +b)-c=a-c+ b -c dan
a-(b+c)=a-c+b-c.

Contoh 2.3.5

Himpunan R = (Z* U {0}, max, min) dengan a @ b = max{a, b}
dan a © b = min{a, b} merupakan suatu semiring komutatif dengan
zero element 0 dan identity element co.



Bukti :

(1) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(i) a® b =max{a,b} €ER,
(i) (a® b) ® c =max{a, b} @ c
max{a, b, c}
= max{a, (b, c)}
= a @ max{b, c}
=a® (b® o),
(iii) a @ b = max{a, b} = max{b,a} = b @ a,
(iv) 0 @ a = max{0,a} = max{a,0} =a @ 0 = a.
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,®) merupakan semigrup
komutatif.

(2) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku:
(1) a® b =min{a, b} ER,
(i) (@a®b) ®© c =minf{a,b} O c
= min{a, b, c}
= min{a, (b, c)}
= a O min{b, c}
=a@®Q OB Oo),
(iii)) a © b = min{a, b} = min{b,a} =b © a,
(iv) 0 O b = min{co, b} = min{b, 0} = b © o = b.
Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,®) merupakan semigrup
komutatif.
(3) Ambil sebarang a, b, c € R maka:
(a ® b) © ¢ = max{a,b} ® ¢ = min{max{a, b}, c},
(@a®c)® (b Oc)=min{a,c} ® min{b, c}
= max{min{a, c}, min{b, c}}.
Untuk kemungkinan - kemungkinan yang ada yaitu (a < b <
¢ a<c<y, H<c<a H<a<c c<a<s, (c<bH<a) dipenuhi

@®@b)Oc=@Oc)®B0Oc)
a®Qb®c) =@Ob)® (a® o).



Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa R merupakan suatu
semiring komutatif dengan zero element 0 dan identity element co. R

Definisi 2.3.6 (Kandasamy, 2002)

Diberikan suatu semiring R dan Q adalah subset dari R. Kemudian Q
disebut subsemiring dari R jika Q bersama dengan operasi yang sama
dengan R membentuk semiring.

Pada semiring juga dikenal suatu pemetaan. Berikuti ini
diberikan definisi dari homomorfisma semiring yaitu suatu pemetaan
dari dua semiring yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.

Definisi 2.3.7 (Dummit dan Foote, 2002)
Misalkan (R, +,) dan (S,H,[:]) adalah semiring. Homomorfisma
semiring adalah suatu pemetaan ¢ : R — S yang memenubhi :

1. ¢(a+b) = ¢(a) @H @(b) untuk setiap a, b € R dan
2. ¢(a-b) = @(a) ] @(b) untuk setiap a, b € R.

Definisi 2.3.8 (Hartley dan Hawkes, 1994)

1. Homomorfisma yang surjektif disebut epimorfisma.
Homomorfisma yang injektif disebut monomorfisma.
Homomorfisma yang bijektif disebut isomorfisma.
Homomorfisma ¢ : R — R disebut endomorfisma.
Isomorfisma ¢ : R — R disebut automorfisma

g 2N

2.4 ldeal

Dalam semiring dikenal istilah subsemiring yaitu himpunan
bagian tak kosong yang membentuk semiring bersama operasi yang
sama dengan semiring tersebut. Berikut ini didefinisikan suatu
himpunan tak kosong lain dalam semiring yang disebut dengan ideal.

Definisi 2.4.1 (Bhattacharya, dkk., 1986)

Misalkan [ adalah suatu himpunan tak kosong dan I subset dari
semiring R. I disebut ideal kanan (kiri) dalam semiring R jika
memenubhi:



1. a+ b € I, untuk setiap a,b € I,
2. ar €1 (ra € 1), untuk setiap a € [ danr € R.

Contoh 2.4.2

Himpunan R = (Z* U {c0}, max, min) merupakan suatu semiring
(lihat Contoh 2.3.5). I = {0, 1, 2, ..., t|t € Z*} adalah ideal kanan dan
ideal kiri dalam semiring R.

Bukti :

(1) Jelas I # @ dan I < Z*,

(2) Ambil sebarang a, b € [ danr € R. Maka :
a® b =max{a,b} €I,
a O r =min{a,r} = min{r,a} =r Qa €l

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa I adalah ideal kanan dan ideal
kiri dalam semiring R. u

Definisi 2.4.3 (Bhattacharya, dkk., 1986)
Misalkan [ suatu himpunan tak kosong dan merupakan subset dari
semiring R. I disebut ideal (dua sisi) dalam R jika memenuhi:

1. a+ b € [ untuk setiap a, b € I,
2. ar € I danra € I, untuk setiap a € [ dan r € R.

Contoh 2.4.4
Pada Contoh 2.4.2, [ adalah ideal dua sisi dalam semiring R, karena [
adalah ideal kanan dan juga ideal kiri dalam semiring R.

Suatu ideal I dalam semiring komutatif R adalah ideal dua
sisi, karena ar = ra € I, untuk setiap a € [ danr € R.

Lema 2.4.5 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Misalkan [ adalah ideal dari semiring R dan a,x € R sedemikian
sehinggaa + I € x + [. Maka:

l.ar+1<Sxr+1,

2. ra+1Srx+1,dan
J.a+r+1Sx+r+1,
untuk setiap r € R.
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Bukti :

Ambil sebarang r € R. Telah diketahui a+1 S x + 1 dengan
a,x € R, maka:
(1) a+1cx+1

(a+Drc(x+Dr (Kalikan kedua ruas dengan r)
ar + Ir € xr + Ir (Distributif)
ar+1C xr + 1. (Karena I ideal)

(2) Analog dengan bukti (1), tetapi kedua ruas dikalikan dengan r
dari sebelah kiri.

3) a+lIcx+1
r+(a+I)Sr+(x+1) (Tambahkan kedua ruas dengan r)

r+a)+I1c(r+x)+1 (Assosiatif)
(a+r)+I1<(x+7r)+I1 (Komutatif terhadap penjumlahan)
a+r+1CSx+r+l u

Teorema 2.4.6 (Hartley dan Hawkes, 1994)
Jika L4, I, ... , I,, adalah ideal-ideal dari semiring R maka jumlah dari

ideal-ideal I, I5, ... , I, [Z Iij adalah ideal dari semiring R.

i=1
Bukti :

Untuk menunjukkan bahwa Z I, ideal dari semiring R maka harus

i1

dibuktikan Zn:li =, x+yezn11[ , rxeili , dan xrezn:li.

i=1 i=1 i=1 i=1

l

(1) Karena 0e /., 0+O+...zOzOeZli.Maka Zli¢¢
i=1 i=1

(2) Ambil sebarang x, y € ZI ;-

i=1
Maka x=x,+x,+..+x, dan y=y, +y, +...+y, dengan
x,,y; €I,, sehingga
x+y=0+x+.+x )+ +y, +ty)

11



:(x] +y1)+(x2 +y2)+"'+(xn +yn)

> Zn‘,(xi + )

Karena (x, +y,)€/,....(x, +y )el , x+yeZIi.
i=1

(3) Ambil sebarang ¥ € R dan x =x, +x, +...+ X, € Z[. .

i
i=1

rx=r(x +x,+..+x,)

=rx, +1x, +..+7rx,
n

=3,
i=1

n
Karena rx, € [,,...,rx, €1, rx € Zli \
i=1

(4) Analog dengan bukti (3).
Karena (1), (2), (3), dan (4) dipenuhi, terbukti Zl , merupakan

=1
suatu ideal dari semiring R. u

Berikut ini akan diberikan definisi, contoh, dan beberapa
lema mengenai ideal subtraktif dan partitioning ideal.

Definisi 2.4.7 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Suatu ideal I dari semiring R disebut ideal subtraktif (k-ideal) jika
x€ER,i€l,danx +i € [ maka x € I.

Contoh 2.4.8
Misalkan R = (Z* U {0}, max, min). Maka I ={0,1,2,3,4,5}
adalah k-ideal dari semiring R.

Bukti :

Merujuk pada Contoh 2.4.2, Maka [ adalah ideal. Karena sebarang
elemen x @i € [ dengan x € R dan i € [ mengakibatkan x € I,
maka [ adalah k-ideal. u
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Definisi 2.4.9 (Hee Sik Kim, 1989)
Ideal I dari semiring R disebut partitioning ideal (Q-ideal) jika
terdapat subset tak kosong Q dari semiring R sedemikian sehingga:
1. R=U{q+I|q€Q}
2. Jika g4, q, € Q sedemikian sehingga q; # g, maka
(@ +Dn(g+1)=0.

Contoh 2.4.10
Pada Contoh 2.4.8, I adalah Q-ideal dari semiring R.

Bukti :

Misalkan Q = {0,6, 7,8, ...} U {0} adalah subset dari semiring R.
(1) R=U{q®I|q € Q} dipenuhi,

(2) Ambil sebarang q4,q, € Q. Misalkan (q; @) N (g, ® ) # O.

Akan ditunjukkan bahwa q; = q,.

Karena (q; @ 1) N (g, @ I) # @, maka dapat ditemukan suatu
elemen x dalam (q; @ 1) N (g, ®I). Karena x € (¢ @) N
(g, ®I) maka dapat dikatakan bahwa x € (q; @ I) dan
x € (q, ®I). Misalkan [ ={0,1,2,3,4,5} = {iy, i1, 2, i3, l4,
is}. Kemudian x dapat dinyatakan sebagai x = (q; @ i;) dan
x=(q; @ i), untuk suatu 0<j<5. Sehingga
x = max{ql,ij} = max{qz,ij} jika dan hanya jika q; = q,.
Kontraposisi dari Definisi 2.4.9 poin (2).

Dari (1) dan (2) maka terbukti bahwa I adalah Q-ideal dari semiring
R. [

Lema 2.4.11 (Hee Sik Kim, 1989)
Misalkan [ adalah Q-ideal dari semiring R. Jika x € R, maka
terdapat elemen tunggal g € Q sedemikian sehinggax +1 € q + I.

Bukti :

Misalkan x € R. Andaikan q;,q, € Q dan g # q, sedemikian
sehinggax +1 S q, +Idanx+1 S g, + I.

Akan ditunjukkan bahwa q; = q,.
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Karena x+1<q;+1 dan x+1<Sq,+ 1, maka q; +1 S q, + 1
atau q, +1 S q; +1. Sehingga (qq +1) N (qy +1) # Q. Tetapi
diketahui bahwa [ adalah Q-ideal. Kesimpulannya, pengandaian
tersebut kontradiksi dengan Definisi 2.4.9 poin (2). Pengandaian
harus diingkari apabila terjadi suatu kontradiksi. Jadi haruslah

q1 = q>. u

Lema 2.4.12 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Jika I adalah Q-ideal dari semiring R maka [/ adalah k-ideal dari
semiring R.

Bukti :

Ambil sebarang x € R dan i € [ sedemikian sehingga x + i € I.
Akan ditunjukkan bahwa x € I.

Karena diketahui I adalah Q-ideal, maka R dapat dinyatakan sebagai
R =U{q + I |q € Q} dengan Q subset tak kosong dari semiring R.
Bentuk suatu himpunan B = {r + [ |r € Q danr + I € I}. Sebarang
elemen dalam B dapat dinyatakan sebagai x + i € I, dengan x € Q
dan i € I. Karena [ ideal, maka pasti x € I. u

Contoh 2.4.13

Pada Contoh 2.4.10, I adalah Q-ideal dari semiring R. Kemudian
akan ditunjukkan bahwa [ tersebut adalah k-ideal. Merujuk pada
Contoh 2.4.8, I adalah k-ideal dari semiring R.

Jika pada sebelumnya telah diberikan definisi mengenai
ideal subtraktif (k-ideal) dan partitioning ideal (Q-ideal), maka pada
definisi-definisi berikut ini akan diperkenalkan tentang ideal nil,
ideal nilpoten dan semiprima.

Definisi 2.4.14 (Bhattacharya, dkk., 1986)
Suatu elemen a dari semiring R disebut elemen nilpoten jika terdapat
bilangan bulat positif n sedemikian sehingga a™ = 0 (dengan
a=a-a-..-a).

n
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Definisi 2.4.15 (Bhattacharya, dkk., 1986)

Ideal I dari semiring R disebut ideal nil jika untuk setiap elemen
x € I adalah elemen nilpoten. Sedangkan, ideal / dikatakan ideal
nilpoten jika I™ = (0) (dengan [ =1 -1 - ..-1).

n

Setiap ideal nol adalah ideal nilpoten, karena pasti I"™ = (0)
(dengan I =1-1-..-1). Selanjutnya, karena setiap elemen dalam

n
ideal nilpoten adalah elemen nilpoten maka dikatakan bahwa setiap
ideal nilpoten adalah ideal nil.

Definisi 2.4.16 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Semiring R yang tidak mempunyai ideal nilpoten tak nol disebut
semiprima.

2.5 Semiring Kuosien

Pada bagian ini diberikan definisi tentang semiring kuosien.
Semiring kuosien disini hanya dibatasi pada ruang lingkup dimana
idealnya adalah Q-ideal. Konsep ini sebagai dasar yang nantinya
digunakan pada suatu proposisi dan teorema dalam pembahasan.
Berbekal dari Definisi 2.4.9 dan Lema 2.4.11, definisi semiring
kuosien akan diberikan sebagai berikut.

Definisi 2.5.1 (Gupta dan Chaudhari, 2006)

Misalkan [ adalah Q-ideal dari semiring R dan R/l = {q + I |q € Q}.
R/I membentuk suatu semiring dibawah operasi biner dan [1],
yang didefinisikan sebagai berikut:

(u+DE@+D=q3+1

dengan g; € Q adalah elemen tunggal sedemikian sehingga q; +
g, +1<Sqs+1

(1 +DE(q+D=qs+!
dengan q, € Q adalah elemen tunggal sedemikian sehingga q;q, +
I € q,+ 1. Maka semiring R/I disebut semiring kuosien dari R
dengan /.
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Dengan definisi Q-ideal dan Lema 2.4.11, terdapat suatu
elemen tunggal q € @ sedemikian sehingga 0+ S q + 1. Maka
q + I adalah zero element dari R/1.

2.6 Noetherian dan Artinian

Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh yang berkaitan
dengan noetherian dan artinian dalam semiring.

Definisi 2.6.1 (Dummit dan Foote, 2002)
Suatu semiring komutatif R disebut noetherian kanan jika untuk
setiap barisan menaik dari ideal-ideal kanan

LclLcl;c--
terdapat suatu bilangan bulat positif k sedemikian sehingga

Iy = Iiyq = Igp = -

Definisi 2.6.2 (Dummit dan Foote, 2002)
Suatu semiring komutatif R disebut artinian kanan jika untuk setiap
barisan menurun dari ideal-ideal kanan
LD, D13

terdapat suatu bilangan bulat positif k sedemikian sehingga

Ly = Iesq = Igiz =
Contoh 2.6.3
Semiring (Z, +,-) adalah noetherian tetapi bukan artinian.

Bukti :

Karena ideal-ideal dalam bilangan bulat dapat dibangun (dihasilkan)

oleh sebarang elemen dalam bilangan bulat itu sendiri, maka dapat

dibuat suatu barisan menaik sebarang dari ideal-ideal dalam Z yaitu
(m) c (n) c - c (1)

dimana m,n € Z dan n adalah faktor dari m. Artinya dalam semiring

Z dapat dibentuk sebarang barisan ideal-ideal menaik yang terbatas

ke atas pada (1). Jadi Z adalah noetherian. Tetapi ditemukan barisan

(1)2(2)2(4) > (8) D ---
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adalah barisan menurun sejati yang takhingga dari ideal-ideal dalam
semiring Z. Sehingga Z bukan artinian. u

Contoh 2.6.4
Suatu semiring R = (Z* U {0}, max, min) adalah artinian tetapi
bukan noetherian.

Bukti :
Jelas I adalah ideal dalam R jika dan hanya jika:
1 ={0,1,2,...,t} = I; untuk suatu t € Z*, atau
[ =77, atau
I =R.
Dalam sebarang kasus tidak ada barisan menurun sejati takhingga
dari ideal-ideal dalam R. Sehingga R adalah artinian.
Pada kasus I = {0,1,2, ..., t} = I, untuk suatu t € Z*, dapat dibentuk
[hELEI, S
adalah barisan menaik yang takhingga dari ideal-ideal dalam
semiring R, Sehingga R bukan noetherian. u

Contoh 2.6.5
Pada Contoh 2.2.2, (Z,, +,-) adalah semiring yang noetherian juga
artinian.

Bukti :
Karena
Zy 2 (2) 2 (0)
dan
(0)c(2)c Z,
dapat dipandang sebagai barisan menaik dan menurun sejati yang
berhingga. Sehingga R adalah artinian yang juga noetherian. u

17






BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi dan teorema-
teorema dari radikal Jacobson dan semiring m-regular kanan beserta
bukti-buktinya. Radikal Jacobson didefinisikan sebagai jumlah dari
seluruh ideal semiregular kanan dari semiring R. Namun pada
pembahasan disini lebih ditekankan pada semiring rz-regular kanan.

3.1 Radikal Jacobson

Pada bagian ini juga diberikan definisi, contoh dan sifat-sifat
yang berkaitan dengan radikal Jacobson, diantaranya adalah elemen
dan ideal semiregular kanan.

Definisi 3.1.1 (Bourne, 1951)

Suatu elemen r dalam semiring R dikatakan semiregular kanan (kiri)
jika terdapat r',r" € R sedemikian sehingga memenuhi r +r' +
rr' =r"+rr" (r+r' +r'r=1r"+1"r).

Teorema 3.1.2

Syarat perlu dan cukup bahwa elemen r merupakan semiregular
kanan dari semiring R adalah untuk setiap s € R, terdapat s’,s" € R
sedemikian sehingga s + s" +rs’ = s" + rs".

Bukti :

(=) lJika r adalah semiregular kanan dari semiring R maka terdapat
r’,r" € R sedemikian schingga

r+r'+rr'=r"+rr"
r'+rr' =r+r' +rr'.

Kalikan kedua ruas dengan s dari sebelah kanan, serta kedua
ruas ditambah dengan s, maka

s+@"+rr)s=s+ (@ +r +rr)s

s+r'strr's=s+rs+r's+rr's
s+r's+rr's=s+r's+rs+rr's
s+r's+rr's=s+r's+r(s+r's)
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dengan memisalkan s’ =7r"s dan s" =s+7r's, diperoleh
s+s' +rs'=s"+rs".

(&) Misalkan s +s'+rs’ =s"+rs", untuk setiap s € R dan
suatu s’,s" € R. Secara khusus dapat dipilih s = r € R sede-
mikian sehingga diperoleh

r+s' +rs' =s"+rs".
Kemudian, menurut Definisi 3.1.1, r adalah semiregular kanan
dari semiring R. [ |

Definisi 3.1.3 (Bourne, 1951)

Suatu ideal kanan (kiri) I dalam semiring R dikatakan ideal semire-
gular kanan (kiri), jika setiap sepasang elemen i;,i, € I, terdapat
J1,j2 € I sedemikian sehingga berlaku i; + j; + iqj; + ixj, = iy +
Jz + iz +izjs (i +J1 + 1l + 202 = ip + 2 + Jals + jala).
Contoh 3.1.4

Pada Contoh 2.4.2, I adalah semiregular kanan.

Bukti :

Ambil sebarang i;,i, € I, kemudian akan ditentukan sepasang
elemen j;, j, € I sedemikian sehingga berlaku

1@h1PHLOHLBPLOHL=@,L0HL0OJ @O
* 11D OHBDiOJ
= max{iy, j;, min{iy, j1}, min{i,, j,}}
= max{iy, ji, min{i,, j,}}
* L®pL®LOLR®LO
= max{i,, j,, min{iy, j,}, min{i,, j1 }}.
Dengan demikian, untuk sebarang i, i, € I pasti ditemukan j,j, €

I, sedemikian sehingga i1 @ j; @i Oji Di, O, =i, @ j, D
ih OQJ2 @iz O s u
Kemudian, suatu ideal dalam semiring R disebut semiregular

jika ideal tersebut adalah semiregular kanan dan semiregular kiri
(Bourne, 1951).
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Lema3.1.5
Jika I dan [* adalah ideal semiregular kanan dari semiring R, maka
I + I adalah ideal semiregular kanan.

Bukti :
Diketahui I dan [* ideal semiregular kanan, maka sebarang pasangan
iy,1i, € I terdapat j;, j, € I sedemikian sehingga
g +J1+lJjy tigjp =iy + 2 +inj2 + )5 (2.1)
Jika iy%,i," € I" maka (iy" +i7j; +i27J2), (i + i1 +i17J2) €
I*. Karena I* juga ideal semiregular kanan, terdapat j;*,j," € I*
sehingga
(" i+ )+ + G+ i+t )i + (7 +
i1+ i1 J2))2" (2.2)
=@ it )t i i)
(" + i1+ ij2) +)i
Ambil sebarang (i +i1"), (i, + i) € [ + I*.
Pilih (jy +j1" +jus” +J2j2 ) Uz + i +iuz tizji ) EL+T
maka
(1 + i)+ Go i s iz D)+ +i)0y i +
J1j1%4)2)2%+(12412%)(J2+)2%+)1) 2% +72)1*)
= (iy + iy + iy +igjp) + [ + i+ i)+ +
#0147 1+124) 271 %412 %4-12#7 1 +11 %] 27 2+
(i1 +j1 + is + baj2)js” + (2 +J2 + iz + i2ja)j2"
dengan menggunakan (2.1) dan (2.2), diperoleh
= (ip tjo + iy +izjy) + [+ 7+ i)+ +
1 #+71#)1+124)2) 2% 41 2%412%) 1 +11 %7 2+71 *+
(ip +Jj2 + iz +ij)js " + (g 1 + iy + i2j2))2"
=+ )+ U+ +iz Hih )+ +i )02 +
J2x471)2% 47 2] 1 %+((2+12%))1+)1%+)1j1%+) 2/ 2*.

Sehingga I + I* adalah semiregular kanan. u
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Teorema 3.1.6
Jumlah dari semua ideal semiregular kanan dalam semiring R adalah
ideal dua sisi semiregular kanan.

Bukti :

Misalkan K adalah jumlah dari semua ideal semiregular kanan dalam
semiring R. Menurut Lema 3.1.5, K adalah ideal semiregular kanan.
Jika k4, k, € K maka k7, k,r € K untuk setiap r € R dan terdapat
k3, k4 € K sedemikian sehingga

k17‘ + k3 + (klr)k3 + (kzr)k4 = kzr + k4_ + (klr)k4 + (kzr)k3
k17' + k3 + k1Tk3 AP k2Tk4 = k27‘ + k4_ + k1Tk4_ AP kzrk3.
Kalikan kedua ruas dengan r dari sebelah kiri dan k; dari sebelah

kanan, serta kalikan kedua ruas dengan r dari sebelah kiri dan k,
dari sebelah kanan, maka

r(kyr + ks + gk + korka)ky

- T(kzr + k4 + k1Tk4 G kzrkg)kl
(=14 Tk1Tk1 AP Tk3k1 + Tk1Tk3k1 + rk2Tk4k1 (23)

= Tkzrkl + Tk4_k1 + T‘klrk4k1 o= TkZTk3k1

dan

r(kyr + k3 + kqrks + kork, )k,
S T(kzr + k4 + klrk4 + kzrk3)k2

(=1 T'(kzr + k4 + k1Tk4 + kzrkg)kz (24)
- T(k11' + k3 + k1Tk3 + kzrk4_)k2

=2 T'kzrkz + Tk4k2 + T‘klrk4k2 e Tkzrkgkz
S Tklrkz ar Tk3k2 + T'klr'k3k2 + Tkzrk4k2

Tambahkan (2.3) dengan (2.4) maka

rkyrky +rk3ky + rkirksk, + rkyrkykq + rkork, +1rkyk,
+ rkyrkyk, + rkyrksk,
=rkyrky +1rkykq +rkirkykq + 1rkyrks3 kK,
+ rkyrk, +rk3k, +rkirksk, + 1k, ko
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S rkiky +rkyky, +rkirky +rkirksky +rkirkyk, +rkork ky
+rkyrk, + rkyrksk,
=rksk, + rkakq +1kork, +1kyrk3ky
+rkorkyky + rvkirky +rhirksk, + 1k vk Ky

& (rksky + rkyky) + vk (rky + rksky + rkyky)
+ 1k, (rkyky + rky + rk3k,)
= (rksk, + rkyky) + vk, (rky + rksky + rkyky)
+ rky(rk, + rk3k, + rkyky)

Kedua ruas ditambah (rk; + rk,), diperoleh

= rky + (rky + rksky +rkyky) + vk (rky + rksky + rkyky)
+ rky(rkyky +rky + rk3ky)
=rk, + (rk, + rk3k, + rkykq)
+ rky(rky + rksky + rkyky) + vk (rky, + rk3k,
+ rkykq)

Karena (rk; + rksk, + rkyk,), (rk, + rksk, + rkykq,) € K, ini
berarti bahwa rK adalah semiregular kanan dan rK € K. Sehingga K
juga ideal kiri dalam semiring R. Diketahui K merupakan ideal
kanan dalam semiring R, berarti K adalah ideal dua sisi semiregular
kanan. u

Kemudian, jumlah dari semua ideal semiregular kiri dalam
semiring R adalah ideal dua sisi semiregular kiri.

Selanjutnya jumlah dari semua ideal semiregular kanan (kiri)
dalam semiring R dikenal dengan radical Jacobson kanan (kiri). Beri-
kut ini didefinisikan suatu radikal Jacobon beserta sifat-sifatnya.

Definisi 3.1.7 (Bourne, 1951)
Suatu radikal Jacobson kanan (kiri) dari semiring R adalah jumlah
dari semua ideal semiregular kanan (kiri) dalam semiring R.

Lema 3.1.8
Jika i; dan i, termuat dalam ideal kanan I dari R, dan jika

i1 + 1 High tigje =l + o +iga + 10)1 2.5)
dan
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i1+k1+k1i1+k2i2 == iz +k2 +k2i1+k1i2, (26)
dengan jy,js, kq,k, € I, maka terdapat suatu elemen [ € [ sedemi-
kian sehingga berlaku

k1+]2+l=k2+]1+l

Bukti :
ky + (iy +ji +iyjy +iaj2) + ke (iy + i +iyj1 +i)2)
+ ky(iz + 2 + i1j2 + izj1)
:j1 + (11 + k1 + klil + kziz)
+ k1i2)j2
dengan (2.5) dan (2.6) maka diperoleh
ky + (iy + jp + iy +ij1) + ke (iy + jo +i1j2 + izj1)
+ ko (iy + j1 +ijq + izj2)
=j1 + (lz + kz + kZil + kliZ)
+ (ip + ky + kyiy + kiin)j + (i + ky + kqiy
+ k3iz)j>
sehingga
ky +jp + (g + kg + kyiy + kpin)jp + (i + ky + kqiy + kpiq)j;
=k +ji + (i + Ky + kaiy + kqiz)jy
Misalkan
Maka persamaan diatas menjadi
k1+j2+l:k2+j1+l,
dengan ! € . u
Lema 3.1.9

Suatu radikal Jacobson kanan dari semiring R adalah ideal semire-
gular kiri.
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Bukti :

Misalkan K adalah radikal Jacobson kanan dari semiring R. Menurut
Teorema 3.1.6, K adalah ideal kiri. Misalkan r;, 7, sebarang elemen
dalam K. Karena K semiregular kanan, maka terdapat s;,s, € K
sedemikian sehingga

1 +8+ 1S +1,8, =1, +S; + 1Sy +1,8;.
Dan

Sq + ty + 51ty + Sty =5, 4ty + Sity + Syty,
dengan t;,t, € K.

Dengan Lema 3.1.8, terdapat suatu elemen v € K sedemikian sehing-
ga berlaku

tihtrntv=t,+nrn +v.
Oleh karena itu
S 1 St +Spt+ty +v=(s;+t; + 51ty +Stp) +1y v
= (S, +ty+sity +syt)++v
=5, + (t; + 1 +v) + 51t + S5t
=5, + (ty + 1, + V) + 51t + 5oty
=S, + 15+ S5t + 5t +t +v.
Kemudian
S; + 11+ 5111 + 51y + (51t + Saty + 51 + 51V + s, v+t +v)
=1+ +sity st +t +v) s+ s+ S 510
+ s,v
= (Sy + 15 + 51ty + Syt +t + V) + 517y + So1y + Sory + 5,V
+ S,v
=S+ +s51(t +r+v)+s(ti+r+v)+sr+Ht v
=S, +1+51(t; + 15+ V) +5,(t, +11 +V)+ 5,1+t +v
=S, + 1y + 5115 + 5y1y + (St F 51V + Spty + S,V 45,1 + 1y
+v)
=S, + 1y + 511y + 51y + (S1ty + Saty + Sory 51V 4+ S,v 4+t
+ v).
Misalkan u = s;t; + Syt; + Sp1y + 51V + s,v + t; + v. Maka per-
samaan diatas menjadi

S1+n st syrtu=s,+1r,+s1r,+sn+u
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denganu € K.
Dengan demikian K adalah ideal semiregular kiri. u

Lema 3.1.10
Suatu radikal Jacobson kiri dari semiring R adalah ideal semiregular
kanan.

Bukti :

Misalkan K’ adalah radikal Jacobson kiri dari semiring R. Karena
radikal Jacobson kiri dari semiring R adalah ideal dua sisi semiregu-
lar kiri, maka K’ adalah ideal kanan. Misalkan [, [, sebarang elemen
dalam K'. Karena K’ semiregular kiri, maka terdapat m;,m, € K’
sedemikian sehingga

L4+my +mly + myl, =1, +my +myly + myls.
Dan
m; +n, +nimy + n,m, = m, + n, + n,m; + nymy,,
dengan ny,n, € K'.
Dengan Lema 3.1.8, terdapat suatu elemen p € K’ sedemikian sehi-
ngga berlaku

n+hL+p=n,+1l; +p.
Oleh karena itu
my+ 1 +nm+nym, +ny +p
=(m,+ny +nym +n,my)+ 1 +p
=(my, +ny, +nymy +nymy) + 1 +p
=my,+ (n, + 1, +p) + n,my +nym,
m, + (ny +1, +p) + n,m; + nym,
my, + 1L, +n,m; +nym, +n, +p.

Kemudian
my + i +limy + bm, + (nymy + nymy, + [ym, + pmy + pm,
+ny +p)
=(m,+1li+nmy +n,my,+n, +p)+1lim; +1lim, + Iom,
+pmy +pm;
=(my,+1L,+n,m +nm,+n, +p)+1lim; +1lim, +Il,m,
+pmy +pm,
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my+lL+Mmy,+lL+p)m+ My +1, +p)m, +1im, +n,g
+p
my+L+Mm+L+p)m+ My +1l +p)m, +1im, +ny
+p
my, + 1, + lbmy + lym, + (nymy + pmy + n,m, + pm,
+lim, +ny +p)
=my, + L+ Lm +1lim, + (nymy + nym, + lym, + pmy
+pm, +ny +p).
Misalkan 0= nlml + nzmz + llmz + pml ar pmz + Tl1 + p Maka
persamaan diatas menjadi

m1+ll+l1m1+lzm2+0=m2+lz+lzm1+llm2+0
dengano € K'.
Dengan demikian K’ adalah ideal semiregular kanan. u

Teorema 3.1.11
Suatu radikal Jacobson kanan dari semiring R adalah radikal Jacob-
son kiri dari semiring R.

Bukti :

Misalkan K dan K' masing-masing adalah radikal Jacobson kanan
dan radikal Jacobson kiri dari semiring R. Lema 3.1.9 mengaki-
batkan bahwa K € K'. Kemudian, Lema 3.1.10 mengakibatkan
bahwa K’ € K. Sehingga K = K'. Dengan demikian terbukti bahwa
suatu radikal Jacobson kanan dari semiring R adalah radikal
Jacobson kiri dari semiring R. ]

Definisi 3.1.12 (Gupta dan Chaudhari, 2006)

Radikal Jacobson kanan dari semiring R sama dengan radikal
Jacobson kiri dari semiring R (lihat Teorema 3.1.11) dan disebut
radikal Jacobson-Bourne dari semiring R, dinotasikan dengan J(R).
J(R) juga disebut ideal semiregular kanan dari R atau disebut ideal
dua sisi semiregular kanan dari R.

Definisi 3.1.13 (Bourne, 1951)
Suatu semiring R disebut semisimpel jika J(R) = (0).
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Contoh 3.1.14
Misalkan R = (Z*, +,-). Maka R adalah semisimpel.

Bukti :

Karena [ = {0} adalah ideal dalam semiring R. Maka persamaan
berikut terpenuhi

0+0+0-0+0-0=0+0+0-0+0-0.

Sehingga [ = {0} adalah ideal semiregular kanan dalam R.
Kemudian, andaikan terdapat ideal semiregular kanan dalam
semiring R selain ideal nol (sebut saja I). Maka, tanpa mengurangi
perumuman (generalitas), dapat mengasumsikan bahwa terdapat
aq,a, € I sedemikian sehingga a; + 3 < a,. Sesuai definisi ideal
semiregular kanan, maka terdapat r;, 7, € I sedemikian sehingga

a1 + Tl + a1T1 + azrz A az + rz + a1T2 + azrl.
Dengan demikian

(@ —a; =Dy =(az —ay) +(a; —a, — Hny
yang menghasilkan suatu kontradiksi. Jadi, [ = {0} adalah satu-
satunya ideal semiregular kanan dari semiring R. Sehingga dapat
disimpulkan bahwa J(R) = (0). u

Definisi 3.1.15 (Bourne, 1951)
Suatu semiring R disebut semiring radikal jika J(R) = R.

Contoh 3.1.16
Misalkan R = ({0, 1, 2, ..., n}, max, min). Maka R adalah semiring
radikal.

Bukti :
Misalkan [ adalah ideal dari R dan misalkan a,, a, € I. Maka dapat
dipilih r; = r, = max {a,, a,} € I sedemikian sehingga
a®r @ (@, On) @ (a, O1y)
=a, ®r, D (a; O1r) @ (a, O1y)
menurut Definisi 3.1.3, I adalah semiregular kanan. Karena [
sebarang ideal dari R maka setiap ideal dari R adalah semiregular

kanan. Menurut Definisi 3.1.7, Teorema 3.1.11, dan Definisi 3.1.12
J(R) = R. u
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3.2 m-regular (Kanan) dan Regular (Kanan)

Disini dibahas suatu semiring yang mempunyai sifat dimana
setiap elemennya adalah m-regular (kanan) atau regular (kanan) yang
dikenal dengan semiring m-regular (kanan) atau semiring regular
(kanan).

Definisi 3.2.1 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Suatu elemen a dari semiring R disebut elemen m-regular kanan jika
terdapat x, y € R dan bilangan bulat positif n sedemikian sehingga

a® + q"tly = an+1y.

Semiring R disebut semiring m-regular kanan jika setiap elemennya
adalah elemen m-regular kanan.

Definisi 3.2.2 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Suatu elemen a dari semiring R disebut elemen m-regular jika
terdapat x, y € R dan bilangan bulat positif n sedemikian sehingga

a™ + a"xa™ = a"ya™.
Semiring R disebut semiring m-regular jika setiap elemennya adalah
elemen m-regular.

Definisi 3.2.3 (Gupta dan Chaudhari, 2006)

Dari Definisi 3.2.1, jika n = 1 maka a disebut elemen regular kanan
dari semiring R. Semiring R disebut semiring regular kanan jika
setiap elemennya adalah elemen regular kanan.

Definisi 3.2.4 (Gupta dan Chaudhari, 2006)

Dari Definisi 3.2.2, jika n = 1 maka a disebut elemen regular dari
semiring R. Semiring R disebut semiring regular jika setiap elemen-
nya adalah elemen regular.

Dari definisi-definisi diatas, dapat dikatakan bahwa suatu
semiring regular (kanan) merupakan kasus khusus dari semiring -
regular (kanan). Dengan kata lain, setiap semiring regular (kanan)
adalah semiring m-regular (kanan). Berikut diberikan contoh - contoh
serta teorema-teorema yang berkaitan dengan semiring m-regular
(kanan).
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Contoh 3.2.5

Misalkan R = ({0,1}, max, min) dan M = {(aij)zleaij € R}. Di-
definisikan suatu operasi penjumlahan dan perkalian pada himpunan
M sebagai berikut:

A+ B = (a;;) + (b;j) = (a;; @ b;j)
2
AB = (ay)(by) = (D a, 0by)
k=1
=(a;1 O blj ®a;; O b2j)
dengan a @ b = max {a, b} dan a © b = min {a, b}. Didefinisikan

juga Y2_, aix = a;; @ a;,. Maka M adalah semiring regular.

Bukti :
Ambil sebarang A = (a;;), B = (b;;),C = (¢ij) € Myy2(R), dengan
a;j, bij, c;j € R dan i, j € [1,2] serta melihat Contoh 2.3.5 maka:

(1) @ A+B=(a;®b;)EM,
= (ay ® (by @ <))

=A+(B+0),
=B + A.
Dari (i), (ii), dan (iii)) maka (M,+) merupakan semigrup

komutatif.

2
@ O AB=(Xa,0b)eM,

(i) (4AB)C = (

|

(ial @b,k)Qckjj

[

(i(ail Ob,)0O Cy Jj

I=1

M

>~
Il

1
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2 (2
. Z Zail O (b, Ockj)
=1 \ =1

1

2 (2
= Z Zail O (by Ock/)

I=1 \ k=1

2

2
= Z aiIG(Zblk Ock/)

=1 k=1
= A(BC).
Dari (i) dan (ii) maka (M,-) merupakan semigrup.

3)  (4+B)C=(a,®b,)(c,)

2
= Z(aik (-Bbik)@Clgjj

k=1

= Zzl(aik Oc/g‘)(-B(bik Ock/)j

k=1

= Zz:(aik QC@)J"‘(ZZ:@% Qckj)j

=AC + BC.
Dengan cara yang sama akan diperoleh
A(B+C)= 4B+ AC.

Dari (1), (2), dan (3) maka M merupakan suatu semiring.

Sekarang akan ditunjukkan bahwa M merupakan regular.
Ambil sebarang A = (a;j) € My, (R), kemudian akan ditentukan
elemen X = (xl-j),Y = (yl-j) € M,.,(R) sedemikian sehingga
berlaku

A+ AXA = AYA.
Misalkan A + AXA = AYA. Mengacu pada bukti (2) dan (3) diatas,

disini akan dicek pada entri ke-(7j) untuk kesamaan matrik,
sehingga diperoleh
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a;j @ [(ai1 © %11 @ a2 © x21) © ay; @ (@ O x12 @ az O x22)
O azjl
= [(ai O y11 @ a;z O ¥21) O a,;; ® (a1 © ¥12 @ a; © y22)
O azj]
< a;; @ [(a; O x11 © aqj) @ (a2 O x21 © aq) @ (ai; O x4
O az;) @ (ai; © x37 © ayj)]
=(a;; ©Oy11 O a1j) @ (@i ©¥21 O alj) @ (a1 Oy12 O azj)
@ (aiz; © ¥22 O azj)
& [a;; @ (a1 O x11 © a1/)] D (a;z © %21 © aq5) @ (a1 O x4
O azj) @ (aiz O x5 © azj)
= [(ai1 O y11 © a1))] @ (aiz © Y21 O aq5) @ (a; © y12 O ayj)
@ (aiz O y22 O ay;.
Pilih x;; = y;; dan xj; = a;; agar persamaan diatas terpenuhi. Jadi
sebarang A € M,y (R), ditemukan X,Y € M,y,(R), sedemikian

sehingga A + AXA = AYA. Dengan Definisi 3.2.4, M adalah
semiring regular. [

Contoh 3.2.6

Misalkan R = (Z* U {—0},®,0) dengan a @ b = max{a, b} dan
a®b=a+b. Maka R adalah semiring regular kanan yang
komutatif.

Bukti :
(1) Ambil sebarang a, b, c € R, maka berlaku:
(1) a® b =max{a,b} ER,
(i) (a®b) ®c=max{a,b}®Dc
= max{(a, b), c}
= max{a, (b, c)}
= a @ max{b, c}
=a® (b ®c),
(iii) a @ b = max{a, b} = max{b,a} = b @ a,
(iv) —o @ a = max{—o,a} = max{a,—o}=a @ —o = a.
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Dari (i), (ii), dan (iii) maka (R,@®) merupakan semigrup
komutatif.

(2) Ambil sebarang a, b, c € R maka berlaku :
i) a®Ob=a+bER,
(i) (@a®Ob)Oc=(a+b)+c
=a+(b+0)
=a® (b 0Oo),
()a®Ob=a+b=b+a=b0Oa,
iv) 0©Qa=0+a=a+0=a®0=a.
Dari (i), (ii), dan (iii)) maka (R,®) merupakan semigrup
komutatif.
(3) Ambil sebarang a, b, c € R maka:
(a®b) ®©c =max{a,b}+c
= max{a + ¢,b + c}
=(@@)®®BOC)
dengan cara yang sama akan diperoleh

aOQb®c)=(@Ob)® (a® o).

Dari (1), (2), dan (3) maka R adalah semiring komutatif dengan
zero element —oo dan identity element 0.

Sekarang akan ditunjukkan bahwa R merupakan regular kanan.
Ambil sebarang a € R, kemudian akan ditentukan elemen x,y € R
sedemikian sehingga berlaku

a®@Qa®@x)=aQa@y.
Misalkana ® (a © a © x) = a © a © y. Maka diperoleh
a@(@at+a+x)=a+a+y
max{a,(a+a+x)}=a+a+y,

pilih x = y agar persamaan diatas terpenuhi. Jadi untuk sebarang
a € R dapat ditemukan x,y € R, sedemikian sehingga berlaku
a®(@@a®x)=a@®a@y. Karena setiap pengambilan seba-
rang elemen dalam semiring R merupakan elemen regular kanan.
Maka dengan Definisi 3.2.3, R adalah semiring regular kanan. L

33



Teorema 3.2.7
Jika R adalah semiring m-regular kanan dan kiri maka R adalah
semiring m-regular.

Bukti :
Misalkan diberikan sebarang a € R.

R adalah semiring m-regular kanan, maka terdapat x,y € R dan
bilangan bulat positif m sedemikian sehingga

m+l, — am+1y (3.1
R adalah semiring m-regular kiri, maka terdapat x',y' € R dan
bilangan bulat positif n sedemikian sehingga

n+1l _ ylan+1_ (3_2)
Kalikan (3.1) dengan a dari sebelah kiri, dengan y dari sebelah
kanan, sehingga

a™+a

a+x'a

a(a™ + a™1x)y = a(a™tly)y
(@™ +a™ 2y = (@™ ?y)y
a1y + @M 2xy = qH2y2. (3.3)
Dengan menggunakan (3.1), maka (3.3) dapat ditulis
a™ + amtlx + aMt2xy = amt2y?, (3.4)

Kalikan (3.4) dengan a dari sebelah kiri, dengan x dari sebelah
kanan, kemudian masing-masing ruas tambahkan dengan a” maka
a™ + a(a™ + a™*tx + a™*2xy)x = a™ + a(@™?y?)x
a™ + (@™t + g™t 2x + a™3xy)x = a™ + (a™3y?)x
a™ + a™tlx + a™*t2x? + a™P3xyx = a™ + a™*3y%x. (3.5)
Dengan menggunakan (3.1), maka (3.5) menjadi

m+1y + am+2 2 dL am+3xyx = g™ + am+3y2x
m+3,,2 m+1 m+2 2+am+3

a™+a yx =a y+a xXyx
a™ + a™*3(y%x) = a™(y + ax? + a’xyx)
a™ + a™*3z, = a™t1z,. (3.6)

dengan z; = y?x,2, = y + ax? + a®xyx € R.
Kalikan (3.6) dengan a dari sebelah kiri, dengan z, dari sebelah
kanan, diperoleh
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a(a™ + a™*3z))z, = a(a™*1z,)z,
(am+1 + am+4Z1)Z2 = (am+2Z2)Z2
Ty = 0 (3.7)
Dengan menggunakan (3.6), maka (3.7) menjadi
a™ + am+3z1 L am+42122 = am+2222
a™ + a™*2(az, + a%z,z,) = a™%(z,?)
a™ + a™ 2w, = a™* 2w, (3.8)

dengan w; = az; + a%z,z,,w, = z,% € R.

m+1 m+4

a Zz+a

Ulangi proses yang sama. Setelah langkah ke-(n-1) diperoleh

a™ + a™t"u, = a™Mu, (3.9
untuk suatu u;,u, € R.
Dengan menggunakan persamaan (3.2) dan analog dengan proses
yang sebelumnya pada persamaan (3.1), maka diperoleh

m+n = vz am+n (3.10)

a + v,a
untuk suatu v4, v, € R.
Kalikan (3.9) dengan (3.10) schingga diperoleh

am+n + amvlam+n + am+nu1an + am+nu1v1am+n
= @Mtny, p, g+ (3.11)
Tambahkan kedua ruas dengan a™*™u, v;a™*" pada (3.11), maka
am+n + amvlam+n + am+nu1an + am+nu1v1am+n
+ am+nu1v1am+n
— am+nu2v2am+n + am+nu1v1am+n
m+n m m+n m+n m+n n m+n
Sa + (a™ + a™ Muy)vya + a™ "y, (a* + via™™m)
= a™"M(u,v, + uyvy)a™tm, (3.12)
Dengan menggunakan (3.9) dan (3.10), persamaan (3.12) dapat
ditulis menjadi
am+n + (am+nu2)v1am+n + am+nu1(v2am+n)

= a™"(uyvy + u vy )a™tm
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a™tm + @™ (uyv; + Uy v)a™ " = a™ M (uyv, + vy )a™rtm,

Jadi R adalah semiring r-regular. ]

Definisi 3.2.8 (Gupta dan Chaudhari, 2006)
Suatu semiring R disebut semiring duo jika setiap ideal satu sisi dari
R adalah ideal dua sisi dari R.

Corollary 3.2.9
Misalkan R adalah semiring duo. R adalah semiring rz-regular kanan
jika dan hanya jika R adalah semiring m-regular.

Bukti :
(=) Misalkan a € R, seperti pada Teorema 3.2.7.
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Karena R adalah semiring m-regular kanan, maka terdapat
x,y,x',y" € R dan bilangan bulat postif m sedemikian sehing-
ga berlaku

a™ 4 gmtly’ = am+1y1
dari Teorema 3.2.7

a™ 4+ gmt2y = am+2y
Misalkan (a™*1), adalah ideal kiri dari R yang dihasilkan oleh
a™*! Karena R adalah semiring duo maka (a™*!), adalah
ideal dua sisi dari R. Sehingga a™*1x,a™*ly € (a™*1), dan

a™*1x,a™*1y dapat dinyatakan
a™tly = sqMmt! + jgmt! (3.13)
a™tly = ta™*t! 4 kg™l (3.14)
untuk suatu s,t € R dan j, k € Z*.

Diketahui
a™ + am+2x am+2y
a™ + a(a™t1x) = a(a™tly)
dengan (3.13) dan (3.14) diperoleh
am + a(sam+1 _|_]am+1) — a(tam+1 + kam+1)

a™ + (as + aj)a™*! = (at + ak)a™*1.



(<)

Misalkan as +aj =u € R dan at + ak = v € R. Sehingga
persamaan di atas menjadi

a™ + ua™t! = ya™*1,

Oleh karena itu R adalah semiring m-regular kiri. R adalah
semiring m-regular kanan dan kiri, Menurut Teorema 3.2.7, R
adalah semiring m-regular.

Akan ditunjukkan R adalah m-regular kanan. Misalkan a € R.
Karena diketahui R adalah semiring m-regular maka terdapat
x,¥y € R dan bilangan bulat postif m sedemikian sehingga
berlaku
a™+amxa™ = a™ya™

Akan ditunjukkan bahwa R adalah semiring m-regular kanan.
Misalkan (a™),- adalah ideal kanan dari R yang dihasilkan oleh
a™. Diketahui R adalah semiring duo, maka menurut Definisi
3.2.8, (a™), adalah ideal dua sisi dari R. Sehingga
xa™, ya™ € (a™), dan xa™, ya™ dapat dinyatakan

xa™ = a™s + a™j (3.15)
ya™ =amt +amk (3.16)
untuk suatu s,t € R dan j, k € Z.

Diketahui
a™ 4+ amxa™ = a™ya™
a™ +a™(xa™) = a™(ya™)
dengan (3.15) dan (3.16) diperoleh
a™ 4+ a™(ams + a™j) = a™(a™t + a™k)
a™ + a®™(s + j) = a®™(t + k) (3.17)

e Jika m > 1 maka (3.17) menjadi a™ + a™*lw = a™*1z

untuk w = (s +j),z = (t + k) € R.
e Jika m =1 maka (3.17) menjadi a + a?w = a?z untuk

w=(s+j)z=(t+k)€ER.
Karena setiap pengambilan sebarang elemen dalam semiring R

merupakan elemen m-regular kanan. Maka R adalah semiring
m-regular kanan. u
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Lema 3.2.10
Misalkan R adalah semiring m-regular kanan dan a € J(R). Maka

a™+w =w, untuk suatu w € J(R) dan n adalah bilangan bulat
positif.

Bukti :
Misalkan a € J(R). Karena diketahui R adalah semiring 7m-regular
kanan, maka terdapat x,y € R dan bilangan bulat positif n sedemi-
kian sehingga
a™ + a"tlx = a"tly. (3.18)

Karena ax,ay € J(R), maka terdapat s;,s, € J(R) sedemikian
sehingga

ax + s; + axs; + ays; = ay + s, + ays; +axs;. (3.19)
Kalikan (3.19) dengan a™ dari sebelah kiri, diperoleh

a(ax + s, + axs, + ays,) = a"(ay + s, + ays; + axs;)

& alx + als; + atlxs; + a"tlys, (3.20)
Tl+1y + ansz e an+1y51 + an+1x

=a SZ

dengan menggunakan (3.18), maka (3.20) dapat ditulis menjadi
& alx + als; + atlxs; + (@™ + a"tlx)s,
= (a™ + a"*1x) + as, + (" + a™"x)s,
+ a"tlxs,
& atlx + als; + atlxs; +ams, + a"tlxs,
=a"+a"x +as, + as; +a
+ a™tlxs,

nH+lys,

& a™ + a™tlx + als, + as; + a"tlas; + atlxs,
=a"1x + a"s; + a"lxs; + as, + alxs,

sSatw=w,
dengan w = a™*1x + a™s, + a®s; + a"*lxs; + a*tlxs, € J(R).

Dengan demikian terbukti Lema 3.2.10. L
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Teorema 3.2.11

Jika R adalah semiprima yang additive cancellative, semiring
artinian atau noetherian kanan m-regular kanan maka R adalah
semisimpel.

Bukti :
Misalkan R adalah semiring artinian atau noetherian kanan -
regular kanan dan a € J(R). Menurut Lema 3.2.10, jika R adalah
semiring m-regular kanan dan a € J(R) maka a™ + w = w, untuk
suatu w € J(R) dan n bilangan bulat positif.
at+w=w

a™ = 0. (additive cancellative)
Karena sebarang elemen a € J(R) mengakibatkan a™ = 0, maka
menurut Definisi 2.4.15, J(R) adalah ideal nil, tetapi karena untuk
setiap elemen nilpoten dalam J(R) berbentuk a™ = 0, maka J(R)
juga dikatakan sebagai ideal nilpoten dari semiring R ((J(R))"™ =
(0). Diketahui £ adalah semiprima, maka /#=(0). Menurut Definisi
3.1.13, maka R adalah semisimple. u

Syarat bahwa R adalah semiring yang additive cancellative
adalah penting. Berikut adalah contoh dengan sifat additive
cancellative tidak dipenuhi dalam suatu semiring, yang mengakibat-
kan Teorema 3.2.11 tidak dapat digunakan pada contoh ini.

Contoh 3.2.12

Misalkan R = (Z* U {0}, max, min). Maka R adalah semiring
artinian semiprima yang komutatif dengan identity element oo, yang
tidak additive cancellative. Tetapi bukan semisimple.

Bukti :

Jelas R adalah semiring komutatif dengan identity element oo (lihat
Contoh 2.3.5).

e Akan ditunjukkan bahwa R adalah artinian.
Sekarang klaim bahwa I adalah ideal dari R jika dan hanya jika
1={0,1,2,...,t} = I, untuk suatu t € Z*, atau
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[ =7Z%, atau

I =R.
Misalkan I adalah ideal dari R. Andaikan I # Z*,I # R. Maka
terdapat suatu elemen x # oo sedemikian sehingga x € Z* tetapi
x ¢ 1. Misalkan S = {a € Z"|a & I}, pasti S # @. Berdasarkan
well ordering principle (Definisi 2.1.1) maka S mempunyai suatu
elemen terkecil, sebut saja r. Sehingga t = r — 1 adalah bilangan
bulat tak negatif dan t elemen di dalam I. Dari definisi ideal
dalam R, jelas bahwa I = {0,1,2, ..., t}.
Misalkan I adalah barisan menurun dari ideal-ideal dalam R. Dari
klaim diatas maka

1 ={0,1,2,...,t} = I, untuk suatu t € Z*, atau

[ = Z*, atau

I =R.
Dalam sebarang kasus tidak ada barisan menurun sejati takhingga
dari ideal-ideal dalam R. Dengan Definisi 2.6.2, R adalah
semiring artinian.

Akan ditunjukkan bahwa R adalah semiprima.
Sebarang ideal dalam semiring R memenuhi [™ = (0) jika dan
hanya jika I = 0. Menurut Definisi 2.4.16, R adalah semiprima.

Akan ditunjukkan bahwa R bukan semisimple.
Misalkan [ adalah ideal dari R dan misalkan a;,a, € I. Maka
dapat dipilih r;, = r, = max{a,, a,} € I sedemikian sehingga

a1®7'1®(a1 ®T1)@(a2®7'2)
=a, @, D (@ 0Onr) @ (a; On)

menurut Definisi 3.1.3, I adalah semiregular kanan. Karena [
sebarang ideal dari R maka setiap ideal dari R adalah semiregular
kanan. Menurut Definisi 3.1.7, Teorema 3.1.11, dan Definisi
3.1.12 J(R) = R. Kemudian dengan Definisi 3.1.15, R adalah
semiring radikal. Jadi R bukan semisimpel. L



Lema 3.2.13

Misalkan R adalah semiring dan a,x € R. Jika a™ + a"**?!

x adalah
elemen regular kanan dengan n > 0 maka a adalah elemen m-regular
kanan.

Bukti :

Misalkan a™ + a™*1x adalah elemen regular kanan. Maka menurut
Definisi 3.2.3, terdapat suatu elemen w dan z dalam R sedemikian
sehingga berlaku

a™ + a"lx + (a™ + a™*1x)?w = (a™ + a™*t1x)?z

S a + a™x + (@ + a?x + a*lxa™ + a™ lxa x)w
= (a2 + a2y 4+ a™lxg® + g™ lxa™ix)z

S a + a"lx + a?'w + a® xw + a* P lxa™w + alxa lxw
=a"(a" !+ a"x + xa™ + xa""1x)z

S a4+ a1 (x + a" w + axw + xaw + xa™ 1 xw)
=a"l(a@" '+ a"x + xa™ + xa""1x)z.

Menurut Definisi 3.2.1, a adalah elemen m-regular kanan, untuk

suatu (x + a™ w + axw + xa™w + xa"t1xw), (a™ 1z + axz +
xanz+xan+1rzenr. [ |

Proposisi 3.2.14
Setiap ideal dari semiring m-regular kanan adalah m-regular kanan.

Bukti :

Misalkan [ adalah ideal dari semiring m-regular kanan R. Misalkan
a € I. Maka terdapat x,y € R dan bilangan bulat positif n sedemi-
kian sehingga

a™ + a*tlx = a"tly. (3.21)

Kalikan (3.21) dengan a dari sebelah kiri, dengan x dari sebelah
kanan dan tambahkan kedua ruas dengan a™, maka

a™+ a(a® + a™x)x = a™ + a(a"y)x
(an + an+1x) + an+2x2 =a" + an+2yx

atly + q*2x2 = g + "2y (3.22)
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Sekarang kalikan (3.21) dengan a dari sebelah kiri dan dengan y dari

sebelah kanan serta tambahkan kedua ruas dengan a™*?x2, maka

an+2 2 +a(a +an+1x)y — an+2 2 +a(an+1y)y
2, (3.23)

Dengan menggunakan (3.22), maka (3.23) dapat ditulis menjadi

n+2 2 _|_an+1 n+2 n+2 2+an+2

a y+a " xy =a

n+2 n+2 n+2 2+an+2 2

a*+a"cyx+a""cxy =a y
a + a" (ayx + axy) = a1 (ax? + ay?)

n+1 n+1

a®+a""tu; =a"

dengan u; = (ayx + axy),u, = (ax? + ay?) € I.

Jadi I adalah m-regular kanan.

Karena setiap pengambilan sebarang ideal dalam semiring m-regular
kanan R mengakibatkan ideal tersebut adalah m-regular kanan, maka

terbukti bahwa setiap ideal dari semiring m-regular kanan adalah 7-
regular kanan. u

Proposisi 3.2.15
Semiring R adalah m-regular kanan jika dan hanya jika R/I adalah
m-regular kanan untuk suatu Q-ideal I dalam semiring R.

Bukti :

Misalkan R adalah semiring, R/I adalah semiring kuosien dengan [
adalah Q-ideal dan Q subset tak kosong dari semiring R.

(=) Definisikan suatu pemetaan
f:R—R/I
a— fla@)=q+1

Dengan g € Q adalah elemen yang tunggal sedemikian
sehinggaa+1 S q + 1.

Akan ditunjukkan bahwa f adalah suatu homomorfisma yang
onto (epimorfisma).

(i) Ambil sebarang a;,a, € R, maka a; +a, = a3 €R,

sehingga
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(=)

flay + az) = f(as)
=q3+1
= (@ +DE @ +D
= f(ay) H f(az)
dengan q; € Q adalah eclemen tunggal sedemikian
sehinggaaz; +1 S g3 +1danqg; + g, +1 S g3 + 1.
(i1)) Ambil sebarang a;,a, € R maka a; - a, = a4 € R,
sehingga
flay - az) = f(ay)
=qs+1
=(@+DE @ +D
= f(ay) [ f(az)

dengan g, € Q adalah elemen tunggal sedemikian
sehinggaa, + 1 S q4,+1danq; - g, +1 S q4 + 1.

Dari (i) dan (ii), dan menurut Definisi 2.3.7, f adalah
suatu homomorfisma.

Ambil sebarang elemen y € R/I maka elemen tersebut dapat
dinyatakan sebagai y = q +1 = f(a), dengan q € Q adalah
elemen yang tunggal sedemikian sehingga a +1 € q + I dan
a € R. Karena setiap pengambilan sebarang y € R/I akan
ditemukan suatu a € R yang memenuhi f(a) =q+1=1y,
maka f adalah suatu pemetaan yang surjektif (onto).

Jadi f adalah suatu homomorfisma yang surjektif. Dengan
kata lain R/I merupakan bayangan dari R. Karena R
merupakan semiring 7-regular kanan maka R /I juga semiring
n-regular kanan.

Karena [ = 0 adalah suatu Q-ideal dari R dengan Q = R dan R
adalah semiring m-regular kanan, maka jelas bahwa R = R/0
adalah semiring r-regular kanan. L
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Teorema 3.2.16

Misalkan [ adalah Q-ideal dari semiring R sedemikian sehingga
Q = (R —I) U {0}. Jika I adalah ideal regular kanan dan R /I adalah
semiring kuosien r-regular kanan, maka R adalah semiring rr-regular
kanan.

Bukti :
Misalkan q € R.
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Jika q € I, maka q adalah m-regular kanan.

Jika g € I, maka g € Q dan q # 0.

Akan ditunjukkan g adalah elemen m-regular kanan.

Misalkan (q + I) € R/I. Karena diketahui R/I adalah m-regular
kanan, maka menurut Definisi 3.2.1 terdapat elemen q’ + 1, q" +
I € R/I dan bilangan bulat positif n sedemikian sehingga berlaku

(@+D"EH@+D™ @ +D=(q+D"' ' E(q" +D
=q" +1
dengan g* € Q adalah elemen tunggal sedemikian sehingga
1. ¢q""¢"+1<cq*+1
2. q"+q"lqg' +I1cq +1
dengan menggunakan Lema 2.4.5, maka

(i) Jika q"*t1q" € I, maka q"*1q" = q* + x, untuk suatu x € I.
Diketahui [ adalah Q-ideal dari semiring R, maka menurut
Lema 2.4.12, I adalah k-ideal dari semiring R. Karena x € I,
q*+x €1, dan q* € R, maka q* € I. Dengan (2) diperoleh

Q"+ q" g eq"+q" g +1cqg +IC I
Kemudian dengan Lema 3.2.13, g adalah elemen m-regular
kanan.

(i) Jika q"*1q" ¢ I, maka q"*1q" € Q.

Kemudian dengan menggunakan (1) dan Definisi 2.4.9,

maka
n+1l,m _ %

q- 9 =q.
Jadi,



q"+q"q +1cq +1=q""q"+1
Jika q"+q"1q¢'€Q maka q"+q"tlq’ =q""1q".
Menurut Definisi 3.2.1, q adalah elemen -regular kanan.
Jika g™+ q""1q’ € Q maka q™ + q""1q’ € I. Diketahui I
adalah regular kanan, menurut Lema 3.2.13, g adalah elemen
m-regular kanan.

Karena q sebarang elemen dalam R, jadi R adalah semiring 7-
regular kanan. ]

Contoh 3.2.17

Misalkan R = (Z* U {0}, max, min). Maka R adalah semiring
komutatif dengan identity element oo. Misalkan I = {0, 1, 2, 3,4, 5}.
Maka [ adalah Q-ideal dari R dengan Q =1{0,6,7,8,...} U {co}.
Karena Q = (R — I) U {0} maka I, R/I dan R adalah regular kanan.

Bukti :

Jelas R adalah semiring komutatif dengan identity element oo dan [
adalah Q-ideal dari semiring R (lihat Contoh 2.3.5 dan Contoh
2.4.10).

e Akan ditunjukkan I adalah regular kanan.
Ambil sebarang i € I, kemudian akan ditentukan suatu elemen
i1,1, € I sedemikian sehingga berlaku

I@EOIOLW =I0i01,.
Misalkani @ (i © i O i;) =i O i © i,. Maka diperoleh
I @ min{i, i} = min{i,i,}

max{i, min{i,i,}} = min{i, i,}
pilih i <i; dan i <i, agar persamaan di atas terpenuhi. Jadi
sebarang i € I, ditemukan i;, i, € I sedemikian sehingga berlaku
i@UOIOIL) =iOi@ i, Dengan Definisi 3.2.3, I adalah
ideal regular kanan.
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Akan ditunjukkan R/ adalah regular kanan.
Ambil sebarang a € R/I, kemudian akan ditentukan suatu elemen
X,y € R/I sedemikian sehingga berlaku
afl(@Haldx)=aldal]y.
a,x,y € R/I, maka dapat dinyatakan sebagai a =q; @ I,
x=¢q, @I, dany = q3 @ I dengan q4,q,,q3 € Q.
Misalkan
al(@Haldx)=aldal]y.
S (@D ((Ch @DH@®D D(Qz@l))
=((a®DH@®DH @ D)
Sq¢®l=q9q"0I
dengan g, q** € Q adalah elemen tunggal sedemikian sehingga
. 19©¢10¢0¢®I<qg DI
2. 1000¢g®Icqg I

Pilih ¢* = @™ agar persamaan diatas terpenuhi. Jadi sebarang
elemen a € R/I, dapat ditemukan x,y € R/I sedemikian sching-
ga berlaku

afl(a@adaldx)=aldal]y.
Dengan Definisi 3.2.3, R/I adalah semiring regular kanan.
Akan ditunjukkan R adalah regular kanan.

Ambil sebarang r € R, kemudian akan ditentukan suatu elemen
11,72 € R sedemikian sehingga berlaku

r@TOrOn)=rorQrn.
Misalkanr @ (r O r O ry) =r O r © r,. Maka diperoleh
r @ min{r,r} = min{r, r,}
max{r, min{r,r }} = min{r,r,}

pilih r <71, dan r < r, agar persamaan di atas terpenuhi. Jadi
sebarang r € R, ditemukan 7y,7, € R sedemikian sehingga
berlakur @ (r O r ©r) =r O r O r,. Dengan Definisi 3.2.3,
R adalah semiring regular kanan. u



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah
sebagai berikut:

1. Jika semiring R adalah semiprima yang berlaku sifat additive
cancellative, semiring artinian atau noetherian kanan m-regular
kanan maka R adalah semisimpel.

2. Misalkan I adalah Q-ideal dari semiring R sedemikian sehingga
berlaku Q = (R — I) U {0}. Jika I adalah ideal regular kanan dan
R/I adalah semiring kuosien m-regular kanan, maka R adalah
semiring m-regular kanan.

4.2 Saran

Materi tentang radikal Jacobon-Bourne, noetherian dan
artinian dalam semiring dapat dilanjutkan sebagai pembahasan
tersendiri, mengingat keterbatasan referensi dari penulis dan begitu
pentingnya kaitan materi-materi tersebut dengan bentuk struktur
aljabar yang lain, khususnya dengan semiring m-regular.
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