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ܳ ൌ ሺܴ െ ሻܫ  ሼ0ሽ ⁄ܫ

 
SEMIRING ࣊-REGULAR KANAN 

 
 
 

ABSTRAK 
 
 

 Konsep ring -regular telah diperkenalkan oleh F. 
Dischinger (1976) dan Yasuyuki Hirano (1978). Skripsi ini memper-
kenalkan konsep semiring ߨ-regular dan ߨ-regular kanan beserta 
sifat-sifatnya. Jika ܴ adalah semiring ߨ-regular kanan dan kiri maka 

 adalah semiring ߨ-regular. Selanjutnya, jika semiring ܴ adalah 
semiprima yang additive cancellative, semiring artinian atau 
noetherian kanan -regular kanan maka ܴ adalah semisimpel. 
Misalkan  adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ sedemikian sehingga 

. Jika ܫ adalah ideal regular kanan dan ܴ  adalah 
semiring kuosien ߨ-regular kanan, maka ܴ adalah semiring ߨ-regular 
kanan. 
 
Kata kunci : ܳ-ideal, semiring kuosien, ߨ-regular (kanan), regular 
(kanan), semiprima, semisimple, artinian, dan noetherian. 
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RIGHT ࣊-REGULAR SEMIRING 

 
 
 

ABSTRACT 
 
 

The concept of a ߨ-regular ring was introduced by F. 
Dischinger (1976) and Yasuyuki Hirano (1978). This final project 
introduces the concept of a ߨ-regular semiring and a right ߨ-regular 
semiring along with their properties. If ܴ is a right and left ߨ-regular 
semiring then ܴ is a ߨ-regular semiring. Furthermore, if semiring ܴ 
is an additive cancellative semiprime and right ߨ-regular right 
artinian or right noetherian semiring, then ܴ is semisimple. Let ܫ be a 

-ideal of a semiring ܴ such that ܳ ൌ . If ܫ is a right 
regular ideal and the quotient semiring ܴ  is right ߨ-regular then ܴ 
is a right ߨ-regular semiring. 
 
Keywords : ܳ-ideal, quotient semiring, (right) ߨ-regular, (right) 
regular, semiprime, semisimple, arthinian, and noetherian. 
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 : suatu semiring  dengan operasi penjumlahan 
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, untuk setiap ܽ,  
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ߨ

BAB I 
PENDAHULUAN 

 
 

1.1 Latar Belakang 
  
Dalam matematika terdapat berbagai  cabang ilmu, dianta-

ranya adalah aljabar. Namun, aljabar masih terbagi lagi menjadi 
beberapa cabang ilmu, salah satu diantaranya adalah aljabar abstrak. 
Pada aljabar abstrak diperkenalkan tentang konsep struktur aljabar 
dan sifat-sifatnya.  

 

Bentuk struktur aljabar yang paling sederhana dengan suatu 
operasi biner adalah semigrup. Semigrup kemudian berkembang 
menjadi grup, yang selanjutnya berkembang lagi menjadi semiring. 
Di dalam semiring, terdapat subsemiring dan ideal. Ideal dibedakan 
atas dua macam, yakni ideal kiri dan ideal kanan. Jika suatu ideal 
memenuhi kedua jenis ideal tersebut, maka dikatakan sebagai ideal 
dua sisi, atau cukup disebut dengan ideal. Struktur aljabar yang lebih 
sempit dari semiring dinamakan ring. Definisi ring hampir sama 
dengan semiring, hanya saja terdapat sedikit perbedaan pada aksioma 
yang harus dipenuhi. 

 

Dari beberapa konsep dasar di atas, bentuk-bentuk struktur 
aljabar terus mengalami perkembangan. Salah satunya ialah konsep 
tentang ring ߨ-regular dan ring ߨ-regular kanan, yang pertama kali 
dikemukakan oleh Dischinger (1976). Kemudian pada tahun 1978, 
Yasuyuki Hirano mengembangkan konsep dari Dischinger tersebut. 
Selanjutnya, pada skripsi ini akan dibahas beberapa definisi dan 
teorema dari semiring ߨ-regular kanan, beserta bukti-buktinya. 
 
 
1.2 Rumusan Masalah 
 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah 
yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana definisi 
semiring -regular kanan dan apa saja teorema-teorema yang 
berkaitan dengan semiring ߨ-regular kanan beserta bukti-buktinya. 
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1.3 Batasan Masalah 
 

Dalam skripsi ini permasalahan yang akan dibahas dibatasi 
hanya pada definisi-definisi dan teorema-teorema dari semiring ߨ-
regular kanan, beserta bukti-buktinya, dan tidak dibandingkan 
dengan bentuk-bentuk aljabar abstrak yang lain. 

 
 

1.4 Tujuan 
 

Tujuan penulisan skripsi ini adalah memaparkan beberapa 
definisi, serta membuktikan teorema-teorema yang berhubungan 
dengan semiring ߨ-regular kanan. 
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, ሻݕ ܣ ܤ

ܣ                                 ൈ ܤ ൌ ሼሺݔ, ݔ|ሻݕ א ,ܣ ݕ א  .ሽܤ

ܴ

efinisi 2.1.4 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
song. Suatu relasi ݂ dari ܣ 

ݔ

՜

BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 
 
Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema untuk 

membantu memahami permasalahan yang akan dibahas dan juga 
digunakan sebagai acuan dalam bab pembahasan. 

 
2.1 Relasi, Pemetaan, dan Operasi Biner 

 

Dalam struktur aljabar, elemen-elemen dari suatu himpunan 
tak kosong dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, 
atau keduanya yang dikenal dengan operasi, salah satu contohnya 
adalah operasi biner. Berikut akan diberikan definisi tentang operasi 
biner dan definisi lain yang berkaitan dengan operasi biner. 

 
Definisi 2.1.1 (http://en.wikipedia.org) 
Well ordering principle : setiap  himpunan tak kosong dari suatu 
bilangan bulat positif atau bilangan asli memuat suatu elemen yang 
paling kecil. 
 
Definisi 2.1.2 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
Misalkan ܣ dan ܤ adalah himpunan. Himpunan dari semua pasangan 
terurut ሺݔ , dengan ݔ א  dan ݕ א , disebut hasil kali cartesius 
(cartesian product) dari ܣ dan ܤ, dinyatakan  
 

  
 
Definisi 2.1.3 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
Misalkan ܣ dan ܤ suatu himpunan tak kosong, dan misalkan  
adalah subset dari ܣ ൈ  .ܤ ke ܣ Maka ܴ disebut relasi dari .ܤ
 
D
Misalkan ܣ dan ܤ suatu himpunan tak ko
ke ܤ disebut suatu pemetaan jika untuk setiap elemen  di ܣ 
mempunyai kawan tepat satu elemen ݕ di ݕ) ܤ disebut image ݔ di 
bawah relasi ݂). ݂ adalah pemetaan dari ܣ ke ܤ, dinyatakan 
 

݂: ܣ ื ܣ atau ܤ


 .ܤ
 

http://en.wikipedia.org/wiki/Well-ordering_principle
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Definisi 2.1.5 (Bhattacharya, dkk  
etaan 

ܽ, ܾሻ ൌ ܽ כ ܾ 
punan ܵ. 

 
 

 

Semigrup adalah suatu struktur aljabar yang paling seder-
 merupakan suatu himpunan tak kosong yang di 
liki satu operasi biner dan memenuhi syarat - syarat 

tertentu

di dalamnya didefinisikan 
perasi biner כ. ሺכ,ܯሻ disebut semigrup jika dan hanya jika : 

א ܯ

, 2ത, 3തሽ. Maka ሺԺ
 operasi penjumlahan dan 

erkalian biasa) merupakan semigrup. 

 
 

Tabel 2.1 Operasi penjumlahan dan perkalian pada Ժସ 
 
Berdasarkan Tabel 2.1, terlihat bahwa Ժସ tertutup terhadap operasi 
penjumlahan dan perkalian. Selain itu, Ժସ juga memenuhi hukum 

., 1986)

 כ ܵ ൈ ܵ ื ܵ 
                        ሺܽ, ܾሻ כ ሺ

Suatu pem
 

     
 

disebut operasi biner pada him

2.2 Semigrup 

hana. Semigrup
dalamnya memi

. Definisi, contoh serta teorema yang berkaitan dengan 
semigrup akan diberikan sebagai berikut. 
 
Definisi 2.2.1 (Whitelaw, 1995) 
Misalkan ܯ himpunan tak kosong dan 
o
 

1. ሺכ,ܯሻ tertutup : ܽ כ ܾ א ,ܽ untuk setiap ,ܯ ܾ א  dan ,ܯ
 

2. ሺכ,ܯሻ berlaku sifat assosiatif : ሺܽ כ ܾሻ כ ܿ ൌ ܽ כ ሺܾ כ ܿሻ, untuk 
setiap ܽ, ܾ, ܿ . 

 
Con h 2.2.2 
Diberikan suatu himpunan Ժସ ൌ ሼ0ത, 1ത ସ, ሻ dan ሺԺସ,·ሻ 
(dengan  dan · masing-masing adalah

to

p
 
Bukti : 
 
 
 

 0ത 1ത 2ത 3ത 
0ത 0ത 1ത 2ത 3ത 

· 0ത 1ത 2ത 3ത 

 
 
 

1ത 1ത 2ത 3ത 0ത 
2ത 2ത 3ത 0ത 1ത 
3ത 3 ത 0ത 1ത 2ത 

0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 
1ത 0ത 1ത 2ത 3ത 
2ത 0ത 2ത 0ത 2ത 
3ത 0ത 3ത 2ത 1ത 
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assosiatif terhadap operasi penjum n dan perkalian. Sehingga 
ሺԺସ, ሻ dan ሺԺସ,·ሻ merupakan semigrup.                                           

Berikut ini akan diberikan beberapa definisi serta contoh 
engenai semigrup komutatif, sem gan elemen identitas, 

      
Definisi 2.2.3 (Kand
ika dalam semigrup ሺכ,ܯሻ berlaku ܽ כ ܾ ൌ ܾ כ ܽ, untuk setiap 

o

Misalk ሻ sכ,
edemikian sehingga ݁ כ ܽ ൌ ܽ כ ݁ ൌ ܽ, untuk setiap ܽ א  Maka .ܯ

 ሻכ,

entitas pada suatu semigrup ሺܯ, ሻ biasanya 
t) n din tasikan denga  0 

 ݉ ൌ ݉  0 ൌ ݉, untuk setiap 
rup ሺܯ,·ሻ d

identitas an 1 sedemikian 
ehingga memenuhi 1 · ݉ ൌ ݉ · 1 ൌ ݉, untuk setiap ݉ א  .ܯ

 

isalka  adal

כ ݁ ൌ ݂. Dengan de
Jadi, te anya

            

law, 1995) 
an ܪ subset dari ܯ. Maka ܪ dise-
nya jika ሺכ,ܪሻ suatu semigrup. 

 

laha

 

m igrup den
dan subsemigrup. 

                                           
asamy, 2002) 

J
ܽ, ܾ א ሻ disebut semigrup kכ,ܯmaka ሺ ܯ mutatif. 
 
Definisi 2.2.4 (Kandasamy, 2002) 

an ሺܯ uatu semigrup dan mempunyai elemen identitas ݁ 
s
ሺܯ disebut semigrup dengan elemen identitas atau semigrup 
monoid. 
 

Elemen id
disebut elemen nol (zero elemen da o  n
sedemikian sehingga memenuhi 0
݉ א Sedangkan pada suatu semig .ܯ isebut elemen 

(identity element) dan dinotasikan deng
s
 

.2.5 Teorema 2 (Whitelaw, 1995) 
Suatu semigrup monoid tidak mungkin mempunyai elemen identitas 
lebih dari satu. 

Bukti : 
M n ሺכ,ܯሻ suatu semigrup. Andaikan ݁, ݂ א ܯ ah elemen 
identitas. Akan ditunjukkan bahwa ݁ ൌ ݂. Karena ݂ merupakan 
elemen identitas maka ݂ כ ݁ ൌ ݁ כ ݂ ൌ ݁. Karena ݁ juga merupakan  
elemen identitas maka ݁ כ ݂ ൌ ݂ mikian ݁ ൌ ݂. 

rbukti bahwa suatu semigrup monoid h  mempunyai satu 
elemen identitas.                                                                                    
  

efinisi 2.2.6 (WhiteD
Misalkan ሺכ,ܯሻ suatu semigrup d
but subsemigrup dari ܪ jika dan ha
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 subsemigrup dari ሺԺ,·ሻ karena Գ subset dari Ժ dan 
Գ,·ሻ suatu semigrup. 

 dan perkalian 
rangkum semua 
a suatu semigrup peras

n perkalian, seperti diketahui bahwa perkalian itu distributif  
na itu, selanjutnya akan dipandang 

uktu p a u
ng 

empunyai dua operasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian. 

2.3 

Semiring adalah suatu struktur aljabar yang berkaitan dengan 
ua ope

ontoh 2.3.2 
ሺԺା, , ·ሻ merupakan suatu semiring. 

 

Contoh 2.2.7 
ሺԳ,·ሻ merupakan
ሺ
 

Dalam sistem bilangan real atau sistem bilangan kompleks 
telah dikenal mempunyai dua operasi biner yang dasar, yang disebut 
penjumlahan (addition) (multiplication). Semigrup 
belum cukup untuk me struktur aljabar dari sistem 
bilangan tersebut, karen  hanya memuat satu o i 
biner saja. Misalkan terhadap penjumlahan atau terhadap perkalian, 
tetapi struktur tersebut mengabaikan hubungan antara penjumlahan 
da
terhadap penjumlahan. Oleh kare
struktur-str r aljabar dengan dua o erasi biner y ng berlak  pada 
sistem bilangan tertentu. Semiring adalah suatu struktur aljabar ya
m
 
 

Semiring 
 

d rasi biner yaitu penjumlahan dan perkalian. Pada bagian ini 
diberikan definisi dan contoh yang berkaitan dengan semiring. 

 
Definisi 2.3.1 (Kandasamy, 2002) 
Misalkan ܴ himpunan tak kosong dan di dalamnya didefinisikan dua 
operasi biner, yaitu penjumlahan dan perkalian yang memenuhi : 
 

1. ሺܴ, ሻ semigrup komutatif, 
 

2. ሺܴ,·ሻ semigrup, dan 
 

3. untuk setiap ܽ, ܾ, ܿ א ܴ berlaku ሺܽ  ܾሻ · ܿ ൌ ܽ · ܿ  ܾ · ܿ  dan 
ܽ · ሺܾ  ܿሻ ൌ ܽ · ܾ  ܽ · ܿ. 
 

Maka ሺܴ, ,·ሻ disebut semiring. 
 
C
Himpunan ܴ ൌ
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Bukti : 

(iii) maka ሺܴ, ሻ merupakan semigrup 

(2) Ambil sebarang ܽ, aka berlaku : 
ܽ · ܾ
 

(ii) ሺܽ · ܾሻ · ܿ ൌ ܽ · ሺܾ · ܿሻ. 
 (ii) maka ሺ ሻ merupakan semigrup. 

ebarang ܽ, ,
 

ሺܽ  ܾሻ · ܿ ൌ ܽ · ܿ  ܾ · ܿ dan ܽ · ሺܾ  ܿሻ ൌ ܽ · ܿ  ܾ · ܿ. 
 

Dari (1), (2), dan (3) maka terbukti bahwa ܴ merupakan suatu 
.                                                                                             

definisi serta contoh 
ai omutatif, semiring dengan elemen identitas, dan 
ing. 

.3.3 y, 2002) 

ܴ,·ሻ adalah semigrup komutatif. 

m
gan elemen identitas jika memenuhi : 

ሻ semigrup ko

ܾ, ܿ ൌ ܽ · ܿ  ܾ · ܿ dan 
·

 
Con

ero element 0 dan identity element ∞. 

 

(1) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka berlaku : 
 

(i)  ܽ  ܾ א ܴ, 
 

ii)  ሺܽ  ܿሻ, ( ܾሻ  ܿ ൌ ܽ  ሺܾ 
 

(iii)  ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ. 
 

Dari (i), (ii), dan 
komutatif. 
 

ܾ, ܿ א ܴ m
 

(i) א ܴ, 

 

Dari (i) dan ܴ,·
 

(3) Ambil s ܾ ܿ א ܴ maka berlaku :  

semiring
 

Berikut ini akan diberikan beberapa 
mengen  semiring k
subsemir
 
Definisi 2 (Kandasam
Misalkan ሺܴ, ,·ሻ adalah suatu semiring. ሺܴ, ,·ሻ disebut semiring 
komutatif jika ሺ
 
Definisi 2.3.4 (http:// ath.chapman.edu) 
ܴ disebut semiring den
 

1. ሺܴ, mutatif, 
 

2. ሺܴ,·ሻ semigrup monoid,  
 

3. Untuk setiap ܽ, ܿ א ܴ berlaku ሺܽ  ܾሻ ·
ܽ · ሺܾ  ܿሻ ൌ ܽ ܿ  ܾ · ܿ. 

toh 2.3.5 
Himpunan ܴ ൌ ሺԺା  ሼ∞ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ dengan ܽ ْ ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ 

an ܽ ٖ ܾ ൌ ݉݅݊ሼܽ, ܾሽ merupakan suatu semiring komutatif dengan d
z
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Bukti : 

ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ א ܴ, 
ሽ ْ ܿ 

           
     

                          ൌ ܽ ْ ,ሼܾݔܽ݉ ܿሽ 

,ሼܽݔܽ 0ሽ ൌ ܽ ْ 0 ൌ ܽ. 
maka ሺܴ,ْሻ merupakan semigrup 

g  : 
 

(i) ܽ ٖ ܾ ൌ ݉ , 
 

ܾሻ ٖ ܿ ൌ ݉݅݊ሼܽ, ܾሽ ٖ ܿ 
                 ൌ ݉݅݊ሼܽ, ܾ, ܿሽ 

                      

, 
 

 ܽ ٖ ܾ ൌ ݉݅݊ሼܽ, ܾሽ ൌ ݉݅݊ሼܾ, ܽሽ ൌ ܾ ٖ ܽ, 
݅ ܾ ٖ ∞ ൌ ܾ. 

 

i (i), (ii), da ሺܴ,ٖሻ merupakan semigrup 
utatif. 

(3) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka :
 

ሺܽ ْ ܾሻ ٖ ܿ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ ٖ ܿ ൌ ݉ ݊ሼ݉ܽݔሼܽ, ܾሽ , ܿሽ, 
 

ሺܽ ٖ ܿሻ ْ ሺܾ ٖ ܿሻ ൌ ݉݅݊ሼܽ, ܿሽ ْ ݅݊ሼܾ, ܿሽ 
 

                                      ൌ ሼ݉݅݊ሼݔܽ݉ ܿሽ , ݉݅݊ሼܾ, ܿሽሽ. 
k kemungkinan - kemungkinan yang ada itu ሺܽ ൏ ܾ ൏

൏ܿ൏ܾ, ܾ൏ܿ൏ܽ, ܾ൏ܽ൏ܿ, ܿ൏ܽ൏ܾ, ሺܿ൏ܾ൏ܽሻ  

ܽ ٖ ሺܾ ْ ܿሻ  ൌ ሺܽ ٖ ܾሻ ْ ሺܽ ٖ ܿሻ. 

 

(1) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka berlaku : 
 

(i) ܽ ْ
 

(ii) ሺܽ ْ ܾሻ ْ ܿ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾ
               ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾ, ܿሽ 
                     ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ሺܾ, ܿሻሽ 

                          ൌ ܽ ْ ሺܾ ْ ܿሻ, 
 

(iii) ܽ ْ ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ ൌ ,ሼܾݔܽ݉ ܽሽ ൌ ܾ ْ ܽ, 
 

(iv) 0 ْ ܽ ൌ ,ሼ0ݔܽ݉ ܽሽ ൌ ݉
 

Dari (i), (ii), dan (iii) 
komutatif. 
 
 

(2) Ambil sebaran  ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka berlaku
݅݊ሼܽ, ܾሽ א ܴ

(ii) ሺܽ ٖ
         

    ൌ ݉݅݊ሼܽ, ሺܾ, ܿሻሽ 
                          ൌ ܽ ٖ ݉݅݊ሼܾ, ܿሽ 
                          ൌ ܽ ٖ ሺܾ ٖ ܿሻ

(iii)
 

(iv) ∞ ٖ ܾ ൌ ݉ ݊ሼ∞, ܾሽ ൌ ݉݅݊ሼܾ, ∞ሽ ൌ
Dar n (iii) maka 
kom
 
 

  
݅
݉

ܽ,
 

Untu ya
ܿ, ܽ  dipenuhi
 

ሺܽ ْ ܾሻ ٖ ܿ ൌ ሺܽ ٖ ܿሻ ْ ሺܾ ٖ ܿሻ 
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ari (1), (2), dan ܴ merupakan suatu 
zero ele  0 dan identity element ∞.  

Definisi 2.3.6 (Kandasamy, 2002) 
Diberikan suatu semiring ܴ dan ܳ adalah subset dari ܴ. Kemudian ܳ 
disebut subsemiring dari ܴ jika ܳ bersama dengan operasi yang sama 
dengan ܴ membentuk semiring. 
 

ada semiring juga dikenal suatu pemetaan. Berikuti ini 
definisi dari homomorfisma semiring ya etaan 

             

ummit dan Foote, 2002) 
lkan ሺܴ, ,·ሻ dan ሺܵ,ٛ,ٞሻ morfisma 
ring adal ߮   : 

 

1. ߮ሺܽ  ܾሻ ൌ ߮ሺܽሻ ٛ ߮ሺܾሻ untuk setiap ܽ, ܾ א ܴ dan 
 

2. ߮ሺܽ · ܾሻ ൌ ߮ሺܽሻ ٞ ߮ሺܾሻ untuk setiap ܽ, ܾ א ܴ.  

 
Definisi 2.3.8
 

1. 
 

2. Homomorfisma yang injektif disebut monomorfisma. 
 

3. isma yang bijektif disebut isomorfisma. 
4. isma ߮   ܴ ื ܴ disebut endomorfisma. 
5. Isomorfisma ߮   ܴ ื ܴ disebut automorfisma 

 
 

Dalam semiring dikenal istilah subsemiring yaitu himpunan 
ang 

e t
  

., 1986) 
isalka

D  (3) maka terbukti bahwa 
semiring komutatif dengan ment
 

 P
diberikan itu suatu pem
dari dua s miring yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu.                
 
Definisi 2.3.7 (D

e

Misa  adalah semiring. Homo
semi ah suatu pemetaan  ܴ ื ܵ yang memenuhi

 

 (Hartley dan Hawkes, 1994) 
Homomorfisma yang surjektif disebut epimorfisma. 

Homomorf
 

Homomorf

2.4 Ideal 
 

bagian tak kosong yang membentuk semiring bersama operasi y
sama dengan semiring t rsebu . Berikut ini didefinisikan suatu 
himpunan tak kosong lain dalam semiring yang disebut dengan ideal. 

 
Definisi 2.4.1 (Bhattacharya, dkk
M n ܫ adalah suatu himpunan tak kosong dan ܫ subset dari 
semiring ܴ. ܫ disebut ideal kanan (kiri) dalam semiring ܴ jika 
memenuhi : 
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1. ܽ  ܾ א ,ܽ untuk setiap ,ܫ ܾ א    ,ܫ
n ݎ א ܴ.  

punan ܴ ൌ ሺԺା   semiring 
ܫ .(2.3.5

 kiri dalam semiring 
 

ሽ
2) anan dan ideal 

iri dalam semiring ܴ.                                                                                                 

.3 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
 suatu himpunan tak kosong dan merupakan subset dari ܫ

semirin

u ideal ܫ dalam semiring komutatif ܴ adalah ideal dua 
א ݎ dan ܫ א ܴ. 

a 2.4.5 
alah ideal dari semiring ܴ dan ܽ, ݔ א ܴ sedemikian 
ك ݔ   : Maka .ܫ

 

tiap ݎ א ܴ. 

ݎܽ .2 א ܽݎሺ ܫ א ܽ ሻ, untuk setiapܫ א da ܫ
 
Contoh 2.4.2 
Him ሼ∞ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ merupakan suatu
(lihat Contoh ൌ ሼ0, 1, 2, … , ݐ|ݐ א Ժାሽ adalah ideal kanan dan 
ideal ܴ. 

Bukti : 
 

 Jelas  dan ା, (1) ܫ ്  ܫ ك Ժ
 

(2) Ambil sebarang ܽ, ܾ א ݎ dan ܫ א ܴ. Maka : 
 

ܽ ْ ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ א  ,ܫ
 

ܽ ٖ ݎ ൌ ݉݅݊ሼܽ, ݎ ൌ ݉݅݊ሼݎ, ܽሽ ൌ ݎ ٖ ܽ א  .ܫ
 

Dari (1) dan (  terbukti bahwa ܫ adalah ideal k
k
 
Definisi 2.4
Misalkan 

g ܴ. ܫ disebut ideal (dua sisi) dalam ܴ jika memenuhi : 
 

1. ܽ  ܾ א ,ܽ untuk setiap ܫ ܾ א  ,ܫ
 

ݎܽ .2 א ܽݎ dan ܫ א ܽ untuk setiap ,ܫ א ݎ dan ܫ א ܴ. 
 
Contoh 2.4.4 
Pada Contoh 2.4.2, ܫ adalah ideal dua sisi dalam semiring ܴ, karena ܫ 
adalah ideal kanan dan juga ideal kiri dalam semiring ܴ. 
 

 Suat
sisi, karena ܽݎ ൌ ܽݎ א ܽ untuk setiap ,ܫ
 
Lem (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
Misalkan ܫ ad
sehingga ܽ  ܫ
 

ݎܽ .1  ܫ ك ݎݔ   ,ܫ
 

ܽݎ .2  ܫ ك ݔݎ   dan ,ܫ
 

3. ܽ  ݎ  ܫ ك ݔ  ݎ   ,ܫ
untuk se
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ܫ ك ݔ   dengan ܫ
ܽ, ݔ א ܴ, maka : 
(1) ܽ  ܫ ك ݔ    ܫ

 

ሺܽ  ݎሻܫ ك ሺݔ    (ݎ Kalikan kedua ruas dengan)                     ݎሻܫ

 

ruas dikalikan dengan ݎ 

an kedua ruas dengan ݎ) 
 

                                (Assosiatif) 
lahan) 

 

ك ݔ  ݎ                                                                 .ܫ

ଵ ଶ   jumlah dari 

ଶ 

Bukti : 
 

Ambil sebarang ݎ א ܴ. Telah diketahui ܽ 

 

ݎܽ  ݎܫ ك ݎݔ   (Distributif)                                                      ݎܫ
 

ݎܽ  ܫ ك ݎݔ   (ideal ܫ Karena)                                                  .ܫ
(2) Analog dengan bukti (1), tetapi kedua 

dari sebelah kiri. 
 

(3) ܽ  ܫ ك ݔ    ܫ
 

ݎ  ሺ  ሻ     (Tambahkܽܫ ሻܫ ك ݎ  ሺݔ 
ሺݎ  ܽሻ  ܫ ك ሺݎ  ሻݔ            ܫ
 

ሺܽ  ሻݎ  ܫ ك ሺݔ  ሻݎ  Komutatif terhadap penjum)     ܫ
ܽ  ݎ  ܫ

 
Teorema 2.4.6 (Hartley dan Hawkes, 1994) 
 

Jika ܫ , ܫ , … , ܫ  adalah ideal-ideal dari semiring ܴ maka

ideal-ideal ܫଵ, ܫ , … , ܫ  
1

n

i
i

I
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

 
adalah ideal dari s miring ܴ. e

nunjukkan iring ܴ

tikan 

 

Bukti : 

Untuk  me  bahwa ∑
=

n

i
I

1

 ideal dari sem  maka harus i

 dan 
1

n

i
i

xr I
=

∈∑ . dibu
1

,i
i

Ik
n

φ
=

≠∑
1

n

i

 ,iy I
=

+ ∈∑
1

,
n

i
i

rx I
=

∈∑x

. Maka  
1

n

i
i

I φ
=

≠∑  0  ,iI∈  
1

0 0 ... 0 0
n

i
i

I
=

+ + = = ∈∑(1) Karena 

∑
=

∈
n

i
iIyx

1
, . (2) Ambil sebarang 

  Maka  nxxx x +++= ...1  dan nyy2 yy +++ ...2= 1  dengan 
Iy ∈ , ii six , ehingga 

1 2 1 2( ... ) ( ... )n nx y x x x y y y+ = + + + + + + +  



1( 1 2 2) ( ) ... ( )n nx y= + x y x y+ + + + +  

1

( ).i i
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n

i

x y
=

= +∑  

 Karena 1 1( ) ,..., ( )1 n n nx y I x y I+ ∈ + ∈ ,  
n

1
i

i

x y I+ ∈
=
∑ . 

(3) mbil sebarang A Rr ∈  dan nxxxx +++= ...21 ∑
=

∈
i

iI
1

. 
n

.∑=
...21 +++

)...( 21 +

1=

=
++=

n

rx
i

n

i

rx
rrx

nrxrx  
nxxx

Karena 1,..., ,n nI rx I∈ ∈  ∑∈ iIrx . 

(4) Analog ukti (3).

) 
n

1rx
=i 1

 dengan b  

Karena (1), (2), (3), dan (4 dipenuhi, terbukti 
1

i
i

I
=
∑  merupakan 

miring ܴ.                                                           

 Berikut ini akan diberikan definisi, contoh, dan beberapa 
partitioning ideal

      
Definisi 2.4.7 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 

 dari semiring ܴ disebut ideal su (݇-ideal) jika 
ܴ  dan ݔ  ݅ א ݔ maka ܫ א  .ܫ

 

Misalkan ܴ ൌ ሺԺା  ሼ∞ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ. Maka ܫ ൌ ሼ0, 1, 2, 3, 4, 5ሽ 
al dari semiring ܴ. 

 
Bukti : 
Merujuk pada Contoh 2.4.2, Maka ܫ adalah ideal. Karena sebarang 
elemen ݔ ْ ݔ dengan ܫ א ܴ dan ݅ א ݔ mengakibatkan ܫ א  ,ܫ
maka ܫ adalah ݇-ideal.                                                                                 
 

suatu ideal dari se
 

lema mengenai ideal subtraktif dan  . 
         

Suatu ideal ܫ btraktif 
ݔ א , ݅ א ,ܫ

Contoh 2.4.8 

adalah ݇-ide

݅ א
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Definisi 2.4.9 (Hee Sik Kim, 1989) 
Ideal ܫ dari semiring ܴ disebut partitioning ideal (ܳ-ideal) jika 
terdapat subset tak kosong ܳ dari semiring ܴ sedemikian sehingga : 

ݍ ݍ|ܫ א ܳሽ 
2. Jika ݍଵ, ଶݍ א ܳ sedemikian sehingga ݍଵ ്   ଶ, makaݍ

 ሻܫ ൌ 

Contoh 2.4.10 
Pada Contoh 2.4.8, ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ. 
 
Bukti : 
 

Misalkan ܳ ൌ ሼ0, 6, 7, 8, … ሽ  ሼ∞ሽ adalah subset dari semiring ܴ. 
(1) ܴ ൌ ሼݍ ْ ݍ| ܫ א ܳሽ dipenuhi, 
(2) ang ݍଵ, ଶݍ א ܳ. Misalkan ሺݍ ሻ ת ሺݍଶ ْ ሻܫ ്  .

ukkan bahwa ݍଵ ଶ. 
ሻܫ ്  maka dapat ditemukan suatu ,

ݔ א
ଶ א ሺݍଵ

݅ହሽ. Kemudian ݔ dapat dinyatakan sebagai ݔ ൌ ሺݍଵ ْ ݅ሻ dan 
ݔ ൌ

jika ݍଵ ൌ  .ଶݍ
. 

ܴ.                                                                         

ee Sik Kim, 1989) 
ܳ-ideal dari sem ika ݔ א ܴ, maka

edemikian sehingga ݔ  ܫ ك ݍ   .ܫ

 

1. ܴ ൌ ሼ 

ሺݍଵ  ሻܫ ת ሺݍଶ . 
 

Ambil sebar ଵ ْ ܫ
 

Akan ditunj ൌ ݍ
 

Karena ሺݍଵ ْ ሻܫ ת ሺݍଶ ْ
elemen ݔ dalam ሺݍଵ ْ ሻܫ ת ሺݍଶ ْ ଵݍሻ. Karena ሺܫ ْ ሻܫ ת
ሺݍ ْ ݔ ሻ maka dapat dikatakan bahwaܫ ْ  ሻ danܫ
ݔ א ሺݍଶ ْ ܫ ሻ. Misalkanܫ ൌ ሼ0, 1, 2, 3, 4, 5ሽ ൌ ሼ݅, ݅ଵ, ݅ଶ, ݅ଷ, ݅ସ, 

ሺݍଶ ْ ݅ሻ, untuk suatu 0  ݆  5. Sehingga 
ݔ ൌ ݍ൛ݔܽ݉ , ݅ൟ ൌ ,ଶݍ൛ݔܽ݉ ݅ൟ jika dan hanya ଵ

Kontraposisi dari Definisi 2.4.9 poin (2)
 

Dari (1) dan (2) maka terbukti bahwa ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring 
                                

 
Lema 2.4.11 (H

adalah Misalkan iring ܴ. J ܫ  
terdapat elemen tunggal ݍ א ܳ s
 
Bukti : 
 

Misalkan ݔ א ܴ. Andaikan ݍଵ, ଶݍ א ܳ dan ݍଵ ്  ଶ sedemikianݍ
sehingga ݔ  ܫ ك ଵݍ  ݔ dan ܫ  ܫ ك ଶݍ   .ܫ
 

Akan ditunjukkan bahwa ݍଵ ൌ  .ଶݍ
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ݍ  ݍ maka ,ܫ  ܫ ك ݍ   ܫ
ݍ

n 
but kontradiksi deng  Definisi 2.4.9 poin (2). Pengandaian 

ଵݍ ൌ                                                                                           .ଶݍ
 

upta dan Chaudhari, 2006) 
d ah ݇-ideal dari 

rang ݔ א ܴ dan ݅ א se ܫ
n ditunjukkan bahwa 

a
ܴ ൌ ሼݍ  ݍ| ܫ א ܳሽ subset tak kosong dari semiring ܴ. 
Ben ݎ| ܫ א ܳ dan ݎ  ܫ ك  ሽ. Sebarangܫ
elem dapat dinyatakan se ܤ 
dan rena i ݔ א                     .ܫ
                        
Contoh 2.4.13 
Pada Contoh 2.4 l dari semir
akan ditunjukkan bahwa ܫ tersebut adalah 
Contoh 2.4.8, ܫ adalah ݇-ideal dari semiri  ܴ
 

elah diberikan definisi men
ideal subtraktif (݇-ideal) dan ng ideal (ܳ-ideal), maka pada 
definisi-definisi berikut ini 
ideal nilpoten dan semiprima. 

sehingga ܽ ൌ 0 (dengan 

Karena ݔ  ܫ ك ଵݍ  ݔ dan ܫ  ܫ ك ଶ ଵ ଶ
atau ଶ  ܫ ك ଵݍ  ଵݍSehingga ሺ .ܫ  ሻܫ ת ሺݍଶ  ሻܫ ്  Tetapi .
diketahui bahwa ܫ adalah ܳ-ideal. Kesimpulannya, pengandaia
terse an
harus diingkari apabila terjadi suatu kontradiksi. Jadi haruslah 

    

Lema 2.4.12 (G
Jika ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ maka ܫ a al
semiring ܴ.  
 
Bukti : 
 

Ambil seba demikian sehingga ݔ  ݅ א    .ܫ

Aka ݔ א   .ܫ
 

Karena diketahui ܫ adalah ܳ-ideal, mak  ܴ dapat dinyatakan sebagai 
 dengan ܳ 

tuk suatu himpunan ܤ ൌ ሼݎ 
en dalam bagai ݔ  ݅ א ݔ dengan ,ܫ א ܳ 

݅ א Ka .ܫ ideal, maka past ܫ                    
                                                           

adalah ܳ-idea ܫ ,10. ing ܴ. Kemudian 
݇-ideal. Merujuk pada 

ng . 

 Jika pada sebelumnya t genai 
partitioni
akan diperkenalkan tentang ideal nil, 

 
 

Definisi 2.4.14 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
uatu elemen ܽ dari semiring ܴ disebut elemen nilpoten jika terdapat S

bilangan bulat positif ݊ sedemikian 
ܽ ൌ ܽ · ܽ · … · ܽᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ


 

 ). 
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2.4.15 (Bhattacharya, dkk., 1986) 
ri sem untuk s
lah ele . Sedangk dikatak ܫ
ka ܫ ൌ ሺ0ሻ (dengan ܫ ൌ ܫ · ܫ · … ᇣܫ

Definisi 
Ideal ܫ da iring ܴ disebut ideal nil jika etiap elemen 
ݔ א ada ܫ men nilpoten an, ideal an ideal 
nilpoten ji ·ᇧᇧᇤᇧᇧᇥ


 ). 

no h ideal nilpote  pasti ܫ ൌ ሺ0ሻ
an ܫ ൌ ܫ · ܫ · …ᇣ

  
Setiap ideal l adala n, karena  

(deng · ᇧᇧᇤᇧᇧᇥܫ


 ). Selanjutn en dalam 

ideal nilpoten adalah elemen nilpoten maka dikatakan bahwa setiap 
ideal nilpoten adalah ideal nil. 
 
Definisi 2.4.16 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 

g ܴ yang tidak mempunyai ideal nilpoten tak nol disebut 

ya, karena setiap elem

irin

ir g Kuosien 
 

definisi tentang semiring kuosien. 
ya dibatasi pada ruang lingkup dimana 

ܳ-ideal. Konsep ini sebagai dasar yang nantinya 
opos  dan teorema dalam pembahasan. 

  
 Chaudhari, 2006) 

n ܴ ܫ ൌ א ܳሽ⁄
me
 didefini

ሺݍ  ሻܫ ٛ ሺݍ  ሻܫ ൌ ݍ   ܫ

ሺݍଵ  ሻܫ ٞ ሺݍଶ  ሻܫ ൌ ସݍ   ܫ
dengan 

dengan ܫ.  

Sem
semiprima.  
 
 
2.5 Sem in

Pada bagian ini diberikan 
iringSem  kuosien disini han

dealnya adalah i
digunakan pada suatu pr isi
Berbekal dari Definisi 2.4.9 dan Lema 2.4.11, definisi semiring 
kuosien akan diberikan sebagai berikut. 

Definisi 2.5.1 (Gupta dan
 

Misalkan ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ da ሼݍ  ݍ| ܫ . 
ܴ ⁄ܫ  mbentuk suatu semiring dibawah operasi biner ٛ dan ٞ, 
yang sikan sebagai berikut :  
 

ଵ ଶ ଷ
 

dengan ݍଷ א ܳ adalah elemen tunggal sedemikian sehingga ݍଵ 
ଶݍ  ܫ ك ଷݍ    ܫ
 

 

ସݍ א ܳ adalah elemen tunggal sedemikian sehingga ݍଵݍଶ 
ܫ ك ସݍ  ܴ Maka semiring .ܫ ⁄ܫ  disebut semiring kuosien dari ܴ 
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ikian sehingga 0  ܫ ك ݍ   Maka .ܫ
ݍ  ܴ adalah zero element dari ܫ ⁄ܫ . 

 

Pada bagian ini diberikan definisi dan contoh yang berkaitan 
engan noetherian dan artinian dalam semiring. 

 

a
setiap

ؿ ଷܫ ؿ  ڮ
rdapat suatu bilangan bulat positif ݇ sedemikian sehingga 

Definisi 2.6.2 (Dummit dan Foote, 2002) 

l kanan 

ܫ ൌ ାଵܫ ൌ ାଶܫ ൌ  ڮ
ontoh 2.6.3 
emiring ) adalah noetherian tetapi bukan artinian. 

Bukti : 
 

m

i ݉. Artinya dalam semiring 
menaik yang terbatas 

etapi ditemukan barisan 
 

ۄ1ۃ ـ ۄ2ۃ ـ ۄ4ۃ ـ ۄ8ۃ ـ  ڮ
 

Dengan definisi ܳ-ideal dan Lema 2.4.11, terdapat suatu 
elemen tunggal ݍ א ܳ sedem

 
 
2.6 Noetherian dan Artinian 

d

Definisi 2.6.1 (Dummit dan Foote, 2002) 
Suatu semiring komut tif ܴ disebut noetherian kanan jika untuk 

 barisan menaik dari ideal-ideal kanan 
 

ଵܫ ؿ ଶܫ
 

te
 

ܫ ൌ ାଵܫ ൌ ାଶܫ ൌ  ڮ
 

 

Suatu semiring komutatif ܴ disebut artinian kanan jika untuk setiap 
barisan menurun dari ideal-idea
 

ଵܫ ـ ଶܫ ـ ଷܫ ـ  ڮ
 

terdapat suatu bilangan bulat positif ݇ sedemikian sehingga 
 

C
S ሺԺ, ,·
 

 

Karena ideal-ideal dalam bilangan bulat dapat dibangun (dihasilkan) 
oleh sebarang ele en dalam bilangan bulat itu sendiri, maka dapat 
dibuat suatu barisan menaik sebarang dari ideal-ideal dalam Ժ yaitu 
 

ۄ݉ۃ ؿ ۄ݊ۃ ؿ ڮ ؿ  ۄ1ۃ
 

dimana , ݊ א Ժ dan ݊ adalah faktor dar݉
Ժ dapat dibentuk sebarang barisan ideal-ideal 
ke atas pada ۄ1ۃ. Jadi Ժ adalah noetherian. T
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ingga dari ideal-ideal dalam
sem

Suatu semiring ܴ ൌ ሺԺା  ሼ ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ adalah artinian tetapi 

Bukti : 
Jelas ܫ adalah ideal dalam ܴ jika dan hanya jika : 

ሼ0,1,2
ܫ ൌ Ժା, ata

 

Dalam 
lam ܴ nian. 

Pada ݐ ௧ untuk suatuܫ א Ժା, dapat dibentuk  
 

ܫ ك ଵܫ ك ଶܫ ك  ڮ
dalah barisan menaik yang takhingga dari ideal-ideal dalam 

.                                                  
 

ng noetherian juga 

Ժସ ـ ۄ2ۃ ـ  ۄ0ۃ

ۄ0ۃ ؿ ۄ2ۃ ؿ Ժସ 
 

apat dipandang sebagai barisan menaik dan menurun sejati yang 
juga noetherian.              

 

 

adalah barisan menurun sejati yang takh  
iring Ժ. Sehingga Ժ bukan artinian.                                         

 
4 Contoh 2.6.

∞
bukan noetherian.  
 
 

 

ܫ ൌ , … , ሽݐ ൌ ݐ ௧ untuk suatuܫ א Ժା, atau 
 

u 
 

ܫ ൌ ܴ. 
sebarang kasus tidak ada barisan menurun sejati takhingga 

dari ideal-ideal da . Sehingga ܴ adalah arti
 

 kasus ܫ ൌ ሼ0,1,2, … , ሽݐ ൌ

 

a
semiring ܴ, Sehingga ܴ bukan noetherian

Contoh 2.6.5 
Pada Contoh 2.2.2, ሺԺସ, ,·ሻ adalah semiring ya
artinian. 
 
Bukti : 
 

 Karena
 

dan 

d
berhingga. Sehingga ܴ adalah artinian yang 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 

 Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi dan teorema-

embahasan disini lebih ditekankan pada semiring ߨ-regular kanan. 
 

.1 Radikal Jacobson 
 

Pada bagian ini juga diberikan definisi, contoh dan sifat-sifat 
ang berkaitan dengan radikal Jacobson, diantaranya adalah elemen 
an ideal semiregular kanan. 

 
efinisi 3.1.1 (Bourne, 1951) 
uatu elemen ݎ dalam semiring ܴ dikatakan semiregular kanan (kiri) 
ka terdapat ݎᇱ, "ݎ א ܴ sedemikian sehingga memenuhi ݎ  ᇱݎ 
ᇱݎ ൌ "ݎ  ݎሺ  "ݎݎ  ᇱݎ  ݎᇱݎ ൌ "ݎ    .ሻݎ"ݎ

eorema 3.1.2 
yarat perlu dan cukup bahwa elemen ݎ merupakan semiregular 
anan dari semiring ܴ adalah untuk setiap ݏ א ܴ, terdapat  ݏᇱ, "ݏ א ܴ 
edemikian sehingga ݏ  ᇱݏ  ᇱݏݎ ൌ "ݏ   ."ݏݎ

ukti : 
) Jika ݎ adalah semiregular kanan dari semiring ܴ maka terdapat 

,ᇱݎ "ݎ א ܴ sedemikian sehingga 
 

ݎ  ᇱݎ  ᇱݎݎ ൌ "ݎ   "ݎݎ
 

"ݎ                 "ݎݎ ൌ ݎ  ᇱݎ   .ᇱݎݎ
 

Kalikan kedua ruas dengan ݏ dari sebelah kanan, serta kedua 
ruas ditambah dengan ݏ, maka 
 

ݏ  ሺݎ"  ݏሻ"ݎݎ ൌ ݏ  ሺݎ  ᇱݎ   ݏԢሻݎݎ
 

ݏ      ݏ"ݎݎݏ"ݎ ൌ ݏ  ݏݎ  ݏᇱݎ   ݏԢݎݎ
 

ݏ    ݏ"ݎ  ݏ"ݎݎ ൌ ݏ  ݏᇱݎ  ݏݎ   ݏԢݎݎ
 

ݏ      ݏ"ݎ  ݏ"ݎݎ ൌ ݏ  ݏᇱݎ  ݏሺݎ   ሻݏᇱݎ
 

 

teorema dari radikal Jacobson dan semiring ߨ-regular kanan beserta 
bukti-buktinya. Radikal Jacobson didefinisikan sebagai jumlah dari 
seluruh ideal semiregular kanan dari semiring ܴ. Namun pada 
p

3

y
d

D
S
ji
ݎ
 
T
S
k
s
 
B
 

(ฺ
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dengan memisalkan ݏᇱ ൌ "ݏ dan ݏ"ݎ ൌ ݏ   diperoleh ,ݏԢݎ
ݏ  ᇱݏ  ᇱݏݎ ൌ "ݏ        ."ݏݎ

)  Misalkan ݏ  ᇱݏ  ᇱݏݎ ൌ "ݏ  ݏ untuk setiap ,"ݏݎ א ܴ dan 
suatu ݏᇱ, "ݏ א ܴ. Secara khusus dapat dipilih ݏ ൌ ݎ א ܴ sede-
mikian sehingga diperoleh 
 

ݎ                                            ᇱݏ  ᇱݏݎ ൌ "ݏ   ."ݏݎ
 

Kemudian, menurut Definisi 3.1.1, ݎ adalah semiregular kanan 
dari semiring ܴ.                                                                         
                                                                                                                              

efinisi 3.1.3 (Bourne, 1951) 
uatu ideal kanan (kiri) ܫ dalam semiring ܴ dikatakan ideal semire-
ular kanan (kiri), jika setiap sepasang elemen ݅ଵ, ݅ଶ א  terdapat ,ܫ

ଵ, ݆ଶ א sedemikian sehingga berlaku ݅ଵ ܫ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶ ൌ ݅ଶ 
݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵ ሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݆ଶ  ݆ଶ݅ଵ  ݆ଵ݅ଶሻ.  

ontoh 3.1.4 
ada Co

ଶ ٖ ݆ଶ ൌ ݅ଶ ْ ݆ଶ ْ ݅ଵ ٖ ݆ଶ ْ ݅ଶ ٖ ݆ଵ. 
ٖ ݆  

 

ଶ ଶ

• ݅ ْ ݆ ْ ݅ ٖ ݆ ْ ݅ ٖ ݆ଵ 

ingga ݅ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ଶ ଶ
݅ ٖ ݆ଶ ْ ݅ଶ ٖ ݆ଵ.                                                                    

n, suatu ideal dalam semiring ܴ disebut semiregular 
jika ideal tersebut adalah semiregular kanan dan semiregular kiri 
(Bourne, 1951). 
 

  
(ู

D
S
g
݆

݆ଵ݅ଵ  ݆ଶ݅ଶ ൌ ݅ଶ 
 
C
P ntoh 2.4.2, ܫ adalah semiregular kanan. 
 
Bukti : 
 

Ambil sebarang ݅ଵ, ݅ଶ א  kemudian akan ditentukan sepasang ,ܫ
elemen ݆ଵ, ݆ଶ א  sedemikian sehingga berlaku ܫ
 

݅ଵ ْ ݆ଵ ْ ݅ଵ ٖ ݆ଵ ْ ݅
 

• ݅ ْ ݆ ْ ݅ ٖ ݆ ْ ݅ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ

               ൌ ,ሼ݅ଵݔܽ݉ ݆ଵ, ݉݅݊ሼ݅ଵ, ݆ଵሽ , ݉݅݊ሼ݅ଶ, ݆ଶሽሽ 
 

               ൌ ,ሼ݅ଵݔܽ݉ ݆ଵ, ݉݅݊ሼ݅ , ݆ ሽሽ 
 

ଶ ଶ ଵ ଶ ଶ
 

                     ൌ ,ሼ݅ଶݔܽ݉ ݆ଶ, ݉݅݊ሼ݅ଵ, ݆ଶሽ , ݉݅݊ሼ݅ଶ, ݆ଵሽሽ. 
 

Dengan demikian, untuk sebarang ݅ଵ, ݅ଶ א ,pasti ditemukan ݆ଵ ܫ ݆ଶ א
sedemikian seh ,ܫ  ْ ݆ ْ ݅ ٖ ݆ ْ ݅ ٖ ݆ ൌ ݅ ْ ݆ ْ

          ଵ
 

 Kemudia
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(2.1) 

(2.2) 

ܴ, maka
iregular kanan. 

כ

ଵ, ݅ଶ
 

݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶ ൌ ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵ. 
 

Jika ݅ଵ
,כ ݅ଶ

כ א maka ሺ݅ଵ כܫ
כ  ݅ଵ

ଵ݆כ  ݅ଶ
,ଶሻ݆כ ሺ݅ଶ

כ  ݅ଶ
ଵ݆כ  ݅ଵ

ଶሻ݆כ א
݆ juga ideal semiregular kanan, terdapat כܫ Karena .כܫ ,כ ݆ כ א  כܫ
sehing
 

ሺ݅ଵ
כ  ݅ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ሺ ଵ ଵ

ଵ݆כ  ݅ ଶሻ݆ଵ݆כ
כ  ሺ݅ଶ

כ 
݅ଶ

ଵ݆כ  ݅ଵ
ଶሻ݆ଶ݆כ

 כ
 

         ൌ ሺ݅ଶ
כ  ݅ଶ

ଵ݆כ  ݅ଵ
ଶሻ݆כ  ݆ଶ

כ  ሺ݅ଵ
כ  ݅ଵ ݆ଵ  ݅ଶ

ଶሻ݆ଶ݆כ
כ 

              ሺ݅ଶ
כ  ݅ଶ

ଵ݆כ  ݅ଵ
ଶሻ݆כ  ݆ଵ

 .כ
 

Ambil כ  ݅ଶ
ሻכ  .כ

 

ሺ ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ሻ ଶ  ݆ଶ ଵ݆ଶ
כ  ݆ଶ݆ଵ

ሻכ א

ሺ݅ଵ  ሺ݆ଵ  ݆ଵ
כ  ݆ଵ

כ 
݆כ1݆1݆   ሻכ݆2݆1כ݆1݆2כ
 

        ൌ ሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶሻ  ሾሺ݅ଵ
כ  ݅ଵ

ଵ݆כ  ݅ଶ
ଶሻ݆כ ݆ଵ

כ 
      
ሺ݅ଵ 
 

 כ1݆
ሺ݅ଶ  ݆ଶ
 

        ൌ ሺ݅ଶ  ݅ଶ
ሻכ  ሺ݆ଶ  ݆ଶ

כ  ݆ଵ݆ଶ
כ  ݆ଶ݆ଵ  ሺ݅ଵ  ݅ଵ

ሻሺ݆ଶכ 
ሻ݆1݆1כሺ݅2݅2כ݆2݆1כ݆1݆2כ2݆                .כ݆2݆2כ1݆1݆

                                      .adalah semiregular kanan כ
 

Lema 3.1.5 
Jika ܫ dan כܫ adalah ideal semiregular kanan dari semiring  
ܫ  adalah ideal sem כܫ
 
Bukti : 
 

Diketahui ܫ dan ܫ  ideal semiregular kanan, maka sebarang pasangan 
݅ א ,terdapat ݆ଵ ܫ ݆ଶ א  sedemikian sehingga ܫ

ଵ ଶ
ga 

݆כ  ݅ ݆כ ሻ  ݆ כ  ݅ כ  ݅ ଶ

כ

 sebarang ሺ݅ଵ  ݅ଵ ሻ, ሺ݅ଶ א ܫ  ܫ
݆  ݆ כ  ݆ ݆ כ  ݆ ݆ כ , ሺ݆ כ  ݆ ܫ   Pilih כܫ

maka 
 

݅ଵ
ሻכ   ݆ଵ݆ଵ

כ  ݆ଶ݆ଶ
ሻכ  ሺ݅ଵ  ݅ଵ

ሻሺ݆ଵכ
ሻሺ݆2݆2כሺ݅2݅2כ2݆2


            כ2݆2݆כ1݅1݆כ݅2כ݅2כ2݆1݆כ1݅2݆כ݅1כ1݅      

݆  ݅ ݆  ݅ ݆ ሻ݆ כ  ሺ݅  ݆  ݅ ݆  ݅ଶ݆ଵሻ݆ଶ
ଵ  כ ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ

 (2.2), diperoleh dengan menggunakan (2.1) dan
 

        ൌ ሺ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵሻ  ሾሺ݅ଶ
כ  ݅ଶ

ଵ݆כ  ݅ଵ
ଶሻ݆כ  ݆ଶ

כ 
2݆כ1݅1݆כ݅2כ݅2כ2݆2݆כ1݅2݆כ݅1כ1݅                        

 ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵሻ݆ଵ
כ  ሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶሻ݆ଶ

  כ
ሻכ
כ

 

Sehingga ܫ  ܫ
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(2.4) 

(2.3) 

eorema 3.1.6 
ari semua ideal semiregular kanan dalam semiring ܴ adalah 

 

 adalah jumlah dari semua ideal semiregular kanan dalam ܭ
iring ܴ. Menurut Lema ,  adalah ideal semiregular kanan. 

Jika ݇ଵ, ݇ଶ א ,ݎmaka ݇ଵ ܭ ݇ଶݎ א ݎ untuk setiap ܭ א ܴ dan terdapat 
݇ଷ, ݇ସ א  sedemikian sehingga ܭ
 

݇ଷ  ሺ݇ଵݎሻ݇ଷ  ଶݎ  ݇ସ  ሺ݇ଵݎሻ݇ସ  ሺ݇ଶݎሻ݇ଷ 

݇ଵݎ  ݇ଷ  ݇ଵ݇ݎଷ  ݇ଶ݇ݎସ ൌ ݇ଶݎ  ݇ସ  ݇ଵݎ ସ  ݇ଶ݇ݎଷ. 

kanan, s
dari sebelah kanan, maka 

ሺ݇ଵݎ  ݇  ݇ ݇ݎ  ݇ ݇ݎ ሻ݇

ଷ ଵ ଵ ଷ ଵ ଶ ସ ଵ
ൌ ଵ݇ݎଶ݇ݎ  ସ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଵ݇ݎଵ݇ݎ   ଷ݇ଵ݇ݎଶ݇ݎ


 ݇ଶ݇ݎଷሻ݇ଶ 

ݎ  ݇ସ  ݇ଵ݇ݎସ  ݇ଶ݇ݎଷሻ݇ଶ

 ݎଶ݇ݎ ଶ  ଵ݇ݎ
ൌ ଶ݇ݎଵ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎଵ݇ݎ   ସ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ

 

bahkan (2.3) dengan (2.4) maka 

ଵ ݇ଵ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎଵ݇ݎ  ସ݇ݎଶ݇ݎ ଵ
 ସ݇ଶ݇ݎଵ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ

ସ݇ଵ݇ݎ  ݎ ଷ݇ଵ݇ݎଶ݇ݎ
 ଶ݇ݎଵ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎଵ݇ݎ   ସ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ

 

T
Jumlah d
ideal dua sisi semiregular kanan. 
 
Bukti : 
Misalkan 
sem  3.1.5 ܭ 

݇ଵݎ  ሺ݇ଶݎሻ݇ସ ൌ ݇
 

݇
 

Kalikan kedua ruas dengan ݎ dari sebelah kiri dan ݇ଵ dari sebelah 
erta kalikan kedua ruas dengan ݎ dari sebelah kiri dan ݇ଶ 

 
ݎ ଷ ଵ ଷ ଶ ସ ଵ

ൌ ݎሺ݇ଶݎ  ݇ସ  ݇ଵ݇ݎସ  ݇ଶ݇ݎଷሻ݇ଵ 
 

   ଵ݇ݎଵ݇ݎ  ݇ݎ ݇  ݇ݎ ݇ݎ ݇  ݇ݎ ݇ݎ ݇          

 

dan 
ݎሺ݇ଵݎ  ݇ଷ ݇ଵ݇ݎଷ  ݇ଶ݇ݎସሻ݇ଶ

ൌ ݎሺ݇ଶݎ  ݇ସ  ݇ଵ݇ݎସ
 

 ሺ݇ଶݎ
ൌ ݎሺ݇ଵݎ  ݇ଷ  ݇ଵ݇ݎଷ  ݇ଶ݇ݎସሻ݇ଶ 

 

݇ଶ  ସ݇݇ݎ ସ݇ଶ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ

Tam
 

݇ݎ ݎ ݇  ଶ݇ݎଶ݇ݎ  ସ݇ଶ݇ݎ

ൌ ଵ݇ݎଶ݇ݎ  ݇ଵ݇ݎସ݇ଵ 
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(2.5) 

 ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶ݇ݎ  ଵ݇ݎଵ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎଵ݇ݎ  ସ݇ଶ݇ݎଵ݇ݎ  ସ݇ଵ݇ݎଶ݇ݎ
 ଶ݇ݎଶ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ
ൌ ଷ݇ଶ݇ݎ  ସ݇ଵ݇ݎ  ଵ݇ݎଶ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎଶ݇ݎ
 ସ݇ଶ݇ݎଶ݇ݎ  ଶ݇ݎଵ݇ݎ  ଵ݇ݎ ݇ଷ݇ଶ   ସ݇ଵ݇ݎଵ݇ݎ

ଷ݇ଵ  ସ݇ଶሻ݇ݎ  ଵ݇ݎଵሺ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶሻ݇ݎ
 ସ݇ଵ݇ݎଶሺ݇ݎ  ଶ݇ݎ  ଷ݇ଶሻ݇ݎ
ൌ ሺ݇ݎଷ݇ଶ  ସ݇ଵሻ݇ݎ  ଵ݇ݎଶሺ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶሻ݇ݎ
 ଶ݇ݎଵሺ݇ݎ  ଷ݇ଶ݇ݎ   ସ݇ଵሻ݇ݎ

 
 

mbah ሺ݇ݎଵ   ଶሻ, diperoleh݇ݎ
 

 ଶ݇ݎ  ሺ݇ݎଵ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶሻ݇ݎ  ଵ݇ݎଵሺ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶሻ݇ݎ
 ସ݇ଵ݇ݎଶሺ݇ݎ  ଶ݇ݎ  ଷ݇ଶሻ݇ݎ
ൌ ଵ݇ݎ  ሺ݇ݎଶ  ଷ݇ଶ݇ݎ  ସ݇ଵሻ݇ݎ

݇ଵሺ݇ݎଶ  ଷ݇ଶ݇ݎ
  ସ݇ଵሻ݇ݎ

 

Karena ሺ݇ݎଵ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ,ସ݇ଶሻ݇ݎ ሺ݇ݎଶ  ଷ݇ଶ݇ݎ  ସ݇ଵሻ݇ݎ א  ini ,ܭݎ
berarti bahwa ܭݎ adalah semiregular kanan dan ܭݎ ك ܭ Sehingga .ܭ

ܴ. Diketahui ܭ merupakan ideal 
kanan dalam semiring ܴ, berarti ܭ adalah ideal dua sisi semiregular 

nan.                                                                                                             
 

mud  
emiring ܴ adalah ideal dua sisi semiregular kiri. 

Jacobon beserta sifat-sifatnya. 
                                                           

.1

a 3.1.
Jika ݅ଵ dan ଶ  kanan ܫ dari ܴ, dan jika 

݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶ ൌ ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵ 
dan  

ݎ
 

 ሺ݇ݎ

Kedua ruas dita

 ଵ݇ݎଶሺ݇ݎ  ଷ݇ଵ݇ݎ  ସ݇ଶሻ݇ݎ  ݎ

 
juga ideal kiri dalam semiring 

ka
 
 Ke ian, jumlah dari semua ideal semiregular kiri dalam
s
 

Selanjutnya jumlah dari semua ideal semiregular kanan (kiri) 
dalam semiring ܴ dikenal dengan radical Jacobson kanan (kiri). Beri-

ut ini didefinisikan suatu radikal k
              

efinisi D 3 .7 (Bourne, 1951) 
Suatu radikal Jacobson kanan (kiriሻ dari semiring ܴ adalah jumlah 
dari semua ideal semiregular kanan (kiri) dalam semiring ܴ.  
 
Lem 8 

 ݅  termuat dalam ideal
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݇ଵ

 
݇ଵ  ݆ଶ  ݈ ൌ ݇ଶ  ݆ଵ  ݈. 

Bukti : 
 

ଵ  ሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶሻ  ݇ଵሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶሻ
 ݇ଶሺ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵሻ
ൌ ݆ଵ  ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶሻ
 ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶሻ݆ଵ  ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଶ݅ଵ
 ݇ଵ݅ଶሻ݆ଶ 

 

dengan (2.5) dan (2.6) maka diperoleh 
݇ଵ  ሺ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵሻ  ݇ଵሺ݅ଶ  ݆ଶ  ݅ଵ݆ଶ  ݅ଶ݆ଵሻ

 ݇ଶሺ݅ଵ  ݆ଵ  ݅ଵ݆ଵ  ݅ଶ݆ଶሻ
ൌ ݆ଵ  ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଶ݅ଵ  ݇ଵ݅ଶሻ
 ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଶ݅ଵ  ݇ଵ݅ଶሻ݆ଵ  ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ
 ݇ଶ݅ଶሻ݆ଶ 

݇ଵ  ݆ଶ  ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶሻ݆ଶ  ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଵ݅ଶ  ݇ଶ݅ଵሻ݆ଵ
 ݅ଶ  ݇ଵ݅ଶ  ݇ଶ݅ଵ
ൌ ݇ଶ  ݆ଵ  ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଶ݅ଵ  ݇ଵ݅ଶሻ݆ଵ
 ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶሻ݆ଶ  ݅ଶ  ݇ଶ݅ଵ  ݇ଵ݅ଶ. 

 

݈ ൌ ሺ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଵ݅ଶ  ݇ଶ݅ଵሻ݆ଵ  ሺ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶሻ݆ଶ  ݅ଶ
 ݇ଶ݅ଵ  ݇ଵ݅ଶ. 

 

Maka persamaan diatas menjadi 
݇ଵ  ݆ଶ  ݈ ൌ ݇ଶ  ݆ଵ  ݈, 

 

dengan ݈ א                                                                                        .ܫ
 
Lema 3.1.9 

 Jacobson kanan dari semiring ܴ adalah ideal semire

(2.6) ݅ଵ  ݇ଵ  ݇ଵ݅ଵ  ݇ଶ݅ଶ ൌ ݅ଶ  ݇ଶ  ݇ଶ݅ଵ  ݅ଶ, 
 

dengan ݆ଵ, ݆ଶ, ݇ଵ, ݇ଶ א ݈ maka terdapat suatu elemen ,ܫ א -sedemi ܫ
kian sehingga berlaku
 

 

݇

 

 

sehingga 
 

 

Misalkan 

 

Suatu radikal -
gular kiri. 
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Bukti : 
 

Misalkan ܭ adalah radikal Jacobson kanan dari semiring ܴ. Menurut 
Teorema 3.1.6, ܭ adalah ideal kiri. Misalkan ݎଵ,  ଶ sebarang elemenݎ
dalam ܭ. Karena ܭ semiregular kanan, maka terdapat ݏଵ, ଶݏ א  ܭ
sedemikian sehingga 
 

ଵݎ  ଵݏ  ଵݏଵݎ  ଶݏଶݎ ൌ ଶݎ  ଶݏ  ଶݏଵݎ   .ଵݏଶݎ

ଶ  ݏ

ଵ  ଵݎ  ݏ ݐ  ݏ ݐ  ݐ  ݒ ൌ ሺݏ  ݐ  ݏ ݐ  ݏ ݐ ሻ  ݎ   ݒ
 

ଵ

ଶ ଵ ଶ ଶݐଵ 
  ൌ ଶݏ  ଶݎ  ଶݐଵݏ  ଵݐଶݏ  ଵݐ   .ݒ

  ሻݒ
 ଵݐଵݏ  ଶݐଶݏ  ଵݐ  ሻݒ  ଵݎଵݏ  ଵݎଶݏ  ଶݎଶݏ  ݒଵݏ

   ൌ ሺݏଶ  ଶݎ  ଶݐଵݏ  ଵݐଶݏ  ଵݐ  ݒ  ݎଵݏ  ଵݎଶݏ  ଶݎଶݏ  ݒଵݏ
  ݒଶݏ

ଶݏ  ଶݎ  ଶݐଵሺݏ  ଵݎ  ሻݒ  ଵݐଶሺݏ  ଶݎ  ሻݒ  ଵݎଶݏ  ଵݐ   ݒ
 

 ଶݎ  ଵݐଵሺݏ  ଵ 
ଶ ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ଶ ଶݏ ଵ ଵ

 

   ൌ ଶݏ  ଶݎ  ଶݎଵݏ  ݎଶݏ  ሺݏଵݐଵ  ଶݐଶݏ  ଵݎଶݏ  ݒଵݏ  ݒଶݏ  ଵݐ
  .ሻݒ

ݑ ൌ ଵݐଵݏ  ଶݐଶݏ  ଵݎଶݏ  ݒଵݏ  ݒଶݏ  ଵݐ  -Maka per .ݒ
samaan diatas menjadi 
 

ଵݏ  ଵݎ  ଵݎଵݏ  ଶݎଶݏ  ݑ ൌ ଶݏ  ଶݎ  ଶݎଵݏ  ଵݎଶݏ   ݑ
 

 

Dan 
 

ଵݏ  ଵݐ  ଵݐଵݏ  ଶݐଶݏ ൌ ଶݏ  ଶݐ  ݐଵݏ ଶݐଵ, 
 

dengan ݐଵ, ଶݐ א  .ܭ
 

Dengan Lema 3.1.8, terdapat suatu elemen ݒ א -sedemikian sehing ܭ
a berlaku g

 

ଵݐ  ଶݎ  ݒ ൌ ଶݐ  ଵݎ   .ݒ
 

Oleh karena itu 
 

ݏ ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ଵ ଵ ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ

                                                          ൌ ሺݏଶ  ଶݐ  ଶݐଵݏ  ଵሻݐଶݏ  ଵݎ   ݒ
 

                                                          ൌ ଶݏ  ሺݐଶ  ଵݎ  ሻݒ  ଶݐଵݏ  ݐଶݏ  
 

 ሻݒ  ݏ ݐ  ൌ                                                          ݏ ଶݏ  ሺݐଵ  ݎ
 

                                                        
 

Kemudian 
 

ଵݏ  ଵݎ  ଵݎଵݏ  ଶݎଶݏ  ሺݏଵݐଵ  ଶݐଶݏ  ଵݎଶݏ  ݒଵݏ  ݒଶݏ  ଵݐ
 

     ൌ ሺݏଵ  ଵݎ
  ݒଶݏ

 

ሻ  ଵ

 

     ൌ
     ൌ ଶݏ ଶݎ  ሻݒ  ଶݐଶሺݏ  ଵݎ  ሻݒ  ݎଶݏ ଵݐ   ݒ
 

     ൌ ଶݏ  ଶݎ  ଶݎଵݏ  ݏ ݎ  ሺݏ ݐ  ݏ ݒ  ݏ ݐ  ݏ ݒ  ݎ  ݐ
  ሻݒ

  ଵ

 

Misalkan 
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dengan ݑ א  .ܭ
Dengan demikian ܭ adalah ideal semiregular kiri.                            
          
Lema 3.1.10 
Suatu radikal Jacobson kiri dari semiring ܴ adalah ideal semiregular

Bukti : 
 

Misalkan ܭԢ adalah radikal Jacobson kiri dari semiring ܴ. Karena 
radikal Jacobson kiri dari semiring ܴ adalah ideal dua sisi semiregu-
lar kiri, maka ܭԢ adalah ideal kanan. Misalkan ݈ଵ, ݈ଶ sebarang elemen 

,Ԣ semiregular kiri, maka terdapat ݉ଵܭ Ԣ. Karenaܭ  ݉ଶ א ܭ
n sehingga 

݈ଵ  ݉ଵ  ݉ଵ݈ଵ  ݉ଶ݈ଶ ൌ ݈ଶ  ݉ଶ  ݉ଶ݈ଵ  ݉ଵ݈ଶ. 
 

Dan 
 

݉ଵ  ݊ଵ  ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ ൌ ݉ଶ  ݊ଶ  ݊ଶ݉ଵ  ݊ଵ݉ଶ, 
 

݊ , ݊ଶ א  .Ԣܭ
ma 3.1.8, terdapat suatu elemen  א -Ԣ sedemikian sehiܭ

ngga berlaku 
 

݊ଵ  ݈ଶ   ൌ ݊ଶ  ݈ଵ   .

݉ଵ  ݈ଵ  ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ ݊ଵ   
     

                            ൌ ሺ݉ଶ  ݊ଶ  ݊ଶ݉ଵ  ݊ଵ݉ଶሻ  ݈ଵ   
       ൌ ݉  ሺ݊  ݈  ሻ  ݊ ݉ଵ  ݊ ݉  

ଵ

          ൌ ݉ଶ  ݈ଶ  ݊ଶ݉ଵ  ݊ଵ݉ଶ  ݊ଵ   .
n 

ଵ ଶ ଶ
ଵ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଵ  ݊ଵ݉ଶ  ݊ଵ  ሻ  ݈ଵ݉ଵ  ݈ଵ݉ଶ  ݈ଶ݉ଶ
 ଵ݉   ଶ݉

 
kanan. 
 

dalam Ԣ 
sedemikia
 

dengan ଵ
 

Dengan Le

 

Oleh karena itu 
 


 

                         ൌ ሺ݉ଵ  ݊ଵ  ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶሻ  ݈ଵ   
 

  
 

                       ଶ ଶ ଵ ଶ ଵ ଶ
 

                              ൌ ݉ଶ  ሺ݊ଵ  ݈ଶ  ሻ  ݊ଶ݉  ݊ଵ݉ଶ 
 

                    
 

Kemudia
 

݉ଵ  ݈ଵ  ݈ଵ݉ଵ  ݈ଶ݉ଶ  ሺ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ  ݈ଵ݉ଶ  ଵ݉  ଶ݉
 ݊ଵ   ሻ

 

     ൌ ሺ݉  ݈ଵ  ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ  ݊ଵ  ሻ  ݈ଵ݉ଵ  ݈ଵ݉ଶ  ݈ ݉
 ݉  ݉  

 

   ൌ ሺ݉  ݈  ݊ ݉  
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     ൌ ݉ଶ  ݈ଶ  ሺ݊ଶ  ݈ଵ  ሻ݉ଵ  ሺ݊ଵ  ݈ଶ  ሻ݉ଶ  ݈ଵ݉ଶ  ݊ଵ
  

ଵ  

ଶ ݈ଶ  ݈ଶ݉ଵ  ݈ଵ݉ଶ  ሺ݊ଵ݉ଵ  ଵ݉  ݊ଶ݉ଶ  ଶ݉
 ݈ଵ݉ଶ  ݊ଵ   ሻ
݈ଶ݉ଵ  ݈ଵ݉ଶ  ሺ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ  ݈ଵ݉ଶ  ଵ݉
 ଶ݉  ݊ଵ   .ሻ

Misalkan  ൌ ݊ଵ݉ଵ  ݊ଶ݉ଶ  ݈ଵ݉ଶ  ଵ݉  ଶ݉  ݊ଵ  Ma .
maan diatas menjadi 

 

݉ଵ  ݈ଵ  ݈ଵ݉ଵ  ݈ଶ݉ଶ   ൌ ݉ଶ  ݈ଶ  ݈ଶ݉ଵ  ݈ଵ݉ଶ   
 

 א  .Ԣܭ
Dengan demikian ܭԢ adalah ideal semiregular kanan.                     

11 
 Jacobson kanan dari semiring ܴ adalah radikal Jacob-

son kiri dari semiring ܴ. 
 
 

Misalkan ܭ dan ܭԢ masing-masing adalah radikal Jacobson kanan 
Jacobson kiri dari semiring ܴ. Lema 3.1.9 mengaki-

batkan bahwa ܭ ك  Ԣ. Kemudian, Lema 3.1.10 mengakibatkanܭ
bahwa ܭԢ ك ܭ Sehingga .ܭ ൌ  Ԣ. Dengan demikian terbukti bahwaܭ

semiring ܴ adalah radikal 
Jacobson kiri dari semiring ܴ.                                                            
 
Definisi 3.1.12 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
 

Radikal Jacobson kanan dari semiring ܴ sama dengan radikal 
kiri dari semiring ܴ (lihat Teorema 3.1.11)

e dari semiring ܴ, dinotasikan 
 semiregular kanan dari ܴ atau disebut ideal 

dua sisi semiregular kanan dari ܴ.  

 

     ൌ ݉ଶ  ݈ଶ  ሺ݊ଵ  ݈ଶ  ሻ݉ଵ  ሺ݊ଶ  ݈ ሻ݉ଶ  ݈ଵ݉ଶ  ݊ଵ
  

 

   ൌ ݉   
 

     ൌ ݉ଶ  ݈ଶ 
 

ka 
persa

dengan 
   

 
a 3.1.Teorem

Suatu radikal

Bukti : 

dan radikal 

suatu radikal Jacobson kanan dari 

Jacobson  dan disebut
radikal Jacobson-Bourn dengan ܬሺܴሻ. 
ሺܴሻ juga disebut idealܬ

 

 
Definisi 3.1.13 (Bourne, 1951) 

semiring ܴ disebut semisimpel jika ܬሺܴሻ ൌ ሺ0ሻ. Suatu 
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n ܴ ൌ ሺԺ , ,·ሻ. Maka ܴ adalah semisimpel. 

dalam ܴ
m 

 Maka, tanpa mengurangi .(ܫ
perumuman (generalitas), dapat mengasumsikan bahwa terdapat 

א sedemikian sehingga ܽଵ ܫ  3  ܽଶ. Sesuai definisi ideal 
semiregular kanan, maka terdapat ݎଵ, ଶݎ א  sedemikian sehingga ܫ
 

ܽଵ  ଵݎ  ܽଵݎଵ  ܽଶݎଶ ൌ ܽଶ  ଶݎ  ܽଵݎଶ  ܽଶ ଵ. 

ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ െ ܽଵ ଵ

ksi. Jadi, ܫ ൌ ሼ0ሽ adalah satu-
a ideal semiregular kanan dari semiring ܴ. Sehingga dapat 

wa ܬሺܴሻ ൌ ሺ0ሻ.                                                         
 

5 (Bourne, 1951) 
iring ܴ disebut semiring radikal jika ܬሺܴሻ ൌ ܴ

 
Contoh 3.1.16 

ܴ ൌ ሺሼ0, 1, 2, … , ݊ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ. Maka ܴ adalah semiring 
radikal. 
 

 adalah ideal dari ܴ dan misalkan ܽଵ, ܽଶ א  Maka dapat .ܫ
dipilih ݎଵ ൌ ଶݎ ൌ ,ሼܽଵ ݔܽ݉ ܽଶሽ א  sedemikian sehingga ܫ
 

ܽଵ ْ ଵݎ ْ ሺܽଵ ٖ ଵሻݎ ْ ሺܽଶ ٖ ଶሻݎ
ൌ ܽଶ ْ ଶݎ ْ ሺܽଵ ٖ ଶሻݎ ْ ሺܽଶ ٖ  ଵሻݎ

 

ܫ adalah semiregular kanan. Karena ܫ ,3
sebarang ideal dari ܴ maka setiap ideal dari ܴ adalah semiregular 
kanan. Menurut Definisi 3.1.7, Teorema 3.1.11, dan Definisi 3.1.12
ሺܴሻܬ ൌ ܴ.                                                                                            

Contoh 3.1.14 
Misalka ା

 
Bukti : 
 

Karena ܫ ൌ ሼ0ሽ adalah ideal dalam semiring ܴ. Maka persamaan 
berikut terpenuhi 
 

0  0  0 · 0  0 · 0 ൌ 0  0  0 · 0  0 · 0. 
 

Sehingga ܫ ൌ ሼ0ሽ adalah ideal semiregular kanan . 
Kemudian, andaikan terdapat ideal semiregular kanan dala

iring ܴ selain ideal nol (sebut saja sem

ܽଵ, ܽଶ

ݎ
 

Dengan demikian 
 

ሺܽଶ െ ܽ െ 1ሻݎ ൌ ሺܽ െ ܽ ሻ  ሺܽ െ 1ሻݎ  
 

ang menghasilkan suatu kontradiy
satuny
disimpulkan bah

Definisi 3.1.1
Suatu sem . 

Misalkan 

Bukti : 
 

 Misalkanܫ

menurut Definisi 3.1.  
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 regular (Kanan) dan Regular (Kanan)-࣊ 3.2
 

Disini dibahas suatu semiring yang mempunyai sifat dimana
setiap elemennya adalah ߨ-regular (kanan) atau regular (kanan) yang 
dikenal dengan semiring ߨ-regular (kanan) atau semiring regular

 
Definisi 3.2.1 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
Suatu elemen ܽ dari semiring ܴ disebut elemen ߨ-regular kanan jika 
terdapat ݔ, ݕ א ܴ dan bilangan bulat positif ݊ sedemikian sehingga 
 

                     ܽ  ܽାଵݔ ൌ ܽାଵݕ.  
ng ߨ-regular kanan jika setiap elemennya 

men ߨ-regular kanan. 

3.2.2 upta dan Chaudhari, 2006) 

rdapat ݔ, ݕ א ܴ dan bilangan bulat positif ݊ sedemikian sehingga 
    . 

3.2.3 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
i , 

 adala

e

ya adalah elemen regular. 

nan
adal

itan dengan semiring ߨ-regular 

 

 
(kanan).  

                     
 

Semiring ܴ disebut semiri
adalah ele
 
Definisi  (G
Suatu elemen ܽ dari semiring ܴ disebut elemen ߨ-regular jika 
te
 

ܽ  ܽ ܽݔ ൌ ܽ ܽݕ
 

Semiring ܴ disebut semiring ߨ-regular jika setiap elemennya adalah 
elemen ߨ-regular. 
 
Definisi 
Dari Defin si 3.2.1 jika  ݊ ൌ 1 maka ܽ disebut elemen regular kanan 
dari semiring ܴ. Semiring ܴ disebut semiring regular kanan jika 
setiap elemennya h elemen regular kanan. 
 
Definisi 3.2.4 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
Dari Definisi 3.2.2, jika ݊ ൌ 1 maka ܽ disebut el men regular dari 
semiring ܴ. Semiring ܴ disebut semiring regular jika setiap elemen-
n
 

Dari definisi-definisi diatas, dapat dikatakan bahwa suatu 
semiring regular (kanan) merupakan kasus khusus dari semiring ߨ-
regular (kanan). Dengan kata lain, setiap semiring regular (ka ) 

ah semiring ߨ-regular (kanan). Berikut diberikan contoh - contoh 
serta teorema-teorema yang berka

anan). (k
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isalkan ܴ ൌ ሺሼ0,1ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ dan ܯ ൌ ሼ൫ܽ൯
ଶൈଶ

|ܽ א ܴሽ. Di-
u operasi penjumlahan dan perkalian pada himpunan 

berikut : 
ܣ  ܤ ൌ ൫ܽ൯  ൫ܾ൯ ൌ ൫ܽ ْ ܾ൯ 

              

                                                                     ൌ ሺܽଵ ٖ ܾଵ ْ ܽଶ ٖ ܾଶሻ 

ܾ ൌ ݉

ሻ, ܥ ൌ
   a meliha

 

ሺܽ ْ ܾሻ א  ,ܯ

(ii)  ሺܣ  ሻܤ  ܥ ൌ ቀ൫ܽ ْ ܾ ൯ ْ ܿ ቁ 

       ൌ ܣ 
(iii)  ܣ  ܤ ൌ ൫ܽ ْ ܾ ൯ ൌ ൫ܾ ْ ܽ൯ 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka ሺܯ, ሻ merupakan semigrup 
. 

Contoh 3.2.5 
 

M
definisikan suat
 sebagai ܯ

ܤܣ                    ൌ ൫ܽ൯൫ܾ൯       ൌ ( )ik kj
k

a b
=
∑  

2

1

  
 

dengan ܽ ْ ,ሼܽ ݔܽ ܾሽ dan ܽ ٖ ܾ ൌ ݉݅݊ ሼܽ, ܾሽ. Didefinisikan 
juga ∑ ܽ ൌ ܽଵ ْ ܽଶ

ଶ
ୀଵ . Maka ܯ adalah semiring regular. 

 
Bukti : 
 

Ambil sebarang ܣ ൌ ሺܽሻ, ܤ ൌ ሺܾ ሺܿሻ א  ଶൈଶሺܴሻ, denganܯ
, ܾ , ܿ א ܴ dan ݅, ݆ א ሾ1,2ሿ sert t Contoh 2.3.5 maka : ܽ

(1) (i) ܣ  ܤ ൌ
 

  

                                  ൌ ቀܽ ْ ൫ܾ ْ ܿ൯ቁ  
                           ሺܤ   ,ሻܥ

 

                       ൌ ܤ   .ܣ
 

komutatif
2

1
( )ik kj

k
AB a b

=

= ∈∑ , M(2) (i) 

(ii) 
1 1

( ) ( )il lk kj
k l

2 2

AB C
= =

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ a b c⎛ ⎞

=
 

2 2

1 1
( )il lk kj

k l
a b c

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 



2 2

1 1
( )il lk kj

k l
a b c

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟

.

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 
2 2⎛ ⎞⎛ ⎞

1 1l k= =  
2 2

1 1
( )il lk kj

l k
a b c

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 

( )il lk kja b c= ⎜ ⎟⎜ ⎟∑ ∑
⎝ ⎠⎝ ⎠

( )A BC=
 Dari (i) dan (ii) maka ሺܯ,·ሻ merupakan semigrup. 

 

(3) ( ) ( )( )ij ij ijA B C a b c+ = ⊕
 2

( )a b c⎛ ⎞
= ⊕⎜ ⎟∑  

1
ik ik kj

k=⎝ ⎠
2⎛

1
ik kj ik

k=⎝
( ) ( kja c b c= ⊕⎜ ⎟∑  )⎞

⎠

⎠

2 2

( ) ( )ik kj ik kja c c⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑ ∑  

1= =1k k
b

⎝ ⎠ ⎝
.AC BC= +

 D ngan cara  e  yang sama akan diperoleh 
.( )A B C AB AC+ = +    

Dari (1), (2), dan (3) maka ܯ merupakan suatu semiring.  

ian akan ditentukan 
ikian sehingga 

2) dan (3) diatas, 
isini akan dicek pada entri ke-(i,j) untuk kesamaan matrik, 

sehingg

 

Sekarang  akan ditunjukkan bahwa ܯ merupakan regular. 
Ambil sebarang ܣ ൌ ሺܽሻ א ଶൈଶሺܴሻ, kemudܯ
elemen ܺ ൌ ൫ݔ൯, ܻ ൌ ൫ݕ൯ א ଶൈଶሺܴሻ sedemܯ
berlaku 

ܣ  ܣܺܣ ൌ  .ܣܻܣ
 

Misalkan ܣ  ܣܺܣ ൌ ) Mengacu pada bukti .ܣܻܣ
d

 31  

a diperoleh 
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ଵ ٖ ଵଵݕ ْ ܽଶ ٖ ଶଵሻݕ ٖ ܽଵ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݕ ْ ܽଶ ٖ ଶଶሻݕ
ٖ ܽଶሿ 

ሺܽଵ ٖ ଵଵݔ ٖ ܽଵሻ ْ ሺ ଶଵ ٖ ܽଵሻ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݔ

    ଵሻ ْ ሺܽଶ ٖ ଶଵݕ ٖ ܽଵሻ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݕ ٖ ܽଶሻ
ْ ሺܽଶ ٖ ଶଶݕ ٖ ܽଶሻ

 

 ሾܽ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଵݔ ٖ ܽଵሻሿ ْ ሺܽଶ ٖ ଶଵݔ ٖ ܽଵሻ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݔ

ٖ ܽଶሻ ْ ൫ܽଶ ٖ ଶଶݔ ٖ ܽଶ൯ 
 

      ൌ ሾሺܽଵ ٖ ଵଵݕ ٖ ܽଵሻሿ ْ ሺܽଶ ٖ ଶଵݕ ٖ ܽଵሻ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݕ ٖ ܽଶ ሻ
ْ ሺܽଶ ٖ ଶݕ ଶ. 

ݔ ൌ ݔ  danݕ  i. Jadi 
barang ܣ א ,ܺ ଶൈଶሺܴሻ, ditemukanܯ ܻ א  ଶൈଶሺܴሻ, sedemikianܯ

ܣ   ܣܺܣ ൌ  adalah ܯ ,Dengan Definisi 3.2.4 .ܣܻܣ
                                                                                            

                                               

ሺԺା  ሼെ∞ሽ,ْ,ٖሻ dengan ܽ ْ ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ dan 
ܽ ٖ ܾ  ܾ. Maka ܴ adalah semiring regular kanan yang 
komutatif. 
 
Bukti : 
 

(1) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ, maka berlaku : 
 

( ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ א ܴ, 
 

(ii) ሺܽ ْ ܾሻ ْ ܿ ൌ ݉ ,ሼܽݔ ܾሽ ْ ܿ 
 

ሽ 
           ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ሺܾ, ܿሻሽ 

                          ൌ ܽ ْ ,ሼܾݔܽ݉ ܿሽ 
 

                ൌ ܽ ْ ሺܾ ْ ܿሻ, 
 

(iii) ܽ ْ ܾ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ ൌ ,ሼܾݔܽ݉ ܽሽ ൌ ܾ ْ ܽ, 
 

(iv) െ∞ ْ ܽ ൌ ,∞ሼെݔܽ݉ ܽሽ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ െ∞ሽ ൌ ܽ ْ െ∞ ൌ ܽ. 
 

ܽ ْ ൣሺܽଵ ٖ ଵଵݔ ْ ܽଶ ٖ ଶଵሻݔ ٖ ܽଵ ْ ሺܽଵ ٖ ଵଶݔ ْ ܽଶ ٖ ଶଶሻݔ
ٖ ܽଶሿ 

 

     ൌ ሾሺܽ  

 

 ܽ ْ ሾ ܽଶ ٖ ݔ
ٖ ܽଶሻ ْ ሺܽଶ ٖ ଶଶݔ ٖ ܽଶሻሿ 

 

  ൌ ሺܽଵ ٖ ଵଵݕ ٖ ܽ
 



ଶ ٖ ܽ
 

Pilih ܽ agar persamaan diatas terpenuh
se
sehingga
semiring regular.              

                                   
Contoh 3.2.6 
 

Misalkan ܴ ൌ
ൌ ܽ

i) ܽ ْ
ܽ

                          ൌ ,ሼሺܽݔܽ݉ ܾሻ, ܿ
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Dari (i), (ii), dan (iii) maka ሺܴ,ْሻ merupakan semigrup 
k tatif. 
 

(2) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka berlaku : 
 

(i) ܽ ٖ ܾ ൌ ܽ  ܾ א ܴ, 
 

(ii) ሺܽ ٖ ܾሻ ٖ ܿ ൌ ሺܽ  ܾሻ  ܿ 
 

                          ൌ ܽ  ሺܾ  ܿሻ 
 

                          ൌ ܽ ٖ ሺܾ ٖ ܿሻ, 
 

(iii) ܽ ٖ ܾ ൌ ܽ  ܾ ൌ ܾ  ܽ ൌ ܾ ٖ ܽ, 
 

(iv) 0 ٖ ܽ ൌ 0  ܽ ൌ ܽ  0 ൌ ܽ ٖ 0 ൌ ܽ. 
 

Dari (i), (ii), dan (iii) maka ሺܴ,ٖሻ m rupakan semigrup 
komutatif. 
 

(3) Ambil sebarang ܽ, ܾ, ܿ א ܴ maka : 
 

ሺܽ ْ ܾሻ ٖ ܿ ൌ ,ሼܽݔܽ݉ ܾሽ  ܿ 
 

                          ൌ ሼܽݔܽ݉  ܿ, ܾ  ܿሽ 
 

  ሻ
 

dengan cara yang sama akan diperoleh 
 

ܽ ٖ ሺܾ ْ ܿሻ ൌ ሺܽ ٖ ܾሻ ْ ሺ ٖ ܿሻ.  

Dari (1), (2), dan (3) maka ܴ adalah semiring komutatif dengan 
zero element െ∞ dan identity element 0. 
 

Sekarang akan ditunjukkan bahwa ܴ merupakan regular kanan. 
Ambil sebarang ܽ א ܴ, kemudian akan ditentukan elemen ݔ, ݕ א ܴ 
sedemikian sehingga berlaku 
 

                                  ܽ ْ ሺܽ ٖ ܽ ٖ ሻݔ ൌ ܽ ٖ ܽ ٖ  .ݕ
 

Misalkan ܽ ْ ሺܽ ٖ ܽ ٖ ሻݔ ൌ ܽ ٖ ܽ ٖ  Maka diperoleh .ݕ
 

                                    ܽ ْ ሺܽ  ܽ  ሻݔ ൌ ܽ  ܽ   ݕ
           ,ݕ

 

pilih ݕ agar persamaan diatas terpenuhi. Jadi untuk sebarang 
ܽ א ܴ ܴ laku 

ilan seba-
e  

Maka dengan Definisi 3.2.3, ܴ adalah semiring regular kanan.         
 

omu

e

                        ൌ ሺܽ ٖ ܿ ሺܾ ٖ ܿሻ ْ

ܽ

 

,ሼܽݔܽ݉                    ሺܽ  ܽ  ሻሽݔ ൌ ܽ  ܽ
ݔ ൌ
 dapat ditemukan ݔ, ݕ א , sedemikian sehingga ber

ܽ ْ ሺܽ ٖ ܽ ٖ ሻݔ ൌ ܽ ٖ ܽ ٖ Karena setiap pengamb .ݕ
rang elemen dalam semiring ܴ m rupakan elemen regular kanan.
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(3.1) 

(3.2) 

(3.3)

(3.4) 

dalah semiring ߨ-regular kanan
 .regular-ߨ 

Bukti : 
iberikan sebaran

ܽ  ܽାଵݔ ൌ ܽାଵݕ 
 

ܴ adalah semiring ߨ-regular kiri, maka terdapat ݔᇱ, Ԣݕ א ܴ dan
bilangan bulat positif ݊ sedemikian sehingga 

 ܽ  ᇱܽାଵݔ ൌ  .ᇱܽାଵݕ
 

Kalikan (3.1) dengan ܽ dari sebelah kiri, dengan ݕ dari sebelah 
kanan, sehingga 
 

ܽሺܽ  ܽାଵݔሻݕ ൌ ܽሺܽାଵݕሻݕ 
                             ሺܽାଵ  ܽାଶݔሻݕ ൌ ሺܽାଶݕሻݕ 

 

                                ܽାଵݕ  ܽାଶݕݔ ൌ ܽାଶݕଶ. 
 

menggunakan (3.1), maka (3.3) dapat ditulis 
 

                     ܽ  ܽାଵݔ  ܽାଶݕݔ ൌ ܽାଶݕଶ. 
 

) dengan ܽ dari sebelah kiri, dengan ݔ dari sebelah 
kanan, kemudian masing-masing ruas tambahkan dengan ܽ maka 
 

            ܽ  ܽሺܽ  ܽାଵݔ  ܽାଶݕݔሻݔ ൌ ܽ  ܽሺܽାଶݕଶሻݔ 
  ሺܽ ܽାଶݔ

ܽାଵݔ  ܽ ݔ ൌ ܽ  ܽ

enggunakan (3.1)

 ܽାଶݔଶ  ܽାଷݔݕݔ 
 ܽ  ܽାଷሺݕଶݔሻ ൌ ܽାଵሺݕ  ଶݔܽ  ܽଶݔݕݔሻ 

       ାଷ
 

ଶ 
alikan (3.6) dengan ܽ dari sebelah kiri, dengan ݖଶ dari sebelah 

iperoleh 

Teorema 3.2.7 
Jika ܴ a  dan kiri maka ܴ adalah 
semiring
 
 

Misalkan d g ܽ א ܴ. 
ܴ adalah semiring ߨ-regular kanan, maka terdapat ݔ, ݕ א ܴ dan 
bilangan bulat positif ݉ sedemikian sehingga 
 

 

 

 

  

 
Dengan 

Kalikan (3.4

(3.5) 

s

          ܽ ାଵ   ܽାଷݕݔሻݔ ൌ ܽ  ሺܽାଷݕଶሻݔ 
 

         ܽ  ାଶݔଶ  ܽାଷݕݔ ାଷݕଶݔ. 
 

Dengan m , maka (3.5) menjadi 
 

      ܽାଵݕ  ܽାଶݔଶ  ܽାଷݔݕݔ ൌ ܽ  ܽାଷݕଶݔ 

 

(3.6) 
 

                               ܽ  ܽ ଵݖ ൌ ܽାଵݖଶ. 
dengan ݖଵ ൌ ,ݔଶݕ ݖ ൌ ݕ ଶݔܽ  ܽଶݔݕݔ א ܴ. 

 

                                  ܽ  ܽାଷݕଶݔ ൌ ܽାଵݕ
 

                             

 

K
kanan, d
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(3.7) 

(3.8) 

3 9

(3.11) 

(3.12) 

                 ܽሺܽ  ܽାଷݖ ሻݖ
ଶݖ           ൌ ሺܽାଶݖଶሻݖଶ 

          ܽାଵݖଶ  ܽ ൌ ܽାଶݖଶ
ଶ. 

enggunakan (3.6), maka (3.7) menjadi 
              ܽ  ܽାଷݖଵ  ܽାସݖଵݖଶ ൌ ܽାଶݖଶ

ଶ 
 

             ܽ  ܽାଶሺܽݖଵ  ܽଶݖଵݖଶሻ ൌ ܽାଶሺݖଶ
ଶሻ 

 

                                     ܽ  ܽାଶݓଵ ൌ ܽାଶݓଶ 
 

dengan ݓଵ ൌ ଵݖܽ  ܽଶݖଵݖଶ, ଶݓ ൌ ଶݖ
ଶ א ܴ. 

 

ses yang sama. Setelah langkah ke-( oleh 
                ܽ  ܽାݑଵ ൌ ܽାݑଶ

nakan persamaan (3.2) dan analog dengan proses 
a pada persamaan (3.1), 

   ଶ
 

atu ݒଵ, ଶݒ

.9) dengan (3.10) sehingga dipe

ܽା  ܽݒଵܽା  ܽାݑ   ܽାݑଵݒଵܽା

ൌ ܽାݑଶݒଶܽା 
 

n kedua ruas dengan ܽା  pada (3.11), maka 
  ܽݒଵܽା  ܽାݑଵ ଵܽାݒଵݑ

ܽାݑଶݒଶܽା  ܽାݑଵݒଵܽା 

ܽା  ାݑଵሻݒଵ ܽାሻ 
 

             ሺݑଶݒଶ   .ଵሻܽାݒଵݑ
 

Dengan menggunakan (3.9) dan (3.10), persamaan (3.12) dapat 
ditulis menjadi 
 

                  ܽା  ሺܽାݑ ሻݒ ܽା  ܽ ାݑଵሺݒଶܽାሻ 
 

        ଶ ଶ ଵ ଵ  
 
 

          ଵ ଶ ൌ ܽሺܽାଵݖଶሻݖଶ 
 

               ሺܽାଵ  ܽାସݖଵሻ
 

               ାସݖଵݖଶ
 

Dengan m
 

( . )                   
 

Ulangi pr ݊-1) diper
 

 
o
   

(3.10) 
yan maka diperoleh 
 

                                   ܽ  ଵܽାݒ ൌ ݒ ܽା 

untuk sua u ݑଵ, ଶݑ א ܴ. 
 

Dengan menggu
g sebelumny

t

untuk su א ܴ. 
 

Kalikan ( roleh 
 

3

ଵܽ

 

Tambahka ݑଵݒଵܽା
 

ܽା ܽ  ܽା

 ܽାݑଵݒଵܽା 
 

ൌ
 

      ሺܽ  ܽ ܽା  ܽାݑଵሺܽ  ଵݒ

               ൌ ܽା

ଶ ଵ

                   ൌ ܽାሺݑ ݒ  ݑ ݒ ሻܽା



 



 36

(3.14) 
(

ܽ

sem                                           

diseb

 
 3.2.9 

 adalah semiring duo. ܴ adalah r kanan 
jika dan hanya jika ܴ adalah semiring ߨ-regular. 
 

 : 
ฺ  

miring 
,ݔ ,ݕ ,ᇱݔ Ԣݕ א ܴ dan bilanga

a 

dari Teorema 3.2.7 
 ାଶ ାଶ

 


ܽ ܴ adalah semiring duo maka ܽۃାଵۄ adalah 

al dua sisi dari ܴ. Sehingga ܽାଵݔ, ܽାଵݕ א   danۄାଵܽۃ
yatakan 

 
 ାଵ 

 

untuk suatu ݏ, ݐ א  dan ݆, ݇ א Ժା. 

ଶݕ 
 

ܽ  ܽሺܽାଵݔሻ ൌ ܽሺܽାଵݕሻ 

ሺܽݏାଵ  ݆ܽାଵሻ ൌ ܽሺܽݐାଵ  ݇ܽାଵሻ 
 

                    ܽ  ሺܽݏ  ݆ܽሻ ାଵ ൌ ሺܽݐ  ܽ݇ሻܽାଵ. 
 

ା  ܽାሺݑଶݒଵ  ଶሻܽାݒଵݑ ൌ ܽାሺݑଶݒଶ   .ଵሻܽାݒଵݑ
 

Jadi ܴ adalah iring ߨ-regular.             
 
Definisi 3.2.8 (Gupta dan Chaudhari, 2006) 
Suatu semiring ܴ ut semiring duo jika setiap ideal satu sisi dari 
ܴ adalah ideal dua sisi dari ܴ. 

Corollary
Misalkan ܴ  semiring ߨ-regula

Bukti
 

( ) Misalkan ܽ א ܴ, seperti pada Teorema 3.2.7. 
Karena ܴ adalah se  regular kanan, maka terdapat-ߨ

n bulat postif ݉ sedemikian sehing-
ga berlaku 
a 

ܽ  ܽାଵݔᇱ ൌ ܽାଵݕᇱ 

 

3.13) 
 

                                ܽାଵݔ ൌ ାଵܽݏ  ݆ܽାଵ 
 

                                ܽାଵݕ ൌ ାଵܽݐ  ݇ܽ

ܽ  ܽ ݔ ൌ ܽ  ݕ
Misalkan ܽۃାଵۄ  adalah ideal kiri dari ܴ yang dihasilkan oleh 

ାଵ. Karena 
ide
ܽାଵݔ, ܽାଵݕ dapat din

ܴ
Diketahui 
a  

ܽ  ܽାଶݔ ൌ ܽା

 

dengan (3.13) dan (3.14) diperoleh 
 

ܽ  ܽ
ܽ
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(3.15) 
(3.16) 

(3.17) 

א ܴ. Sehingga 
persamaan di atas menjadi 
 

. ܴ h 
semiring ߨ-regular kanan dan kiri, Menurut Teorema 3.2.7, ܴ 
adalah semiring ߨ-regular. 
 

ู) Akan ditunjukkan ܴ adalah ߨ-regular kanan. Misalkan ܽ א ܴ. 
Karena diketahui ܴ adalah semiring ߨ-regular  maka r

demikian sehingga 
berlaku 
a 

ܽ  ܽܽݔ ൌ ܽܽݕ 
 

Akan ditunjukkan bahwa ܴ adalah semiring ߨ-regular kanan. 
Misalkan ܽۃۄ adalah ideal kanan dar  yang dihasilkan

. Diketahui ܴ adalah semiring duo, ka menurut Definisi 




ܽݔ                                         ൌ ܽݏ  ݆ܽ 
 

ܽݕ                                         ൌ ܽݐ  ܽ݇ 
 

untuk suatu ݏ, ݐ א ܴ dan ݆, ݇ א Ժା.  
 

 
 

ܽ  ܽሺܽݔሻ ൌ ܽሺ ሻ 
 

dengan (3.15) dan (3.16) diperoleh 
 

                  ܽ  ܽሺܽݏ  ݆ܽሻ ൌ ܽሺܽݐ  ܽ݇ሻ 
                        ܽ  ܽଶሺݏ  ݆ሻ ൌ ሺݐ  ݇ሻ 

ܽାଵݖ 
untuk ݓ ൌ ሺݏ  ݆ሻ, ݖ ൌ ሺݐ  ݇ሻ א ܴ

a ݉ ൌ 1 maka (3.17) menjadi ܽ  ܽଶݓ ൌ ܽଶݖ untuk 

 semiring ܴ 
merupakan elemen ߨ-regular kanan. Maka ܴ adalah sem

lar kanan                                                                      

Misalkan ܽݏ  ݆ܽ ൌ ݑ א ܴ dan ܽݐ  ܽ݇ ൌ ݒ

ܽ  ାଵܽݑ ൌ ାܽݒ . 
 

Oleh karena itu ܴ adalah semiring ߨ-regular kiri  adala

ଵ

(

,ݔ ݕ א ܴ dan bilangan bulat postif ݉ se
te dapat 

i ܴ
ܽ ma

 oleh 

ܽۃ ,3.2.8   adalah ideal dua sisi dari ܴ. Sehinggaۄ
,ܽݔ ܽݕ א ۄܽۃ  dan ܽݔ,   dapat dinyatakanܽݕ
 

Diketahui 
 

ܽ  ܽܽݔ ൌ ܽܽݕ

ܽݕ

 

    ܽଶ
 

• Jika ݉  1 maka (3.17) menjadi ܽ  ܽାଵݓ ൌ
. 

• Jik
ݓ ൌ ሺݏ  ݆ሻ, ݖ ൌ ሺݐ  ݇ሻ א ܴ. 
 

Karena setiap pengambilan sebarang elemen dalam

regu-ߨ .  
iring 
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(3.18) 

(3.20) 

ܴ ߨ  ܽ א  ሺܴሻ. Makaܬ
ܽ  ݓ ൌ ݓ untuk suatu ,ݓ א  ሺܴሻ dan ݊ adalah bilangan bulatܬ
positif. 

Misalkan ܽ א  regular-ߨ ሺܴሻ. Karena diketahui ܴ adalah semiringܬ
kanan, maka terdapat ݔ, ݕ א ܴ dan bilangan bulat positif ݊ sedemi-
kian sehingga 

ܽ  ܽାଵݔ ൌ ܽାଵݕ. 
Karena ܽݔ, ݕܽ א ݏ ሺܴሻ, maka terdapatܬ ଶݏ א ሺܴሻ sedeܬ

ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ

) dengan ܽ dari sebelah kiri, diperoleh 
 

ܽሺܽݔ  ଵݏ  ଵݏݔܽ  ଶሻݏݕܽ ൌ ܽሺܽݕ  ଶݏ  ଵݏݕܽ   ଶሻݏݔܽ
 

ܽାଵݔ  ܽݏଵ  ܽାଵݏݔଵ  ܽାଵݏݕଶ
ൌ ܽାଵݕ  ܽݏଶ  ܽାଵݏݕଵ  ܽାଵݏݔଶ 

 

ܽାଵݔ  ܽݏଵ  ܽାଵݏݔଵ  ሺܽ  ܽାଵݔሻݏଶ
ܽ  ܽାଵݔሻݏଵ


 

ଵ ଵ
ݏଶ  ܽାଵݏݔଶ

  ܽାଵݔ  ܽݏଶ  ܽݏଵ  ܽାଵݏݔଵ

 ଵ ଵݏݔଶ
ൌ ܽାଵݔ  ܽݏଵ  ܽାଵݏݔଵ  ܽݏଶ  ܽାଵݏݔଶ 

, 

denga 
 

Dengan demikian te                  
 
 
                                                                                                                         

Lema 3.2.10 
isalkan  adalah semiring -regular kanan danM

 
Bukti : 
 

(3.19) 
 

ݔܽ  ଵݏ  ݏݔܽ  ݏݕܽ ൌ ݕܽ  ݏ  ݏݕܽ  ݏݔܽ . 
 

ଵ,

 

 

mikian 
sehingga 

Kalikan (3.19



dengan menggunakan (3.18), maka (3.20) dapat ditulis menjadi 
 


ൌ ሺܽ  ܽାଵݔሻ  ܽݏଶ  ሺ

ܽାଵݏݔଶ 

ܽାଵݔ  ܽݏ  ܽାଵݏݔ  ܽ
ൌ ܽ
 ܽାଵݏݔଶ 

 

 ܽ  ܽାଵݔ  ܽ ଶݏ  ܽݏଵ  ܽା ଵݏݔ  ܽା

 

 ܽ  ݓ ൌ ݓ
 

n ݓ ൌ ܽ ାଵݔ  ܽݏଶ  ܽݏଵ  ܽାଵݏݔଵ  ܽାଵݏݔଶ א  .ሺܴሻܬ
rbukti Lema 3.2.10.                                                    
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Teore
Jika ܴ adalah semiprima ang additive cancellative, semiring 
artinian
semisi
 
Bukt
 

Misalkan ܴ adalah  atau noetherian kanan ߨ-
regular kanan dan ܽ א Lema 3.2.10, jika ܴ adalah 
semiring ߨ-regular kanan dan ܽ א ܽ ሺܴሻ makaܬ  ݓ ൌ ,ݓ
suatu ݓ א  .ሺܴሻ dan ݊ bilangan bulat positifܬ
 

 ݓ ൌ ݓ
 

                                    ܽ ൌ 0.         (additive cancellative) 
 

Karena sebarang elemen ܽ א ሺܴሻ mengakibatkan ܽܬ ൌ 0, maka 
menurut Definisi 2.4.15, ܬሺܴ  adalah ideal nil, tetapi karena untuk 
setiap elemen nil entuk ܽ ൌ 0, maka ܬሺܴሻ 
juga ri semiring ܴ ሺሺܬሺܴሻሻ ൌ
ሺ0ሻ. Diketahui ܴ adalah semiprima, maka ܴܬൌሺ0ሻ. Menurut Definisi 
3.1.13, maka ܴ adalah semisimple.                                                                   
 

ahwa ܴ adalah s  yang additive 
adala h contoh dengan sifat additive 
cancellative  tidak dipenuhi dalam suatu semiring, yang mengakibat-
kan Teorema 3.2.11 tidak dapat digunakan pada contoh ini.  
 
Cont
 

Misal
artini if dengan identity element ∞, yang 

 
Bukti : 
 

Jelas  semiring komutatif dengan identity element ∞ (lihat 
Conto
 

• Akan ditunjukkan bahwa ܴ adalah artinian. 
Se

1,2, … ,

ma 3.2.11 
y

 atau noetherian kanan ߨ-regular kanan maka ܴ adalah 
mpel. 

i : 
 semiring artinian

 ሺܴሻ. Menurutܬ
  untuk 

ܽ  
                        

ሻ
poten dalam ܬሺܴሻ berb

ikatakan sebagai ideal nilpoten da
 

d

Syarat b emiring cancellative 
h penting. Berikut adala

oh 3.2.12 
kan ܴ ൌ ሺԺା  ሼ∞ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ. Maka ܴ adalah semiring 
an semiprima yang komutat

tidak additive cancellative. Tetapi bukan semisimple. 

ܴ adalah
h 2.3.5). 

karang klaim bahwa ܫ adalah ideal dari ܴ jika dan hanya jika 
ܫ ൌ ሼ0, , ሽݐ ൌ ݐ ௧ untuk suatuܫ א Ժା  atau 
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Ժ

 

Misalkan ܫ adalah ideal dari ܴ. An ܴ. Maka 
terdapat suatu elemen ݔ ് ∞ sedemikian sehingga ݔ א Ժା tetapi 
ݔ ב ܵ Misalkan .ܫ ൌ ሼܽ א Ժା|ܽ ב ܵ ሽ, pastiܫ ്  Berdasarkan .
well ordering principle (Definisi 2.1.1) maka ܵ mempunyai suatu 
ele . Sehingga ݐ ൌ ݎ െ 1 adalah bilangan 
bu atif dan ݐ elemen di dalam ܫ. Dari definisi ideal 
dalam ܴ, jelas bahwa ܫ ൌ ሼ0,1,2, … ,   .ሽݐ
Misalkan ܫ adalah barisan menurun dari ideal-ideal dalam ܴ. Dari 
klaim diatas maka 
 

௧ ݐ א Ժା, atau 
ܫ ൌ Ժା, atau 
ܫ ൌ ܴ. 
 

enurun sejati takhingga
m ܴ. Dengan D 2, ܴ adalah 

• Akan ditunjukkan bahwa ܴ iprima. 
Sebarang ideal dalam semiring ܴ emenuhi ܫ ൌ ሺ0ሻ jika dan 
ha
 

• Ak
ଵ ଶ

ܽଵ ْ ଵሻ ْ ሺܽଶ
ൌ ܽଶ ْ ଶݎ ْ ሺܽଵ ٖ ଶሻݎ ْ ሺܽଶ ٖ  ଵሻݎ

 

rut Definisi 3.1.3, ܫ adalah semiregular kanan. Karena ܫ 
l dari 

emudi
ikal. Jadi ܴ bukan semisimpel.                                  

 

ܫ ൌ ା, atau 
ܫ ൌ ܴ. 

daikan ܫ ് Ժା, ܫ ്

men terkecil, sebut saja ݎ
lat tak neg

ܫ ൌ ሼ0,1,2, … , ሽݐ ൌ ܫ  untuk suatu 

Dalam sebarang kasus tidak ada barisan m  
dari ideal-ideal dala efinisi 2.6.
semiring artinian. 
 

 adalah sem
 m

nya jika ܫ ൌ 0. Menurut Definisi 2.4.16, ܴ adalah semiprima. 

an ditunjukkan bahwa ܴ bukan semisimple. 
 adalah ideal dari ܴ dan misalkan ܽ , ܽ א ܫ Maka Misalkan .ܫ

dapat dipilih ݎଵ ൌ ଶݎ ൌ ,ሼܽଵݔܽ݉ ܽଶሽ א  sedemikian sehingga ܫ
 

ଵݎ ْ ሺܽଵ ٖ ݎ ٖ ଶሻݎ

menu
sebarang idea ܴ maka setiap ideal dari ܴ adalah semiregular 
kanan. Menurut Definisi 3.1.7, Teorema 3.1.11, dan Definisi 
ሺܴሻܬ 3.1.12 ൌ ܴ. K an dengan Definisi 3.1.15, ܴ adalah 
semiring rad
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(3.22) 
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(3.22) 

a 3.2.13 
ାଵݔ adalah

en men ߨ-regular 
kanan. 
 
Bukti : 
 

nurut 

sehingga berlaku 
 

              ܽ  ܽାଵݔ  ሺܽ  ܽାଵݔሻଶݓ ൌ ሺܽ  ܽାଵݔሻଶݖ 
 ܽ  ܽାଵݔ  ሺܽଶ  ܽଶାଵݔ  ܽାଵܽݔ  ܽାଵܽݔାଵݔሻݓ 
 

                                      ൌ ሺܽଶ  ܽଶାଵݔ  ܽାଵܽݔ  ܽାଵܽݔାଵݔሻݖ 
 

 ܽ  ܽାଵݔ  ܽଶݓ  ܽଶାଵݓݔ  ܽାଵܽݔݓ  ܽାଵܽݔାଵݓݔ
                                      ൌ ܽାଵሺܽିଵ  ܽݔ  ܽݔ   ݖሻݔାଵܽݔ
 

 ܽ  ܽାଵሺݔ  ܽିଵݓ  ܽݓݔ  ݓܽݔ   ሻݓݔାଵܽݔ
                                 ൌ ܽାଵሺܽିଵ  ܽݔ  ܽݔ   .ݖሻݔାଵܽݔ

 Definisi 3.2.1, ܽ adalah elemen ߨ-regular kanan, untuk 

emiring ߨ-regular kanan adalah ߨ-regular kanan. 

dalah ideal dari semiring ߨ-regular kanan ܴ. Misalkan 
א ,ݔ Maka terdapat .ܫ ݕ א ܴ dan bilangan bulat positif ݊ sedemi-

ngga 

ebelah gan ݔ dari 
 t

                       ܽሺܽ  ܽାଵݔሻݔ ൌ ܽ  ܽሺܽାଵݕሻݔ 
 

                  ሺܽ  ܽାଵݔሻ  ܽାଶݔଶ ൌ ܽ

                                  ܽାଵݕ  ܽାଶݔଶ ൌ ܽ  ܽାଶݔݕ 

(3.21) (3.21) 
 

ܽ  ܽାଵݔ ൌ ܽାଵݕ. 
 

Kalikan (3.21) dengan ܽ dari s kiri, den sebelah 
kanan dan ambahkan kedua ruas dengan ܽ, maka 
 

Lem
Misalkan ܴ adalah semiring dan ܽ, ݔ א ܴ. Jika ܽ  ܽ
elemen regular kanan d gan ݊  0 maka ܽ adalah ele

  

Misalkan ܽ  ܽାଵݔ adalah elemen regular kanan. Maka me
uatu elemen ݓ dan ݖ dalam ܴ sedemikian Definisi 3.2.3, terdapat s

 

 
 

     
 

 

Menurut
suatu ሺݔ  ܽିଵݓ  ܽݓݔ  ݓܽݔ  ,ሻݓݔାଵܽݔ ሺܽିଵݖ  ܽݖݔ 
                                                                .ܴאݖݔ1݊ܽݔݖ݊ܽݔ
 
Proposisi 3.2.14 
Setiap ideal dari s
 
Bukti : 
 

Misalkan ܫ a
ܽ
kian sehi

   ܽ
    ܽାଶݔݕ 

 



 42

)

gan ܽ da  denga

ݕሻݔ ܽሺܽା

 

 ଶݕ

ܽ

engambilan sebarang ideal dalam semiring ߨ-regular 
engakibatkan ideal tersebut

                   

i 3.2.15 
in  

 untuk suatu ܳ-ideal ܫ dalam semiring ܴ. 

Bukti : 
 

Misalkan ܴ adalah semiring, ܴ n dengan ܫ 
adalah ܳ-ideal dan  tak iri
 

(ฺ)  Definisikan suatu pemetaan 
a 

ื
  ܫ

sede
se ك ݍ    .ܫ

 
 

(3.23  

Sekarang kalikan (3.21) den ri sebelah kiri dan n ݕ dari 
sebelah kanan serta tambahkan kedua ruas dengan ܽାଶݔଶ, maka 
 

               ܽାଶݔଶ  ܽሺܽ  ܽାଵ ൌ ܽାଶݔଶ  ଵݕሻݕ 
 

              ܽାଶݔଶ  ܽାଵݕ  ܽାଶݕݔ ൌ ܽାଶݔଶ  ܽାଶݕଶ. 
Dengan menggunakan (3.22), maka (3.23) dapat ditulis menjadi 
 

ܽ  ܽାଶݔݕ  ܽାଶݕݔ ൌ ܽାଶݔଶ  ܽାଶ
 

ܽ  ܽାଵሺ ݔݕ  ሻݕݔܽ ൌ ܽାଵሺܽݔଶ   ଶሻݕܽ
 

ܽ  ܽାଵݑଵ ൌ ܽାଵݑଶ 
 

dengan ݑଵ ൌ ሺܽݔݕ  ,ሻݕݔܽ ଶݑ ൌ ሺܽݔଶ  ଶሻݕܽ א  .ܫ
adi ܫ adalah ߨ-regular kanan. J

 

Karena setiap p
kanan ܴ m  adalah ߨ-regular kanan, maka 
terbukti bahwa setiap ideal dari semiring ߨ-regular kanan adalah ߨ-
regular kanan.                                                           
 
Proposis
Semir g ܴ adalah ߨ-regular kanan jika dan hanya jika ܴ ⁄ܫ adalah 
regular kanan-ߨ
 

⁄ܫ  adalah semiring kuosie
 kosong dari sem ng ܴ. ܳ subset

                                          ݂  ܴ ܴ ⁄ܫ  
                                                 ܽ  ݂ሺܽሻ ൌ ݍ
 

Dengan ݍ א ܳ adalah elemen yang tunggal mikian 
hingga ܽ  ܫ

 

Akan ditunjukkan bahwa ݂ adalah suatu homomorfisma yang 
onto (epimorfisma). 
 

(i) Ambil sebarang ܽଵ, ܽଶ א ܴ, maka ܽଵ  ܽଶ ൌ ܽଷ א ܴ, 
sehingga 
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          ൌ ଷݍ   ܫ
 

                                ൌ ଶ  ܫ
 

                  ൌ ݂ሺܽଵሻ ٛ ݂ሺܽଶሻ 
 

rang ܽଵ, ܽଶ א ܴ maka ܽଵ · ܽଶ ൌ ܽସ א ܴ, 

        
ሻ 

ଵ

n ݍସ א ܳ adalah elem ian 
ܽସ  ܫ ك ସݍ  ଵݍ dan ܫ ଶ ସ

 

Dari (i) dan (ii), dan menurut Definisi 2.3.7, ݂ adalah 
suatu homomorfisma. 

ܴ. Karen

maka ݂ adalah suatu pemetaan yang surjektif (onto). 

Jadi ݂ adalah suatu homomorfisma yang surjektif. Dengan 
in ܴ ⁄ܫ  merupakan bayangan dari ܴ. Karena ܴ 

ܴ ⁄ܫ  juga s

arena ܫ ൌ 0 adalah suatu ܳ-ideal dari ܴ dengan ܳ ൌ ܴ dan ܴ 
adalah semiring ߨ-regular kanan, maka jelas bahwa ܴ ؆ ܴ 0⁄  

alah semiring ߨ-regular kanan.                                                   
 

          ݂ሺܽଵ  ܽଶሻ ൌ ݂ሺܽଷሻ 
 

                      
ሺݍଵ  ሻܫ ٛ ሺݍ ሻ 

              
dengan ݍଷ א ܳ adalah elemen tunggal sedemikian 
sehingga ܽଷ  ܫ ك ଷݍ  ଵݍ dan ܫ  ଶݍ  ܫ ك ଷݍ   .ܫ
 

(ii) Ambil seba
sehingga 
 

             ݂ሺܽଵ · ܽଶሻ ൌ ݂ሺܽସሻ
 

                        ൌ ସݍ   ܫ
 

                                ൌ ሺݍଵ  ሻܫ ٞ ሺݍଶ  ܫ
 

                                ൌ ݂ሺܽ ሻ ٞ ݂ሺܽଶሻ 
 

denga en tunggal sedemik
sehingga · ݍ  ܫ ك ݍ   .ܫ

Ambil sebarang elemen ݕ א ܴ ⁄ܫ  maka elemen tersebut dapat 
dinyatakan sebagai ݕ ൌ ݍ  ܫ ൌ ݂ሺܽሻ, dengan ݍ א ܳ adalah 
elemen yang tunggal sedemikian sehingga ܽ  ܫ ك ݍ   dan ܫ
ܽ א a setiap pengambilan sebarang ݕ א ܴ ⁄ܫ  akan 
ditemukan suatu ܽ א ܴ yang memenuhi ݂ሺܽሻ ൌ ݍ  ܫ ൌ  ,ݕ

kata la
merupakan semiring ߨ-regular kanan maka emiring 
 .regular kanan-ߨ
 

 (ู) K

ad
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.2.16 
r

. Jika ܫ adalah ideal regular kanan dan ܴ ⁄ܫ  adalah 
semiring kuosien ߨ-regular kanan, maka ܴ adalah semiring -regular 

Misalkan ݍ א ܴ. 
• Jika ݍ א   .regular kanan-ߨ adalah ݍ maka ,ܫ
• Jika ݍ ב ݍ maka ,ܫ א ܳ dan ݍ ് 0. 

Akan ditunjukkan ݍ adalah elemen ߨ-regular kanan. 
ܫ

an, maka menurut Definisi 3.2.1 terdapat elemen ݍ  ,ܫ "ݍ 
ܫ א ܴ ⁄ܫ  dan bilangan bulat positif ݊ sedemikian sehingga berlaku 
 

 ାଵ ᇱ  ሻାଵܫ ٞ ሺݍ"   ሻܫ
   ܫ

 

 adalah elemen tunggal sedemikian sehingga 

 

ݍ .  ᇱݍାଵݍ  ܫ ك כݍ   ܫ
a

(i) maka ,ܫ
ui ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ, maka menurut 

Lema 2.4.12, dalah ݇-ideal dari semiring ܴ. Karena 
כ כ כ

 ܫ
ݍ elemen ߨ-regular 

kanan. 
(ii) Jika ݍାଵݍ" ב "ݍାଵݍ maka ,ܫ א ܳ. 

Kemudian dengan menggunakan (1) dan Definisi

Jadi, 

Teorema 3
 

Misalkan ܫ adalah ܳ-ideal dari semi ing ܴ sedemikian sehingga 
ܳ ൌ ሺܴ െ ሻܫ  ሼ0ሽ

ߨ
kanan. 
 
Bukti : 
 

Misalkan ሺݍ  ሻܫ א ܴ⁄ . Karena diketahui ܴ ⁄ܫ  adalah ߨ-regular 
kan ᇱ

     ሺݍ  ሻܫ ٛ ሺݍ  ሻܫ ٞ ሺݍ  ሻܫ ൌ ሺݍ
                                                                      ൌ כݍ

dengan כݍ א ܳ
 

"ݍାଵݍ .1  ܫ ك כݍ   ܫ

2
 

dengan menggunakan Lema 2.4.5, m ka 
 

 Jika ݍାଵݍ" א "ݍାଵݍ  ൌ כݍ  ݔ untuk suatu ,ݔ א  .ܫ
Diketah

a ܫ ݔ א  ,ܫ
ݍ  ݔ א ݍ dan ,ܫ א ܴ, maka ݍ א  Dengan (2) diperoleh .ܫ
ݍ                 Ԣݍାଵݍ א ݍ  Ԣݍାଵݍ  ܫ ك כݍ ك  .ܫ
Kemudian dengan Lema 3.2.13,  adalah 

 2.4.9, 
maka 

"ݍାଵݍ ൌ  .כݍ
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ݍ  ᇱݍାଵݍ  ܫ ك כݍ  ܫ ൌ "ݍାଵݍ   
ଵݍ". 

Menurut Definisi 3.2.1, ݍ adalah elem n ߨ-regular kanan. 
 

Jika ݍ  ᇱݍାଵݍ ב ܳ maka ݍ  ݍ ଵݍᇱ א  ܫ Diketahui .ܫ
adalah regular kanan, menurut Lema 3.2.13, ݍ adalah elemen 
.regular kanan-ߨ
ena ݍ sebarang elemen dalam ܴ, jadi ܴ adalah semiring ߨ-

                                                          

aka ܫ adalah ܳ-ideal dari ܴ dengan ܳ ൌ ሼ0, 6, 7, 8, … ሽ  ሼ∞ሽ. 
ሻܫ  ሼ0ሽ maka ܫ, ܴ ⁄ܫ  dan ܴ adalah regular kanan. 

B

dalah semiring komutatif dengan identity element ∞ dan ܫ 
ܴ

lar kanan. 
A men 
݅ଵ, ݅ଶ א  sedemikian sehingga berlaku ܫ
 

݅ ْ ሺ݅ ٖ ݅ ٖ ݅ ሻ ൌ ݅ ٖ ݅ ٖ ݅
 

M ሺ݅ ٖ ଵ ଶ
 

 ݅ ْ ݉ , ݅ଵሽ ൌ ݉݅݊ሼ݅, ݅ଶሽ 
 

     
 

pil  agar persamaan di atas terpenuhi. Jadi 
݅

ൌ ݅ ٖ ݅ ٖ ݅ଶ. Dengan Definisi 3.2.3, ܫ adalah 

 
   

.ܫ
 

Jika ݍ  ᇱݍାଵݍ א ܳ maka ݍ  ᇱݍାଵݍ ൌ ାݍ

e
ା

 
Kar

regular kanan.                           
 
Contoh 3.2.17 
Misalkan ܴ ൌ ሺԺା  ሼ∞ሽ, ,ݔܽ݉ ݉݅݊ሻ. Maka ܴ adalah semiring 
komutatif dengan identity element ∞. Misalkan ܫ ൌ ሼ0, 1, 2, 3, 4, 5ሽ. 
M
Karena ܳ ൌ ሺܴ െ
 

ukti : 
 

Jelas ܴ a
adalah ܳ-ideal dari semiring  (lihat Contoh 2.3.5 dan Contoh 
2.4.10). 
 

• Akan ditunjukkan ܫ adalah regu
m ang ݅ א kemudian akan ditentukan suatu elebil sebar ,ܫ

ଵ ଶ

isalkan ݅ ْ ݅ ٖ ݅ ሻ ൌ ݅ ٖ ݅ ٖ ݅ . Maka diperoleh 
݅݊ሼ݅

. 

,ሼ݅ݔܽ݉                        ݉݅݊ሼ݅, ݅ଵሽሽ ൌ ݉݅݊ሼ݅, ݅ଶሽ 
ih ݅  ݅ଵ dan ݅  ݅ଶ

sebarang ݅ א ,ditemukan ଵ ,ܫ ݅ଶ א   sedemikian sehingga berlaku ܫ
݅ ْ ሺ݅ ٖ ݅ ٖ ݅ଵሻ
ideal regular kanan. 
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• Akan ditunjukkan ܴ ⁄ܫ  adalah regular kanan. 
Ambil sebarang ܽ א ܴ ⁄ܫ , kemudian akan ditentukan suatu elemen 
,ݔ ݕ א ܴ  sedemikian sehingga berlaku ܫ
 

ܽ ٛ ሺܽ ٞ ܽ ٞ ሻݔ ൌ ܽ ٞ ٞ  .ݕ
 

ܽ, ,ݔ ݕ א aka d
ݔ ൌ ଶݍ ൌ ଷݍ ْ den ܫ , ,ଶݍ ଷݍ א ܳ. 

ٛ ሺܽ ٞ ܽ ٞ ሻݔ ൌ ܽ ٞ ܽ ٞ  .ݕ
             ሺݍଵ ْ ሻܫ ٛ ൫ሺݍଵ ْ ሻܫ ሺݍଵ ْ ሻܫ ٞ ሺݍଶ ْ  ሻ൯ܫ
 

                                      ൌ ൫ሺݍଵ ْ ሻܫ ሺݍଵ ْ ሻܫ ٞ ሺݍଷ ْ  ሻ൯ܫ
 

             כݍ ْ ܫ ൌ ככݍ ْ  ܫ
 

dengan כ, ככݍ א ܳ adalah elemen tunggal sedem
 

ݍ .1 ْ ଵݍ ٖ ଵݍ ٖ ଶݍ ْ ܫ ك כݍ ْ   ܫ
 

ݍ .2 ଶݍ ْ
 

Pilih ݍ ar persamaan diatas terpenuhi. Jadi sebarang 
elemen ⁄ ⁄
ga berla

ܽ ٞ ሻݔ ൌ ܽ ٞ ܽ ٞ  .ݕ
 

De
 
 

• Ak
Am kan suatu el
,ଵݎ ଶݎ א ܴ
 

ݎ  .ଶݎ
 

Misalkan leh 
 

 

     ܽ
 

pil s 
seba temukan ݎଵ, ଶݎ א ܴ sedemikian sehingga 
berlaku ݎ ْ ሺݎ ٖ ݎ ٖ ଵሻݎ ൌ ݎ ٖ ݎ ٖ  ,ଶ. Dengan Definisi 3.2.3ݎ
ܴ adalah semiring regular kanan.                                                         

⁄

ܽ
ܴ ⁄ܫ , m apat dinyatakan sebagai ܽ ൌ ଵݍ ْ  ,ܫ

ْ ݕ dan ,ܫ gan ݍଵ
 

Misalkan 
 

ܽ
ٞ
ٞ

ݍ ikian sehingga 

ଵ

ଵ ٖ ଵݍ ٖ ܫ ك כݍ ْ  ܫ
כ ൌ ag ככݍ
ܽ א ܴ ,ݔ dapat ditemukan ,ܫ ݕ א ܴ -sedemikian sehing ܫ
ku 

ܽ ٛ ሺܽ ٞ
ngan Definisi 3.2.3, ܴ ⁄ܫ  adalah semiring regular kanan. 

an ditunjukkan ܴ adalah regular kanan. 
bil sebarang ݎ א ܴ, kemudian akan ditentu emen 

 sedemikian sehingga berlaku 

ݎ ْ ሺݎ ٖ ٖ ଵሻݎ ൌ ݎ ٖ ݎ ٖ
ݎ ْ ሺݎ ٖ ݎ ٖ ଵሻݎ ൌ ݎ ٖ ݎ ٖ ଶ. Maka diperoݎ

ݎ  ْ ݉݅݊ሼݎ, ଵሽݎ ൌ ݉݅݊ሼݎ,  ଶሽݎ

                      ݉ ,ݎሼݔ ݉݅݊ሼݎ, ଵሽሽݎ ൌ ݉݅݊ሼݎ,  ଶሽݎ

ih ݎ  ݎ ଵ danݎ  ଶ agar persamaan di ataݎ terpenuhi. Jadi 
rang ݎ א ܴ, di
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.1 Kesimpulan 

y

ܴ

n maka ܴ adalah semisimpel. 

kan ܫ adalah ܳ-ideal dari semiring ܴ sedemikian sehingga 
 ܳ ൌ ܴ െ ሻܫ  ሼ0ሽ. Jika ܫ adalah ideal regular kanan dan 

maka ܴ adalah 

2

ne,
art m semiring eb
ter
pentingnya kaitan ma n
alja susnya dengan semiring ߨ-regular. 
 
 

 

 
 
 
 

 

 

BAB IV 
PENUTUP 

 
 

4
 

Kesimpulan ang dapat diambil dari pembahasan adalah 
sebagai berikut : 

1. Jika semiring  adalah semiprima yang berlaku sifat additive 
cancellative, semiring artinian atau noetherian kanan ߨ-regular 
kana

2. Misal
berlaku ሺ
ܴ ⁄ܫ  ad  sealah miring kuosien ߨ-regular kanan, 
semiring ߨ-regular kanan. 
 

4.  Saran 
 

Materi tentang radikal Jacobon-Bour  noetherian dan 
inian dala dapat dilanjutkan s agai pembahasan 
sendiri, mengingat keterbatasan referensi dari penulis dan begitu 

teri-materi tersebut dengan be tuk struktur 
bar yang lain, khu
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