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ANALISIS KESTABILAN MODEL
PENYEBARAN PENYAKIT TUBERKULOSIS
YANG BERGANTUNG PADA KEPADATAN POPULASI

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis kestabilan model
penyebaran penyakit tuberkulosis (TB) yang bergantung pada
kepadatan populasi. Pada konstruksi model, digunakan analisis
kompartemen. Penyebaran penyakit TB dimodelkan dalam sistem
persamaan diferensial biasa nonlinier dengan empat variabel, yaitu
susceptible (S), latenly infected (L), infectious (I), dan treated (T).
Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu
titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.
Sifat kestabilan titik kesetimbangan tersebut ditentukan dengan
menggunakan analisis R, (angka reproduksi dasar). Untuk
menentukan nilai R, dapat digunakan pendekatan operator generasi
selanjutnya, yang didefinisikan sebagai jari-jari spektrum dari
operator generasi selanjutnya. Pada saat R, <1 populasi terbebas
dari penyakit dan pada saat R, >1 penyakit akan mewabah.

Berdasarkan hasil analisis Ry tersebut, diperoleh karakteristik area,
yaitu area yang sebaiknya dihuni tiap individu agar populasi terbebas
dari penyakit. Hasil simulasi model menunjukkan bahwa kepadatan
populasi sangat mempengaruhi laju penyebaran penyakit TB.
Semakin padat populasi dalam wilayah yang sudah ditetapkan, maka
semakin besar pula laju penyebaran penyakit TB.

Kata kunci : tuberkulosis, kestabilan titik kesetimbangan, angka

reproduksi dasar, pendekatan operator generasi
selanjutnya, karakteristik area.
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STABILITY ANALYSIS
OF TRANSMISSION TUBERCULOSIS DISEASE MODEL
IN DENSITY DEPENDENT POPULATION

ABSTRACT

This final project studies the construction and analyzes the
stability of transmission model of tuberculosis (TB) disease in
density dependent population. To construct the model, compartment
analysis is used. Transmission of TB disease is modelled as a
nonlinear differential equation systems of four variables, namely
susceptibles (S), latenly infected (L), infectious (I), and treated (T).
According to the analysis, the model has two equilibrium points,
namely disease free and endemic equilibrium point. Stability of these
equilibrium points can be analyzed using R, (basic reproductive
number). R, can be determined using the next generation operator
approach and it is defined as spectral radius of next generation
operator. When R, <1 the population will be free of disease and

when R, >1the disease will be spread. Based on the result of the

analysis of R, , a characteristic area which describes the area
occupied per individual in order to eradicate of disease is obtained.
The results of the simulation model show that population density
affects transmission of TB disease. If the population density in the
area is high, transmission of TB disease is also high.

Key words : tuberculosis, stability of equilibrium points, basic

reproductive number, the next generation operator
approach, characteristic area.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Penyakit tuberkulosis (TB) adalah penyakit menular langsung
yang disebabkan oleh kuman TB yaitu Mycobacterium Tuberculosis.
Sebagian besar kuman TB menyerang paru, tetapi dapat juga
menyerang organ tubuh lainnya. Mereka yang mengidap HIV/AIDS
atau yang mengalami gizi buruk sangat rentan terhadap penyakit ini.
Lemahnya daya tahan tubuh mempermudah perkembangbiakan
kuman TB.

Menurut WHO, kira-kira sepertiga penduduk dunia terinfeksi
TB, terutama penduduk di negara berkembang yang 99%
kematiannya disebabkan penyakit TB. Penderita TB yang tidak
dirawat dapat menularkan penyakitnya dengan cepat, terutama di
lingkungan penampungan dan camp pengungsian, karena tingkat
kepadatan penduduk di lingkungan tersebut sangat tinggi. Jika tidak
ada penanganan secara serius dari pemerintah atau masyarakat,
maka penyebaran penyakit menular tersebut dapat mengakibatkan
suatu epidemik atau wabah penyakit, yang sulit dikendalikan bila
tidak dikenali model penyebarannya.

Model epidemik penyakit TB merupakan salah satu contoh
pemodelan matematika dalam bidang biologi dan kedokteran. Model
tersebut diformulasikan sebagai model SLIT, yang merupakan model
penyebaran penyakit dengan empat kompartemen, yaitu: susceptible,
latenly infected, infectious, dan treated. Susceptible adalah kelompok
individu sehat yang mempunyai kemungkinan untuk tertular
penyakit. Latenly infected adalah kelompok individu yang telah
tertular penyakit tetapi belum mempunyai kemampuan untuk
menularkan penyakitnya kepada individu lain. Infectious adalah
kelompok individu yang telah tertular penyakit dan sudah
mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakitnya kepada
individu lain. Treated adalah kelompok individu yang telah sembuh
dari penyakitnya.

Model SLIT penyebaran TB yang dikaji dalam skripsi ini
bergantung pada kepadatan populasi. Model ini dikonstruksi dari
model kompartemen sehingga diperoleh sistem persamaan

1



diferensial. Dengan menggunakan analisis sistem dinamik, maka titik
kesetimbangan dan sifat kestabilan titik kesetimbangan model
tersebut dapat ditentukan. Namun, tidak mudah menentukan sifat
kestabilan model menggunakan analisis sistem dinamik untuk model
yang berdimensi tinggi seperti model TB. Oleh karena itu, dalam
skripsi ini akan dilakukan analisis Ry (basic reproduction number)
untuk menentukan sifat kestabilan titik kesetimbangan model. R,
adalah suatu angka yang menjadi ukuran untuk mengetahui apakah
dalam suatu populasi terjadi epidemik atau tidak. R, umumnya
diperoleh dari perhitungan nilai eigen dari matriks Jacobi pada titik
kesetimbangan. Namun, perhitungan nilai eigen tersebut sulit
dilakukan apabila matriks Jacobi pada titik kesetimbangannya
berordo tinggi. Oleh karena itu, dalam skripsi ini, untuk menentukan
nilai Ry digunakan pendekatan operator generasi selanjutnya (the
next generation operator approach). Dari analisis kestabilan Ry,
dapat ditentukan karakteristik area/wilayah yang sebaiknya dihuni
individu untuk meminimumkan terjadinya TB. Selanjutnya, dengan
menggunakan paket program MATLAB, akan disimulasikan
perilaku solusi apabila diberikan nilai parameter yang berbeda.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, maka
pokok permasalahan yang dikaji dalam penulisan skripsi ini
adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana mengkonstruksi model SLIT pada dinamika
penyebaran TB yang bergantung pada kepadatan populasi?

2. Bagaimana menentukan titik kesetimbangan model penyebaran
TB yang bergantung pada kepadatan populasi berdasarkan model
matematika yang diperoleh?

3. Bagaimana nilai R, dan karakteristik area dari model penyebaran
TB yang bergantung pada kepadatan populasi?

4. Bagaimana hasil simulasi model apabila diberikan perbedaan
nilai parameter tertentu?



1.3 Batasan Masalah

Penulisan skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan

beberapa batasan masalah sebagai berikut.

1.

Populasi bersifat homogen, artinya semua individu dapat
terinfeksi penyakit TB apabila melakukan kontak langsung
dengan penderita TB (individu infectious).

2. Penduduk didistribusikan di seluruh wilayah.

3. Mengabaikan pengaruh aktivitas lain yang dilakukan individu
yang dapat mempercepat penyebaran TB.

4. Semua imigran dan individu yang baru lahir diasumsikan tidak
terinfeksi dan oleh karena itu masuk dalam kategori susceptibles.

1.4 Tujuan
Tujuan penulisan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi- model SLIT pada dinamika penyebaran TB
yang bergantung pada kepadatan populasi.

2. Menentukan titik kesetimbangan model penyebaran TB yang
bergantung pada kepadatan populasi dengan menggunakan
analisis dinamik.

3. Menentukan nilai Ry dan karakteristik area model penyebaran TB
yang bergantung pada kepadatan populasi.

4. Mensimulasikan model penyebaran TB yang bergantung pada

kepadatan populasi dengan memberikan perbedaan nilai
parameter tertentu.
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BABII
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial

Definisi 2.1.1 (Persamaan Diferensial)

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu
turunan atau lebih dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Finizio dan
Ladas, 1982).

Definisi 2.1.2 (Orde Persamaan Diferensial)
Orde persamaan diferensial adalah tingkat tertinggi dari turunan
yang muncul dalam suatu persamaan diferensial (Ross, 1984).

Definisi 2.1.3 (Derajat Persamaan Diferensial)

Derajat atau degree suatu persamaan diferensial adalah pangkat
tertinggi dari turunan tertinggi yang muncul dalam suatu persamaan
diferensial (Wibisono, 1999).

Definisi 2.1.4 (Persamaan Diferensial Biasa)

Persamaan diferensial biasa ialah persamaan diferensial yang
memuat hanya satu peubah bebas (Finizio dan Ladas, 1982).
Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu persamaan
yang dapat ditulis dalam bentuk

Flx, oy yt )=y @.1)
dengan vy, y',...y(”) adalah fungsi dari x (Finizio dan Ladas, 1982).

Definisi 2.1.5 (Persamaan Diferensial Biasa Linier)

Suatu persamaan diferensial biasa berorde n dengan variabel
bebas x dan variabel tak bebas y disebut linier, jika persamaan
tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk

d" d"! d
a, (x)—r); +q, (x)—n_i} .. S YR (x)—y +a, (x)y = f(x) (2.2)
dx dx dx

dengan q, (x)#0 (Ross, 1984).



Definisi 2.1.6 (Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier)

Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persamaan
diferensial biasa yang tidak berbentuk seperti persamaan (2.2) atau
dengan kata lain, derajat persamaan diferensial tersebut tidak sama
dengan satu dan atau terdapat perkalian antara variabel tak bebas
dengan turunannya (Ross, 1984).

Definisi 2.1.7 (Sistem Persamaan Diferensial Biasa)

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah suatu
sistem yang terdiri dari n persamaan diferensial biasa dengan n
fungsi yang tidak diketahui dan n» merupakan bilangan bulat positif
> 2. Bentuk umum sistem persamaan diferensial orde satu dengan n
fungsi yang tidak diketahui adalah

dx
d_tl =X, (x,s0s X, 3)
: (2.3)

d;c; = Xn(xl,...,xn;t)

dengan X; adalah fungsi dari n+1 variabel, untuk i = 1, ..., n (Birkhoff
dan Rota, 1989).

2.2 Sistem Dinamik

Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik)
Suatu sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui
nilainya di masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi awal

pada masa sekarang atau di masa yang telah lalu (Naggle dan
Edward, 1993).



Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus)
Suatu sistem dinamik yang berbentuk

d
i:FL(fufz’fwﬁ)

ddt
4 Up (o S M

dt
dfy

dt

df,

E:F4(f1sfz’f3=f4

dengan fungsi F; tidak bergantung terhadap waktu ¢ disebut sistem

2.4)

)
:F3(f19f2’f3’f4)
)

dinamik yang bersifat otonomus, untuk i =1,...4 (Finizio dan Ladas,
1982).

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan)
Misalkan diberikan suatu sistem otonomus (2.4), maka titik

(fl* ) fz* ) fa* ) f4* ) yang memenuhi

L VAR AN AN A =3 A VAR AN AN A X A A A A
dan F,(f," £, £ £, )=0disebut titik kesetimbangan atau titik
tetap sistem tersebut (Ross,1984).

Definisi 2.2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan)
Titik kesetimbangan (f,", £, 2. £,") disebut
(a) stabil jika Ve >0, 30 >0 sedemikian sehingga untuk

((AOSAONOFACIE A B,
beﬂaku”(fl(t)’fz(t)sf3(t)af4(t))_(f1*9f2*9f3*9f4*1‘<€, t>0

(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atau tidak memenuhi
kriteria (a)
(c) stabil asimtotik jika ia stabil dan 36,, 0<dJ, <J, sedemikian

sehingga sebuah solusi f; = f; (t), 1550 (t),f3 =f, (,)’ dan
fa=F14 (t) yang memenuhi

(AONAOFAONA®) S VAN

<0,



berlaku lim(f, (). £,(0). £26) £, )= (" 227 127 1))
(Robinson, 2004).

2.3 Sistem Otonomus Linier
Suatu sistem otonomus dikatakan linier bila tidak ada perkalian

di antara variabel tak bebasnya. Sebagai contoh, berikut ini
merupakan sistem otonomus linier berdimensi empat.

d

£=a11f1 tapf, tasfytagf,

df.

_2:a21f1 tayfrtanf;tayf,

5]15 2.5)
d_;:a.%lfl taypf, taysfs+ayf,

df

d_;=a41f1 tapf, tasf;+auf,

dengan a; adalah konstanta real, untuk i, j=1,...,4. Persamaan

(2.5) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai

df |

dt

df, ay  ap ay ay | f
? _|%21 G 4y Gy e
dﬁ ay, Az asy Ay | f;
cgf Ay Qg Ag3 Ay || [y
4

L dt |

atau dapat dinyatakan dalam

df _

d_J::Af (2.6)



dengan F=(f,, fos fin fu) dan A=| 72 2 93 D) gicebue
sz dzp Az Ay
Agy Ay Gy3 Ay
matriks koefisien. Bila det(A);tO, maka titik (0,0,0,0) merupakan
satu-satunya titik kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut.

Teorema 2.1

a. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat stabil, jika semua nilai
eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut adalah real dan
negatif atau mempunyai bagian real tak positif.

b. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat stabil asimtotik, jika
semua nilai eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut adalah
real dan negatif atau mempunyai bagian real negatif.

c. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat tak stabil, jika paling
sedikit satu nilai eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut
memiliki bagian real yang positif.

(Finizio dan Ladas, 1982).

2.4 Sistem Otonomus Nonlinier

Perhatikan sistem otonomus nonlinier berikut.

Do By fa i 1)
dfz:Fz(fl,fz,fs,m
df3:F3(f1,fz,f3,f4)' o
df“ Fo(Fi for fo f2)

Asumsikan F|,F,,F, dan F, mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik 7" =(f,",f," /" £, ). Deret Taylor fungsi
F,,F,,F;dan F, di sekitar f" adalah



oF,(7°) o oF(7)
7, =) o,

-5 ) ag]ﬁf s, - e n)

BFT(l 7 ) a}i .- 1)
Fz(‘*) A,
aafj (=), o,

F3(J?):F3(J?*)+M( 1_f1*)+ aF3(]?*)(f2 _fz*)

T ) df;
Vs oF; ( )( =1 )+ (7)

(r,-£")

\ 2.8)
oF, (7°)
3f3

2.9
( 4 f4*)+772(f)

(2.10)

S~

F4(f): F4(f*)+m( 1 _fl*)+ aF4(—*

o) o

f3‘f3*)+angE4 (f4_f4*)+774(f)

(- 1)

2.11)

~—

/E (f ) dan 77, (f) adalah suku sisa.
dfy, _d

b
( ~/ )E:E(fz_fz*)’

d d *
6];; ;lt ( 3= f3 ), % =i( a—J4 ), maka persamaan (2.8)
— (2.11) dapat ditulis dalam bentuk matriks, sebagai
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o R AR R
N T TS *
f-£"] [RG)] |ak, oR aF, oR | [£i-4
dl -5 _|RE)N | o ¥ | |f-f
dai| £, -1, | | A7) aan ?)F3 ?,F‘* ng fm
| i o o o, o -
fo-£1 1R (L2 KRR el
_af1 afz afz af4 (f)

4

(7

+ ~A\ |

773({)

774(f)

(2.12)

OF OF OF R
o o, I Jf
OF, 9F, 9oF, OF,

S |9 oy Oy Ify
Y A
o o, d OJf,
9F, OF,dF, \3F,
_af1 afz af3 af4_(f*)

disebut matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative

matrix) dan dinotasikan dengan DF (f) atau disingkat dengan DF.
Jika dimisalkan fi=f, - f".fo=fo=f Fi=Fi—fs

ok

dan f4 =f,—f. , serta mengingat F, (f*)ze(f*)zFS(f )zO,
dan F, (f* ): 0, maka persamaan (2.12) dapat ditulis dalam bentuk
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@] [ on on on)

dt of, 1 of. 2 of. 3 of 4
@ OF, OF, OF, OF, 7 m

dr |- of, 9, dfy I, sz m, .
% oF, OF, OF, OF, 7 s

dt o, d, d I f n
d4i, | |9F. OF, OF, O, 1l L

L dt | _afl afz af3 af4_(f.*)
(2.13)
Bentuk di atas dapat ditulis sebagai
D DF+ 7 2.14)
dt

dengan W:(fpfz’fyﬁt) dan 77:(771’772’773’774)~ Bila
(fiforfor fu) cukup dekat dengan (1", £, £ £), maka
(f, ,fQ,f3,f4) bernilai kecil, sehingga ||77|| S"W” Oleh karena itu, 7

dapat diabaikan dan sistem nonlinier (2.7) dapat dihampiri oleh
sistem linier

A (2.15)
dt

Untuk  fi=f", fo=f, . fs=f, dan f,=f, diperoleh
(fl, Far fss ﬁ):(o, 0,0,0), sehingga sistem linier (2.15) memiliki

titik kesetimbangan (fl , fz , ]% ¢ f4 ): (0,0,0,0) dan DF identik
dengan A pada persamaan (2.6) (Robinson, 2004).

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistemm Otonomus Nonlinier)

1. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (2.7) bersifat
stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan
stabil asimtotik.

2. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (2.7) bersifat tak
stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan tak stabil.

3. Jika salah satu nilai eigen matriks DF (f*) bernilai nol dan yang
lainnya mempunyai bagian real negatif, maka titik

12



kesetimbangannya bersifat stabil tetapi tidak stabil asimtotik
(Robinson, 2004).

2.5 Sistem Otonomus Linier Dua Dimensi

Pandang sistem otonomus linier dua dimensi

df,

d—1=a11fl +apf,

dff . (2.16)
“X=a, f +a

dt Zlfl 22f2

Persamaan (2.16) dapat dinyatakan dalam
a _ .z |4n ap f]}
dt Lay ay | [

Nilai eigen matriks A dapat diperoleh dari

[an ‘112__{/1 OT:a“—/l Zap) |:0
ar Ay | 0 lj Qs a, —A
yaitu
(an - ﬂ)(azz -2)- aa,5, =0
A —a A—apd+a,a, —a,a, =0 (2.17)

X - (all Tay )’1 +ay,ay, —ay,a,, =0.
Persamaan (2.17) disebut persamaan karakteristik matriks A. Akar-
akar persamaan, yaitu 4, dan A, disebut nilai karakteristik atau nilai
eigen. Mengingat (a” i a22) merupakan  frace A, dan
(a”a22 = a12a21) adalah determinan A, maka persamaan (2.17) dapat
dinyatakan sebagai
A* —Tr(A)A + Det(A)=0
dengan Tr(A) adalah trace (A) dan Det (A) adalah determinan A.

Teorema 2.3 (Kestabilan Sistem Otonomus Linier Dua Dimensi)
Titik kesetimbangan sistem (2.16) bersifat
1. tidak stabil jika Der(A)< 0 atau jika Det(A)>0 dan Tr(A)>0

2. stabil asimtotik jika Det(A)>0dan Tr(A)< 0 (Robinson, 2004).
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2.6 Angka Reproduksi Dasar (R,)

Angka reproduksi dasar (Ry) didefinisikan sebagai angka rata-
rata banyaknya infeksi berikutnya (infeksi baru) yang disebabkan
oleh satu individu infectious selama individu tersebut hidup sebagai
individu infectious.

Infeksi TB dan re-infeksi selalu ada dalam komunitas
dikarenakan adanya kontak pernapasan antara individu susceptible,
individu treated dan individu infectious. Untuk mengetahui dinamika
penyebaran penyakit TB, digunakan suatu angka yang menjadi
ukuran untuk mengetahui apakah dalam suatu populasi terjadi
epidemik atau tidak. Angka tersebut dikenal sebagai angka
reproduksi dasar (Ryp). Dengan demikian, kestabilan titik
kesetimbangan dapat dianalisis menggunakan R,. Kesetimbangan
bebas penyakit adalah stabil asimtotik jika R, <1dan tidak stabil jika

R, >1. Dengan kata lain, ketika R, <1 setiap individu infectious

akan menyebabkan kurang dari satu infeksi baru, akibatnya dalam
populasi tidak terjadi epidemi dan untuk jangka waktu yang lama
populasi akan terbebas dari penyakit. Sebaliknya, ketika
R, >1setiap individu infectious akan menyebabkan lebih dari satu

infeksi baru, akibatnya dalam populasi akan terjadi epidemi dan
apabila tidak dilakukan penanganan akan menjadi suatu endemik
(wabah), atau secara matematis titik kesetimbangan endemik stabil
asimtotik.

Ry umumnya dapat diperoleh dari perhitungan nilai eigen dari
matriks Jacobi pada titik kesetimbangan model. Namun, dalam
model TB yang bergantung pada kepadatan populasi ini, matriks
Jacobi pada titik kesetimbangan model berordo 4x4 dan melibatkan
banyak parameter, sehingga perhitungan R, akan sulit dilakukan.
Oleh karena itu, digunakan metode pendekatan operator generasi
selanjutnya (the next generation operator approach) untuk
menghitung Ry.

Definisi 2.6.1 (Spektrum dan Jari-Jari Spektrum)

Spektrum atau spectral suatu matriks adalah kumpulan nilai
eigen matriks tersebut. Jari-jari spektrum atau spectral radius suatu
matriks G yang dinotasikan dengan p(G) adalah nilai terbesar dari
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modulus semua nilai eigen matriks G, dengan G adalah matriks
operator generasi selanjutnya.

2.7 Pendekatan Operator Generasi selanjutnya (the next
generation operator approach)

Dalam pendekatan operator generasi selanjutnya, kelas-kelas
epidemik dalam suatu model dapat dikelompokkan berdasarkan
tingkatan infeksi suatu individu. Model epidemik dapat ditulis dalam
bentuk:

X _ f(x,v,2)

dt

D e(x,v,2) @.18)
dt

d—Zzh(X,Y,Z)

dt

dengan Xe R", YeR', ZeR", r,5,n=20 dan h(X,0,0)=0.
Komponen X menyatakan banyaknya individu susceptible, individu
treated/recovered, dan kelas-kelas individu yang tidak terinfeksi.
Komponen Y menyatakan banyaknya individu yang terinfeksi tapi
tidak dapat menularkan penyakitnya kepada individu lain (individu
latenly infected atau non-infected stages). Sedangkan komponen Z
merepresentasikan banyaknya individu terinfeksi yang dapat
menularkan penyakitnya kepada individu lain (individu infectious
dan individu non-quarentined).

Misalkan U, = (X *,0,0)e R"™*" adalah titik kesetimbangan
bebas penyakit, yaitu

#(x7,00)= g(x",0.0)=n(x " 0.0)=0. (2.19)

Diasumsikan bahwa persamaan g(X Y, Z ): 0 secara implisit

menentukan  fungsi Y = g(x Lz ) Selanjutnya, dimisalkan

A= Dzh(X ., g(x *,O),O) dan diasumsikan bahwa A dapat ditulis ke

dalam bentuk A=M — D, dengan m; 20 dan D adalah matriks

diagonal.
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Angka reproduksi dasar R, didefinisikan sebagai jari-jari
spektrum dari matriks MD™" yang dinotasikan sebagai p(MD‘l),
yaitu

R, =plMD™) (2.20)

Persamaan (2.20) mendefinisikan angka reproduksi dasar (Ry)

sebagai jari-jari spektrum dari operator generasi selanjutnya
(Castillo-Chavez dkk, 2002).

Contoh 2.1
Diberikan suatu model SEIR sebagai berikut.
rdS 1
y A- S v S (2.19)
dE I
— BS 5 (1 +k)E (2.20)
£=kE—(}/+,u)I (2.21)
dt
dR
(5, =N R (2.22)
N=S+E+I+R
dengan
S : banyaknya individu susceptible pada waktu ¢
E : banyaknya individu exposed/latenly infected pada
waktu ¢
1 : banyaknya individu infectious pada waktu ¢
R : banyaknya individu recovered pada waktu ¢
A : laju rekruitment
y7i : laju kematian alami
B : probabilitas individu susceptible menjadi individu
terinfeksi oleh satu individu infectious per unit
waktu
k : laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif
¥ : laju penyembuhan dari klas infectious
N : total banyaknya populasi
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Titik kesetimbangan sistem (2.19)-(2.22) diperoleh jika

R

A-pf N—,US—O (2.23)
ﬂS%—(,u+k)E=0 (2.24)
KE —(y+u)[ =0 (2.25)
A — 1R =0. (2.26)

Keadaan bebas penyakit diartikan bahwa tidak ada individu yang
terinfeksi, maka jumlah individu exposed dan infectious adalah nol.
Dengan demikian, diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit U
dari sistem persamaan (2.19)-(2.22) dan total banyaknya populasi
awal, yaitu

Y7,
Selanjutnya kelas-kelas epidemik tersebut dikelompokkan
menjadi tiga kelas, yaitu X =(S,R), Y=E, Z=1I, sehingga
diperoleh sistem persamaan baru, yaitu

U, =(A,O,O,OJ dan N =A ’ (2.27)
U

X A-px Lo vz =f(x.1.2) (2.28)
dt N

Y _ g2 (usk)y=g(x.v.2) (2.29)
dt N

‘i—f =kY —(y+u)Z=n(X,Y,2). (2.30)

Dimisalkan U, z(X *,0,0) dan diasumsikan bahwa persamaan

g(X*,Y,Z)zo secara implisit menentukan fungsi ng(X*,Z).
Dari persamaan (2.29) dan dengan mensubstitusikan nilai

X'=N =A, maka diperoleh fungsi ¥ = §(X 1 Z), yaitu
Y7,

¢(x".v.z)=0

17



92 ¢ LR
VA, gx".z)
Kemudian, dari persamaan (2.30) dan Q(X " Z )dapat ditentukan
fungsi h(X*, §(X*,Z),Z), yaitu
nx' g(x".z)z)=k-3(x".2)-(y+ )z
Bz
= (,U-l‘k) (7+:U)Z
Turunan parsial terhadap Z dari fungsi h(X Y g(x . Z ),Z ) adalah
_onlx"alx".z) z)
d oZ
__ kB
= s ) (7+ ).
Jika dimisalkan A= D, A(X ", ¢(x ,0)0) dan A=M - D, maka
_ kg
AL (r+u)

Mzi dan D=(y+u)
+k)
Dengan demikian diperoleh nilai Ry yaitu

R,=MD™'
__B
(utk) (rrp)

kp
S Py e} =

p,hlx".¢(x".2)2)

18



Contoh 2.2

Model berikut ini adalah model penyebaran penyakit TB yang
sensitif terhadap obat (drug-sensitive) dan kebal terhadap obat (drug-

resistant)
(45 _p_psh_pols 2.32
dr /31 N :62 N us (2.32)
dE I I
7;=:315N1_(ﬂ+k1+”1)E1+P”211_:32E1W2 (2.33)
1
AN kE, —(u+d, +r)l, (2.34)

dt

A —

dT 1 1
E=F1E1+(1_P_CI)’”211_Gﬂ1Tﬁl_ﬂ2T_2_:UT (2.35)

N
dd%:qrzll —(u+k,)E, + B,(S+E, +T)% (2.36)
dl,
\7=sz2 —(u+d,)I, (2.37)
dengan

S : banyaknya individu susceptible pada waktu ¢

E : banyaknya individu exposed/latenly infected yang
sensitif terhadap obat pada waktu ¢

I, : banyaknya individu infectious yang sensitif
terhadap obat pada waktu ¢

T : banyaknya individu treated pada waktu ¢

E, : banyaknya individu exposed/latenly infected yang
kebal terhadap obat pada waktu ¢

L : banyaknya individu infectious yang kebal terhadap
obat pada waktu ¢

A : laju rekruitment

u : laju kematian alami

d, : laju kematian individu yang sensitif terhadap obat
dikarenakan penyakit TB

d, : laju kematian individu yang kebal terhadap obat

dikarenakan penyakit TB
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B : probabilitas individu susceptible menjadi individu
terinfeksi oleh satu individu infectious per unit

waktu

5 : probabilitas individu susceptible menjadi individu
terinfeksi oleh satu individu infectious per unit
waktu

ki : laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif untuk
individu yang sensitif terhadap obat

ky : laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif untuk
individu yang kebal terhadap obat

7| : laju kesembuhan untuk individu yang sensitif
terhadap obat

r :laju kesembuhan untuk individu yang sensitif
terhadap obat

N : total banyaknya populasi

g+ g : proporsi individu treated yang belum sepenuhnya

menjalani pengobatan.

Titik kesetimbangan diperoleh dengan cara membuat ruas kanan
persamaan (2.32)-(2.37) sama dengan nol. Dengan demikian,
diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit U, dan total banyaknya
populasi, yaitu

Uy = (ﬁ ,o,o,o,o,oj AL (2.38)
)7 )7

Selanjutnya kelas-kelas epidemik tersebut dikelompokkan
menjadi tiga kelas, yaitu X =(5,7), Y =(E,,E,), Z=(1,.1,), dan

dimisalkan Q(X 5, Z)z (§1 (X 3 ), g5 (X \ 2/ )), sehingga diperoleh
sistem persamaan baru, yaitu
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(dizA—(ﬁl +0p,)Z -28,Z -2uX —rY +(1- p—q)r,Z

dt
=f(x.v,2)
dy z Z
d_;zﬁlxﬁl_(ﬂ"'kl +n )Y, + pr,Z, - B,Y, WZ
:gl(X’Y’Z)
< %:q;’zzl _C“"‘kz)Yz +5,Z, + o, Y,
1
:gz(XaYaZ)
%:klyl —(u+d, +r,)2,=h(X,Y,2)
t
dz
\ dtz :k2Y2—(/l+d2)Z2:h2(X’Y’Z)‘

Dimisalkan U, = (X 0, 0), maka X~ :A: N . Diasumsikan
i

bahwa persamaan g, (X Y. Z ): 0 secara implisit menentukan
fungsi Y, =g, (X*,Z) , dan g, (X*,Y,Z)z 0 menentukan fungsi
Y, =8, (X "z ) Dengan mensubstitusikan nilai X ke dalam
persamaan g, (X*,Y,Z)z 0, diperoleh fungsi Y, = g, (X*,Z) , yaitu

¢ (x".v.z)=0

<:>ﬁlzl_(/‘"‘kl""’1)Y1"‘1”‘2zl_ﬂlb)222Y1:0
(ﬁ]"‘P”z)Zl A *
Y = = X ,Z
=h (/15222//\)"‘(/“']‘1""’1) 81( )

Kemudian dengan mensubstitusikan nilai X ke dalam persamaan
gz(X*,Y,Z)zo, diperoleh fungsi Y, = §2(X*,Z),
g, (x".v.z)=0
& (u+k, )Y, =qr, 2, + 5,2, +0(2)
&Y, =M+O(2)= §2(X*,Z)

(u+k,)
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Dari persamaan h,(X,Y,Z) dan (g?l(X*,Z) dapat ditentukan

fungsi hl( ,g(X ,Z) ) yaitu

hl(X*’gl(X*’Z)’Z) ( )_(/l"'d +r2)Zl

(,31+pr2)Z —(/1+d1+r2)

(/4322 /A) (ﬂ+k1 +r1)

Kemudian dari persamaan h,(X,Y,Z) dan g, (X \. /4 ) dapat

ditentukan fungsi A, (X ] §(X ‘% ), z ) , yaitu

hz(X*’gz(X*’ZlZ):kz ‘§2(X*’Z)_(ﬂ+d2)zz
— qnZ, +B,Z, —(u+d,)z

T (k)

Dimisalkan A= D, (X", (X *,0)0), maka

o (x",2,(x" 0)o) am(x", & (x"0)o)
4 9Z, 9z,
oy (x " 2, (x"0)0) o, (x”, 2,(x" 0)0)
I 3z, 9z,
k (ﬂ +P”2)
B m_(/l+dl +r2) O
= k. B
_ 0 (#ikzz)—(,u+d )

Jika dimisalkan A=M — D, maka

kl(ﬂl"'l’rz) " )
_ (/1+k1+r1) nD= +d, +1,
M = ) k., da D—[ 0
(,U"‘kz)

22
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Karena D™

! 1 —(u+d,) 0 }
C(u+d, ) u+d,) 0 —(u+d +r,)|

maka diperoleh matriks MDD, yaitu

—kl(ﬂ1+pr2)(,u+d2) 0
MD™ = 1 (/1+k1+’”1)
(u+d, +n)u+d,) ; — koo +d +1,)
(e +ky)
—k(B,+ pr,) 0
|tk +n )+ d 1)
B 0 _kzﬁz
(e +k, Nz +dy +1,)

Dari matriks MD™', diperoleh dua nilai eigen
A = kl(ﬁl + Prz) dan 4, = k, .
(e+ky +n)u+d, +r,) (:U‘*'kz)(ﬂ"'dl"'rz)

Angka reproduksi dasar (Ry) adalah jari-jari spektrum dari
operator generasi selanjutnya, maka
R, = max{4,, 4, }

— max k, (,B1 +Prz) kB,
(ke +n Nu+d +ry) (k) Nu+d +r,))
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BAB II1
PEMBAHASAN

3.1 Model Kompartemen Penyebaran Penyakit TB yang
Bergantung pada Kepadatan Populasi

Penyebaran penyakit TB yang bergantung pada kepadatan
populasi dapat digambarkan dengan menggunakan model
kompartemen. Model ini membagi populasi ke dalam empat
kompartemen, yaitu susceptible, latenly infected, infectious dan
treated. Arus perpindahan materi dari kompartemen-kompartemen
tersebut secara skematis disajikan dalam Gambar 3.1 berikut.

1

leCTZ
I’]L
1
A PieS 4 kL ral '
—» S L I T
qu ML A (u+d)l vﬂT
mati mati mati mati

Gambar 3.1 Diagram kompartemen penyakit TB
yang bergantung pada kepadatan populasi

3.2 Variabel-variabel dan Parameter-parameter Model TB
yang Bergantung pada Kepadatan Populasi

Pada model dinamika TB ini, digunakan variabel-variabel dan
parameter-parameter berikut.
S(t) : banyaknya individu susceptible pada waktu ¢
L(t) : banyaknya individu latenly infected pada waktu ¢
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I(1) : banyaknya individu infectious pada waktu ¢
1(t) : banyaknya individu treated pada waktu ¢

A : total area yang dihuni populasi
A : laju rekruitment
y7j : laju kematian alami perkapita
d : laju kematian disebabkan TB
B : probabilitas individu susceptible menjadi individu
terinfeksi oleh satu individu infectious per kontak per unit
waktu
5 : probabilitas individu treated menjadi individu terinfeksi
oleh satu individu infectious per kontak per unit waktu
k : laju pergerakan menjadi TB aktif
T : laju recovery/penyembuhan dari klas latent
2 : laju recovery/penyembuhan dari klas infectious
c : laju kontak per kapita
dengan
_ 1
rata — rata nilai harapan hidup ’
1

~ waktu antara aktifasi TB dan penyembuhan melalui pengobatan .

3.3 Konstruksi Model

Model SLIT untuk epidemik TB yang bergantung pada
kepadatan populasi diperoleh dengan menerjemahkan kompartemen
pada Gambar 3.1 ke dalam model matematika. Karena menyatakan
populasi, maka S(z), L(t), I(t), T(¢) = 0. Laju perubahan dari individu
susceptible, latenly infected, infectious, dan treated diperoleh sebagai
berikut.

1. Laju Perubahan Individu Susceptible

A menyatakan laju rekruitment yaitu laju banyaknya individu
yang menempati area yang sudah ditetapkan. Semua individu sehat
termasuk imigran dan individu yang baru lahir mempunyai
kemungkinan terinfeksi penyakit TB dan disebut individu
susceptible. Laju perubahan individu susceptible tersebut berbanding
lurus dengan laju rekruitment pada saat ¢, yaitu
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as) _
dt
dengan 4 > 0.

Banyaknya individu susceptible bisa berkurang disebabkan
kematian alami individu yaitu kematian bukan karena terinfeksi TB,
sehingga laju perubahan individu susceptible pada waktu ¢
berbanding lurus dengan berkurangnya individu susceptible karena
kematian alami, yaitu

ds(r) _
7——,‘150),

M menyatakan laju kematian alami individu per kapita.

Penyebaran penyakit TB dalam area yang dihuni populasi terjadi
melalui kontak langsung dengan penderita TB. Jika individu
susceptible melakukan kontak dengan individu infectious, maka
individu susceptible akan terinfeksi. Individu yang terinfeksi oleh TB
belum mampu menularkan penyakitnya pada individu lain, dan
disebut individu latenly infected. Keadaan ini menyebabkan
berkurangnya individu susceptible, sedangkan individu latenly
infected bertambah. Oleh karena itu, laju perubahan individu
susceptible berbanding lurus dengan berkurangnya individu
susceptible karena kontak langsung dengan satu individu infectious
per kapita per satuan waktu, yaitu

dslt I\t

BO__pest ™),
dengan f; menyatakan probabilitas individu susceptible menjadi
individu terinfeksi, dan ¢ menyatakan laju kontak per kapita.

Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu
susceptible terhadap waktu, yaitu

1(r)

dfl—f)=A—us(r)—ﬁlcS(t) .

3.1
2. Laju Perubahan Individu Latenly Infected

Bertambahnya individu susceptible yang melakukan kontak
langsung dengan individu infectious menyebabkan bertambahnya
individu latenly infected, sehingga laju perubahan individu latenly
infected berbanding lurus dengan jumlah individu susceptible yang
melakukan kontak langsung dengan individu infectious per kapita per
satuan waktu, yaitu
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dL\¢ It
L _pesio),

Setelah periode laten yaitu waktu pada saat individu mulai
terinfeksi sampai munculnya gejala, individu latenly infected akan
berubah menjadi individu infectious dengan laju k. Individu latenly
infected akan berkurang, sedangkan individu infectious akan
bertambah. Berkurangnya individu latenly infected dapat pula
disebabkan oleh kematian alami dengan laju y. Kemungkinan lain
yang menyebabkan berkurangnya individu latenly infected adalah
karena individu tersebut sembuh (treated) sebelum berkembang
menjadi  individu  infectious. ~Keadaan ini menyebabkan
bertambahnya individu freated. Oleh karena itu, dapat dibuat model
laju perubahan berkurangnya individu latenly infected pada waktu ¢
yaitu

aLe _ —(u+k+n)L@),
dt

dengan u menyatakan koefisien laju kematian alami, k>0
menyatakan laju infeksi (laju perkembangan menjadi aktif TB) dan
r; menyatakan laju recovery (penyembuhan) pada klas latenly
infected.

Apabila individu treated melakukan kontak langsung dengan
individu infectious, maka ada kemungkinan individu treated tersebut
akan terinfeksi kembali dikarenakan daya tahan tubuh menurun dan
status gizi yang buruk (malnutrisi) yang kerapkali terjadi dalam
populasi padat penduduk seperti camp pengungsian dan penjara.
Namun, individu yang terinfeksi kembali tersebut masuk dalam
kategori individu latenly infected. Keadaan ini menyebabkan
bertambahnya individu latenly infected, sedangkan individu treated
berkurang, sehingga laju perubahan [atently infected berbanding
lurus dengan bertambahnya individu freated yang terinfeksi kembali
karena kontak dengan individu infectious, yaitu

dL(t) 1(r)
d[ ﬂ 2 CT(t) A >
dengan £, menyatakan probabilitas individu treated menjadi individu
terinfeksi oleh satu individu infectious per kontak per unit waktu.
Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu

latenly infected terhadap waktu ¢, yaitu
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dL(t) ﬁlcS(t)ﬁ_(lu—i-k+rl)L(t)+ﬁ2CT(t) I(t).

= — 3.2
dt A A 5t

3. Laju Perubahan Individu Infectious

Perubahan individu latenly infected menjadi individu infectious
menyebabkan bertambahnya individu infectious, sehingga laju
perubahan individu infectious berbanding lurus dengan jumlah
individu latenly infected pada saat ¢, yaitu

dl(t)
7 kL(2),
dengan k menyatakan laju infeksi.

Ada dua kemungkinan yang menyebabkan kematian individu
infectious, kemungkinan yang pertama dikarenakan adanya kematian
individu secara alami dengan laju i = 0 dan kemungkinan yang ke
dua adalah adanya kematian individu karena menderita penyakit TB
dengan laju d >0. Kedua kemungkinan tersebut menyebabkan
berkurangnya individu infectious. Berkurangnya individu infectious
juga bisa dikarenakan individu tersebut sembuh (treated) dari TB
dengan laju r, >0. Oleh karena itu, laju perubahan individu

infectious pada saat ¢ dapat dinyatakan sebagai
dl (1)
——=—(u+d+nr)I).
& (u ()
Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu
infectious terhadap waktu ¢, yaitu
dl(t
%sz(t)—(,u+d+r2)I(t). (3.3)
t
4. Laju Perubahan Individu Treated
Berkurangnya individu latenly infected karena sembuh dari
penyakit sebelum berkembang menjadi individu infectious
menyebabkan bertambahnya individu treated. Bertambahnya
individu treated juga disebabkan karena adanya individu infectious
yang sembuh dari TB. Oleh karena itu, laju perubahan individu
treated pada waktu ¢ berbanding lurus dengan bertambahnya individu
latenly infected dan infectious yang sembuh dari penyakit, yaitu

dT
% =rL(t) + ().
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Berkurangnya individu treated bisa disebabkan karena kematian

alami, sehingga laju perubahannya terhadap ¢ adalah
dT(t)
5 LT ().

Bertambahnya individu latenly infected karena individu treated
terinfeksi kembali menyebabkan berkurangnya individu treated.
Oleh karena itu, laju perubahan individu treated berbanding lurus
dengan berkurangnya individu treated karena kontak langsung
dengan individu infectious per kapita per satuan waktu, yaitu

dT (¢ I(t

Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu
treated terhadap waktu, yaitu

dT (1)

=nL@)+r,I(t)— ul(t)— ﬁch(t)%. (3.4)

Oleh karena itu, model dinamika TB yang bergantung pada
kepadatan populasi dirumuskan oleh persamaan-persamaan (3.1)-
(3.4), dengan N = S(¢)+ L(z)+ I(r)+ T(¢) adalah total populasi.

3.4 Titik Kesetimbangan

Misalkan (S, L', I', T') adalah titik kesetimbangan/titik kritis
dari sistem persamaan (3.1)-(3.4). Titik kesetimbangan sistem
tersebut diperoleh jika

dS(t) dL(t) dI(t) dT(t)
dt dt dt dt

0,

sehingga diperoleh sistem persamaan yang baru, yaitu

. A—ﬂS(r)—ﬁlcS(r)%)w 3.5)
< BSOS~ (k4 )L+ BT =0 (36

kL(t)—(u+d+r)I)=0 3.7)
\ nL(@)+rd () — (I (1)~ ,Bch(t)%f) =0 (3.8)
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Dari persamaan (3.7), diperoleh
kL(t)

It)=—F"—. 5
® (u+d+ry) (39)

Substitusikan (3.9) ke dalam persamaan (3.5) dan persamaan (3.8),
sehingga diperoleh

S() = A(U+d+ry) (3.10)
HA(U+d + 1) + BckL(t)
o AL(t)(r1 (,u+d +7, )+ rzk)
Tl)= Ap(p+d +ry)+ ByckL(r) O-11)

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.9)—(3.11) ke dalam
persamaan (3.6), sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut.

R B ] )

H+d+r,

(A,Bth (Ck)2 _:52Ck,UA(/l+k +7 )(ﬂ+d + ’"2) :B1CkIUA
(u+k+r)u+d+r)+ BckuAlr(w+d +r,)+ rk))LE)

(B cAkuA(u+d + 1)~ (uA) (e + k41 N +d+1, ) JL(r) =0.
(3.12)
Dari persamaan (3.12) diperoleh dua persamaan, yaitu
L(t)=0
atau

{% (n(u+d+r,)+rk)=(Bck) (u+k+r )][L(t)]2

+(AB B, (k) =~ BockuAlu+ K+ Np+d + 1)~ ﬁ]ckw\
(u+k+r)u+d+r)+ BckuA(r (u+d+r,)+ rk))|L{)]

+(BcAkA(+d + 7, )= (LA (& + 1, +d +1, )7 )= 0,
(3.13)
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Apabila  L(t)=0 disubstitusikan ke dalam persamaan
(3.9)—(3.11), diperoleh nilai S(r)= ) , I(t)=T(t)=0. Dengan
y7,

demikian, diperoleh titik kesetimbangan yang pertama, yaitu

U, = (A,O,O,Oj . (3.14)
yZi

Dari persamaan (3.14) dapat diperoleh total banyaknya individu
dalam populasi, yaitu

At (3.15)

y7,
Titik kesetimbangan U, menjelaskan bahwa pada keadaan ini
terdapat individu susceptible sebanyak jumlah individu dalam

populasi, yaitu A, sedangkan jumlah individu latenly infected,

infectious dan treated sama dengan nol. Hal ini menunjukkan bahwa
tidak terdapat individu latenly infected, infectious dan treated dalam
populasi, sehingga tidak pernah terjadi kontak antara individu
susceptible dengan individu infectious atau dengan kata lain semua
individu dalam keadaan sehat. Keadaan seperti ini disebut keadaan
bebas penyakit. Oleh karena itu, jumlah individu susceptible tidak

A
pernah berkurang dan selalu bernilai N =— , sedangkan jumlah

individu latenly infected, infectious dan treated tidak pernah
bertambah dan selalu bernilai nol. Dengan demikian, titik
kesetimbangan ini disebut sebagai titik kesetimbangan bebas
penyakit.
Dari persamaan (3.13) diperoleh
— i ar
L(t):fTﬁ, (3.16)

dengan
$=AB B, (Ck)2 _ﬁzckﬂA(ﬂ"'k"'rl )(ﬂ"‘d"'rz)_ﬁle,UA
(ﬂ"'k""i)(ﬂ"’d+r2)+ﬁzckﬂA(”1(ﬂ+d+r2)+r2k))
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W = ABS(ck ) = BrckpAl+k + 1 ) +d +1,) = BckuA
(e +k+n)u+d +r,)+ BockpAlr (e +d + 1)+ rk)f —4-
|2 Sl )~ Bet ko)

(,chAk,Lm(ﬂ+d+r2)—(;1A) (u+k+n)u+d+r) 2)
)

= BB ) k)= (Bek Pk

Substitusikan  persamaan (3.16) ke dalam persamaan
(3.9)—(3.11), diperoleh

S(t)= 20MA(u+d+r,) 3.17)
20uA( +d +1,) — Bické £ BickJw

I(t):m (3.18)
20(u+d+r,)

()= (rl(,u+d+r2 +r2 ( §+\/_) (3.19)

200U +d+r,)+ Byckl-Ex Jy )

Dengan demikian, diperoleh titik kesetimbangan yang ke dua,
yaitu

20MA(L+d + 1) N N
20uA(u+d +ry)— Bické+ Bick T 20

keexyy)  Al(urd+n)enk)-ct )
20(u+d+r,) 26Aﬂ(,u+d+r2)+,32ck(—§i\/_).

Titik kesetimbangan U, menjelaskan bahwa pada keadaan ini
banyaknya individu terinfeksi (individu latenly infected dan individu
infectious) adalah tidak nol, artinya terdapat individu terinfeksi
dalam populasi. Oleh karena itu, akan terjadi kontak antara individu
susceptible dengan individu infectious, yang dapat mengakibatkan
penyakit menyebar. Dengan demikian, titik kesetimbangan U,
disebut sebagai titik kesetimbangan endemik.

U =

(3.20)
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3.5 Kestabilan Titik Kesetimbangan
Matriks Jacobi dari sistem persamaan (3.1)—(3.4) adalah
1 S
= [ﬂ + ﬁlC(XJJ 0 - IBIC(XJ 0

DF(S,L,1,T)= ﬁ’lc{ﬂ —(u+k+r) ﬂ”@ » ﬁZCGJ ﬂzc( % j
. k —(u+d+n) 0

y A A —ﬂzc@ —[“/’ZC[QD_

(3.21)

3.5.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Dari persamaan (3.14) diperoleh titik kesetimbangan bebas
penyakit, yaitu

U, = [A,O,O,OJ
Y7

Substitusikan Uy ke dalaql matriks Jacobi (3.21)

i

y7i
-HU 0 = pic Y, 0
A A
DF\U,)=DF|—,0,0,0 [=
w,) (,u J 0 —(,u+k+rl) Bic él 0
k ~(u+d+r,) ©
0 n g} —Hu

Nilai eigen (A) dari matriks DF(U,) dapat diperoleh dari

A,
—(u+2) 0 —ﬂlc(f‘j 0
A
IDFW,)-Al=| 0  —(u+k+n)-2 ﬂlc% 0 |=0
0 k —(u+d+nr)-4 0
0 n T —(u+4

34



Diperoleh

(ﬂ+ﬂYda‘4m+k+”)+ﬂ) ﬁ”&%} -0 (322

k ~((u+d+r)+2)
Dari persamaan (3.22), kedua nilai eigennya adalah negatif, yaitu
A =—u
A =—u

Selanjutnya, dari matriks

o] - (k)4 2) ﬁlc[%J

=0
k ~(u+d+r,)+2)
dimisalkan
v
B —(u+k+r) ,BICX
k —(u+d+r,)

Dengan demikian, diperoleh
A
Det(B)=(u+ k +5 Y + 4 r,)- kﬁ&]
dan
Tr(B)=—((u+k+r)+(u+d +1r))
Karena semua parameter (., k,r,d,r, positif, maka Tr(B) <0 .

Menurut Teorema (2.3), agar titik kesetimbangan bebas panyakit
stabil asimtotik, maka Det(B) harus lebih besar dari nol, yaitu

Det(B)>0

(:)(,u+k+rl)(,u+d+r2)—kﬁlc(%J>0

(e
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Dengan demikian, titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil
asimtotik jika

{%} ¢ [(WZHI)J((,H@iB )J' L

3.5.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Misalkan Ue:(S*,L*,I T*) adalah titik kesetimbangan

endemik, dengan (S LI e );t (0,0,0,0). Matriks Jacobi untuk
titik kesetimbangan endemik (U,) adalah

—(wﬂ,{ﬂ] 0 —ﬂ.{%} 0

I s” T I
DF(E(,) - DF(S(,L*, IV,TXY)= ﬂ]c[j] _(/l+k + rl) ﬁl‘{j]"’ﬁz‘{j) IBZC[X]
0 k —(u+d+n) 0

o WL aadr] feend®)

(3.24)

Nilai eigen dari matriks (3.24) sulit dicari secara analitik apabila

nilai parameter yang ditetapkan tidak disubstitusikan ke dalam

matriks tersebut, oleh karena itu, digunakan basic reproductive

number (angka reproduksi dasar/R;) untuk menganalisis kestabilan
titik kesetimbangan.

3.5.3 Ry untuk TB dengan Pendekatan Operator Generasi
Selanjutnya

Dalam pendekatan operator generasi selanjutnya, populasi
dikelompokkan ke dalam tiga kelas dan untuk model TB yang
bergantung pada kepadatan populasi, tiga kelas-kelas tersebut adalah
X =(8.7), Y=(L), dan Z =(r). Komponen dari X menyatakan
banyaknya individu yang tidak terinfeksi yaitu individu susceptible,
dan individu treated. Komponen dari Y merepresentasikan
banyaknya individu yang terinfeksi yang tidak dapat menularkan
penyakitnya yaitu individu latenly infected. Komponen dari Z
merepresentasikan banyaknya individu terinfeksi yang dapat
menularkan penyakitnya yaitu individu infectious.
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Karena X=(§,7), maka persamaan (3.1) dan (3.4)
dikelompokkan, sehingga diperoleh
Z

17).¢ Zz
EzA—,uX—ﬂch(Zj+r1Y+rZZ—,uX—ﬂch(Zj

V4 Z
=A-2uX —,BICX(XJ +rY +nZ _ﬁZCX(Zj

= f(X.Y,2). (3.25)

Karena Y = (L), maka persamaan (3.2) menjadi

@ § ﬁlcxgj—(;ﬁkw, )Y+ﬂ2cX(%j =g¢(Xx,v,2). (3.26)

dt

Selanjutnya, karena Z = (/) maka persamaan (3.3) menjadi

i—fzkY—Qu+d+r2)Z=h(X,Y,Z).

Dengan demikian, setelah pengelompokan kelas-kelas epidemik
dari persamaan (3.1)-(3.4), diperoleh sistem persamaan baru (3.25)-

(3.27).
Dari persamaan (3.14) dan (3.15) diperoleh titik kesetimbangan
bebas penyakit dan total populasi, yaitu

U, =(A,O,O,OJ dan Nzé.
yo M

Dimisalkan U, = (X [ ,0,0) dan diasumsikan g(X v Y,Z )= 0

(3.27)

secara implisit menentukan fungsi Y = g(x*,z). Dari persamaan

(3.26) diperoleh fungsi g(X*,¥,Z)=0, yaitu
,Bch*(%)—(,u+k+rl)Y+ﬂ2cX*(%J:O‘ (3.28)

Karena X~ = A, maka persamaan (3.28) menjadi

w3 o on (2[5
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Dengan demikian, diperoleh fungsi Y = g(x iy ), yaitu

2]

(u+k+r)
Dengan mensubtitusikan nilai X~ dan persamaan (3.29) ke dalam

Y = (3.29)

persamaan (3.27) diperoleh fungsi h(X *,(g?(X *,Z),Z) sebagai

berikut
N
(u+k+r)

Turunan parsial terhadap Z dari fungsi h(X . g(x .z ),Z) adalah
x*,8lx".2)7)

nx*, g(x*.v)z)=x —(u+d+n,)z.

p,hlx* ¢(x".2)z)= o

0Z
k(ﬁ1 +ﬁ2 )C[ﬁlJ
= Cu+k+r) —(,u+d+r2).
Dimisalkan A= Dzh(X 5 §(X *,O),O), maka
k(ﬁl +:52 )C[Zﬂ]
A= rier) ~(u+d+r,).

Selanjutnya diasumsikan A=M — D, sehingga diperoleh
A
k(ﬁl + 5, ){f}

(u+k+r)

M =

dan D=(u+d+r,) (3.30)

R, didefinisikan sebagai jari-jari spektrum dari matriks MD™', maka
dari persamaan (3.30) diperoleh nilai Ry yaitu
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(6, + 5.) 2
Fo = kﬂ(ﬂ++i+£)AJ '[(;H;w)j

1) %}(&;ﬁf) bty e

Vi
= : kepadatan individu susceptible

dengan

A

B,c dan B,c :laju transmisi/peralihan efektif
- 4
M+d+r,

—(’B i+ 5 )CJ : banyaknya individu latenly infected yang dihasilkan
u+d+r,

J : periode infectious efektif

oleh individu infectious selama periode infectious
k
H+k+n

j : probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat

latent ke dalam tingkat infectious.

Jika R, <1, maka titik kestabilan bebas penyakit adalah stabil
asimtotik, sedangkan jika R, >1 kesetimbangan bebas penyakit

adalah tidak stabil dan kestabilan endemik adalah stabil asimtotik.
Jadi:

a. jikaR,>1, maka

e
L EREE
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o

Kepadatan individu susceptible (XJ menentukan peranan

ukuran area yang akan dihuni populasi yang dinotasikan dengan A.
Ketika areanya cukup besar, kepadatan akan menjadi kecil, dengan
cara demikian mengurangi ukuran bilangan dasar reproduktif R,.
Sedangkan ketika ukuran areanya kecil, kepadatan akan menjadi
lebih besar, sehingga bilangan dasar reproduktif atau jumlah infeksi
kedua dikarenakan satu individu infectious akan menjadi lebih besar.

b. jika R, <1, maka

{ﬁj((ﬂﬁﬁz)j( k j<1 (3.33)
ANpu+d+r, \u+k+rn

Persamaan (3.33) mengimplikasikan bahwa

AN (BB & (3,34
5 U+d+r \u+k+n

dengan

[AAJ : karakteristik area atau area yang dihuni tiap
Vi
individu.

Dengan demikian, agar terbebas dari penyakit TB, area yang
dihuni tiap individu (karakteristik area) harus selalu lebih besar dari
perkalian antara probabilitas individu yang dapat bertahan dari
tingkat latent ke dalam tingkat infectious dan banyaknya individu
latenly infected yang dihasilkan dari individu infectious. Oleh karena

+
itu, 6 L+ e k didefinisikan sebagai ukuran area
H+d+r, \u+k+r

kritis yang diharapkan dapat mengendalikan penyebaran TB.

40



3.6 Simulasi Model

Berdasarkan studi yang dilakukan Ssematimba dkk (2005)
diperoleh estimasi untuk setiap parameter pada sistem persamaan
(3.1)-(3.4) yang disajikan dalam Tabel 3.1, dan untuk nilai syarat
awal disajikan dalam Tabel 3.2 berikut.

Tabel 3.1 Nilai Parameter

Parameter Nilai
H 0.0222 / tahun
A 1500 individu / tahun
Ty 1.5 per individu / tahun
r 1.5 per individu / tahun
b 0.2 / tahun
b 0.2 / tahun
c 100 / tahun
d 0.365 / tahun
k 0.00396 / tahun
Tabel 3.2 Nilai Syarat Awal
Syarat Awal Nilai
So 30.000 individu / tahun
Ly 20.000 individu / tahun
Iy 7.568 individu / tahun
To 10.000 individu / tahun

3.6.1 Karakteristik Area

Dari persamaan (3.34) diperoleh syarat agar dalam sistem
terbebas dari penyakit, yaitu area yang dihuni tiap individu
(karakteristik area) harus selalu lebih besar dari perkalian antara
probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat latent ke
dalam tingkat infectious dan banyaknya individu latenly infected
yang dihasilkan dari individu infectious.

Dengan mensubstitusikan nilai parameter dari Tabel 3.1 ke
dalam persamaan (3.34), diperoleh
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A >[(ﬁ1+ﬁz)cj( k j

S U+d+r, \u+k+r

Al ( (0.2+0.2)100 j{ 0.00396 )
0.0222 +0.365+1.5 )\ 0.0222 4+ 0.00396 +1.5

A >[ 40 j{o.om%j
M 1.8872 \ 1.52616

2 1>0.055. (3.35)

Dengan demikian, agar sistem terbebas dari penyakit TB maka
area yang harus dihuni tiap individu (karakteristik area) harus lebih
besar dari 0.055 km’, dengan ketentuan menggunakan parameter
pada Tabel 3.1.

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan nilai parameter A dan u

dari Tabel 3.1 ke dalam persamaan (3.35), maka diperoleh syarat
ukuran area agar titik kesetimbangan bebas penyakitnya stabil
asimtotik, yaitu

A>3716.22. (3.36)
Dengan demikian, sistem akan terbebas dari penyakit apabila ukuran
area yang sebaiknya dihuni semua individu adalah lebih besar dari
3716.22 km’.

3.6.2 Kestabilan Model dengan Analisis Sistem Dinamik

Dalam penentuan kestabilan model dengan analisis sistem
dinamik, akan diberikan beberapa nilai parameter untuk ukuran area.
Sedangkan untuk nilai parameter yang lain, digunakan nilai
parameter yang disajikan pada Tabel 3.1. Dengan mensubstitusikan
nilai parameter pada Tabel 3.1 ke dalam sistem persamaan (3.5)-
(3.8), diperoleh titik kesetimbangan model dari masing-masing
ukuran area yang ditetapkan, yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit (Up) dan titik kesetimbangan endemik (Ue) yang disajikan
pada Tabel 3.3 berikut.
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Tabel 3.3 Titik Kesetimbangan Model

Area

k) Uo U.

500 | (67567.57,0,0,0) | (373.05,47641.1,99.97,17809.84)

1000 | (67567.57,0,0,0) | (1166.94,30100.18,63.16,35198.83)

1500 | (67567.57,0,0,0) | (4015.18,12559.26,26.35,50533.48)

4000 | (67567.57,0,0,0) | (-1975.7,-75145.3,-157.7,1.47x10°)
40000 | (67567.57,0,0,0) | (-1085.6,-1.4x10°-2807.8,1.5x10°)
400000 | (67567.57,0,0,0) | (-1039,-1.4x107,-29308.8,1.5x10")

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan model pada Tabel
3.3 ke dalam matriks Jacobi (3.21), diperoleh nilai-nilai eigen yang
disajikan pada Tabel 3.4 berikut.
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Tabel 3.4 Nilai Eigen

Area(km2) Nilai Eigen untuk U, Nilai Eigen untuk U,
A =-0.0222 M =—6.1907
A =—0.0222 A =-0.0229
500
A3 = —4.9832 A3 =—1.2206
M= 1.56979 Ay =—4.0209
A =-0.0222 A =—4.0930
A =-0.0222 A = —0.0230
1000
Az =—4.0270 A3 =—0.5828
Ay =0.61365 Ay =—1.2854
A =—0.0222 A =-3.5791
A =—0.0222 A =—0.0231
1500
A3 = —=3.6041 A3 =—0.1848
Ay =0.19073 M =—0.3736
A =—0.0222 A =-=3.1047
A =—0.0222 A =—=0.0230
4000
A3 =—2.8773 A3 = 0.48053
A = —0.5360 A =0.76707
A =—0.0222 A =-=3.6701
A =-=0.0222 A =—-0.0226
40000
A =-2.1146 A3 = 14.2959
Ay =-1.2988 A =14.0167
A =—0.0222 A =—0.0229
A =—0.0222 A =-2.9025
400000
A =-1.9211 A3 =0.95533
A =—1.4923 A =1.44328
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Dari Tabel 3.4, dapat dilihat bahwa untuk ukuran area 500 km?,
1000 km?, dan 1500 km®, ketiga nilai eigen pada titik kesetimbangan
bebas penyakit (Uy) adalah real negatif, sedangkan A, bernilai real
positif. Menurut Teorema 2.1, dapat disimpulkan bahwa titik
kesetimbangan bebas penyakit untuk ketiga area tersebut bersifat
tidak stabil. Namun, pada titik kesetimbangan endemik (U,),
keempat nilai eigennya bernilai real negatif, sehingga titik
kesetimbangan endemik untuk ketiga area tersebut bersifat stabil
asimtotik. Sedangkan untuk ukuran area 4000 km®, 40000 km® dan
400000 km’, keempat nilai eigen pada titik kesetimbangan bebas
penyakit (Uy) adalah real negatif, sehingga dapat disimpulkan bahwa
titik kesetimbangan bebas penyakit untuk ketiga area tersebut
bersifat stabil asimtotik. Pada titik kesetimbangan endemik (U,),
kedua nilai eigennya bernilai real negatif, sedangkan kedua nilai
eigen yang lainnya bernilai real positif, hal ini mengakibatkan titik
kesetimbangan endemik untuk ketiga area tersebut bersifat tidak
stabil. Sifat kestabilan titik kesetimbangan model untuk keenam area
tersebut, dapat disajikan pada Tabel 3.5 berikut.

Tabel 3.5 Sifat Kestabilan Titik Kesetimbangan

Area (km?) Uo U,
500 Tidak Stabil Stabil Asimtotik
1000 Tidak Stabil Stabil Asimtotik
1500 Tidak Stabil Stabil Asimtotik
4000 Stabil Asimtotik Tidak Stabil
40000 Stabil Asimtotik Tidak Stabil
400000 Stabil Asimtotik Tidak Stabil

Dengan demikian, untuk ukuran area 500 kmz, 1000 kmz, dan
1500 km® penyakit TB akan mewabah. Hal ini sesuai pada
persamaan (3.36), yaitu ukuran area yang dihuni semua populasi
harus lebih besar dari 3716.22 km* agar terbebas dari TB. Karena
ukuran area yang ditetapkan kurang dari 3716.22 km” maka TB akan
mewabah. Namun, dengan ukuran area 4000 km?, 40000 km?, dan
400000 km?, penyakit TB tidak akan mewabah dan dalam waktu
yang lama populasi akan terbebas dari penyakit TB.
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3.6.3 Kestabilan Model dengan Analisis R,

Dalam penentuan kestabilan model dengan analisis Ry, diberikan
beberapa nilai parameter untuk ukuran area. Sedangkan untuk nilai
parameter yang lain, digunakan nilai parameter yang disajikan pada
Tabel 3.1. Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.1
ke dalam persamaan (3.31), diperoleh nilai R, untuk masing-masing
area yang disajikan pada Tabel 3.5 berikut.

Tabel 3.6 Nilai R,

Area (km?) Nilai R,
500 7.433
1000 3.716
1500 2.477
4000 0.929

40000 0.0929
400000 0.00929

3.6.3.1 Kasus Ry<1

Pada Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa nilai R, untuk ukuran area
4000 km®, 40000 km* dan 400000 km* adalah kurang dari 1 (Ro<1),
sehingga di ketiga area tersebut titik kesetimbangan bebas penyakit
bersifat stabil asimtotik. Hal ini sesuai dengan analisis kestabilan
menggunakan sistem dinamik, yang disajikan pada Tabel 3.5. Hasil
dari kedua analisis kesetimbangan tersebut, sesuai dengan persamaan
(3.36), yaitu ukuran yang dihuni semua populasi harus lebih besar
dari 3716.22 km® agar penyakit TB tidak mewabah. Dengan
demikian, dalam jangka waktu yang lama, banyaknya individu akan
konvergen ke titik kesetimbangan bebas penyakit. Hal ini dapat
dilihat pada Gambar 3.2 berikut.
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Gambar 3.2 Simulasi model untuk kasus Ry < 1



Berdasarkan Gambar 3.2 (a) dapat dilihat bahwa banyaknya
individu susceptible untuk ketiga area, pada awalnya sesuai dengan
nilai awal yang diberikan. Kemudian banyaknya individu susceptible
dalam populasi berkurang, dikarenakan adanya kematian alami
individu susceptible dan adanya kontak dengan individu infectious.
Dengan berjalannya waktu, banyaknya individu susceptible
mengalami peningkatan yang terus terjadi sampai pada saat menuju
kondisi kesetimbangan untuk waktu yang lama, yaitu 67567.57
individu. Pada Gambar 3.2 (b), (c), dan (d) dapat dilihat bahwa
banyaknya individu latenly infected, infectious dan individu treated
mengalami penurunan, bahkan dalam jangka waktu yang lama
banyaknya individu tersebut adalah nol (tidak ada individu latenly
infected, infectious dan individu treated dalam populasi), dengan
kata lain menuju kondisi kesetimbangan. Hal ini dikarenakan
kepadatan populasi di dalam area tersebut kecil, sehingga
kemungkinan individu susceptible akan terinfeksi juga sangat kecil.
Oleh karena itu, tidak terjadi wabah penyakit TB dalam populasi,
yang dapat diartikan sebagai keadaan bebas penyakit. Jadi, dengan
ukuran area 4000 km” 40000 km* atau 400000 km® penyakit TB
tidak akan mewabah, dan dalam waktu yang lama populasi akan
terbebas dari penyakit TB.

3.6.3.2 KasusR,>1

Pada Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa nilai R, untuk ukuran area
500 km?, 1000 km* dan 1500 km’ adalah lebih besar dari 1 (R>1),
sehingga di ketiga area tersebut titik kesetimbangan bebas penyakit
bersifat tidak stabil, namun titik kesetimbangan endemik yang
disajikan pada Tabel 3.3 bersifat stabil asimtotik. Hal ini sesuai
dengan analisis kestabilan menggunakan sistem dinamik, yang
disajikan pada Tabel 3.5. Hasil dari kedua analisis kesetimbangan
tersebut, sesuai dengan persamaan (3.36), yaitu ukuran yang dihuni
semua populasi harus lebih besar dari 3716.22 km” agar penyakit TB
tidak mewabah. Dengan demikian, dalam jangka waktu yang lama,
banyaknya individu akan konvergen ke titik kesetimbangan endemik.
Hal ini dapat dilihat pada Gambar 3.3 berikut.
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Gambar 3.3 Simulasi model untuk kasus Ry > 1
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Berdasarkan Gambar 3.3 (a) dapat dilihat bahwa pada awalnya,
banyaknya individu susceptible dalam populasi sesuai dengan nilai
awal yang diberikan. Dengan berjalannya waktu, banyaknya individu
susceptible mengalami penurunan yang cukup tajam. Hal ini
disebabkan adanya tingkat kontak dengan individu infectious yang
cukup besar dikarenakan tingginya kepadatan populasi dalam
wilayah tersebut, sehingga kemungkinan individu susceptible
menjadi individu terinfeksi akan semakin besar. Kemudian,
banyaknya individu susceptible dalam populasi mengalami
peningkatan karena kelahiran dan migrasi, dan setelah mencapai nilai
tertentu akan menuju kondisi kesetimbangan endemik untuk waktu
yang lama. Berdasarkan Gambar 3.3 (b), (c), dan (d) dapat dilihat
bahwa banyaknya individu latenly infected, infectious dan individu
treated akan meningkat. Semakin besar banyaknya individu
susceptible yang terinfeksi, maka banyaknya individu lafenly
infected, infectious dan individu freated akan meningkat dan dalam
jangka waktu yang lama banyaknya individu tersebut masing-masing
akan menuju kondisi kesetimbangan endemik. Jadi, dengan ukuran
area yang lebih kecil dari 3716.22 km® maka penyakit TB akan
mewababh.

3.6.4 Simulasi Model Apabila Diberikan Ukuran Area yang
Berbeda

Dalam simulasi ini, diberikan dua perbedaaan nilai parameter
untuk ukuran area A, yaitu 1500 km* dan 4000 km”. Nilai parameter
yang lain dan syarat awal diberikan pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2.
Perilaku perubahan banyaknya individu dapat dilihat pada Gambar
3.4 berikut.
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Berdasarkan Gambar 3.4 (a), dapat dilihat bahwa banyaknya
individu susceptible akan menurun apabila ukuran area yang
ditetapkan dipersempit dari 4000 km* menjadi 1500 km®. Hal ini,
berkaitan dengan kepadatan populasi yang terjadi dalam area
tersebut. Semakin padat populasi, maka semakin banyak individu
yang akan terinfeksi, sehingga mengakibatkan penurunan jumlah
individu susceptible. Penurunan jumlah individu susceptible,
mengakibatkan peningkatan banyaknya individu latenly infected, hal
ini dapat dilihat pada Gambar 3.4 (b). Begitu pula dengan banyaknya
individu infectious (dapat dilihat pada Gambar 3.4 (c)), yaitu akan
meningkat apabila ukuran areanya diperkecil. Namun, banyaknya
individu yang sembuh (freated) akan menurun apabila kepadatan
populasi dalam area tersebut tinggi, begitu juga sebaliknya.

3.6.5 Simulasi Model Apabila Diberikan Laju Rekruitment
yang Berbeda

Dalam simulasi ini, diberikan dua nilai parameter yang berbeda
untuk laju rekruitment 4 (banyaknya individu yang menempati area
yang sudah ditetapkan), yaitu 2000 individu dan 10000 individu.
Nilai parameter yang lain dan syarat awal diberikan pada Tabel 3.1
dan Tabel 3.2, sedangkan ukuran areanya dimisalkan 4000 km’.
Perilaku perubahan banyaknya individu dapat dilihat pada Gambar
3.5 berikut.
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Berdasarkan Gambar 3.5 (a), dapat dilihat bahwa banyaknya
individu susceptible akan meningkat apabila laju rekruitmentnya
diperbesar. Hal ini dikarenakan banyaknya individu sehat bertambah
apabila banyaknya individu yang menempati area juga diperbesar.
Semakin besar banyaknya individu susceptible, maka semakin besar
pula banyaknya individu latenly infected dan individu infectious
(dapat dilihat pada Gambar 3.5 (b) dan (c)). Ini dikarenakan semakin
padatnya populasi apabila banyaknya individu diperbesar.
Akibatnya, individu yang sehat akan lebih banyak yang terinfeksi.
Sedangkan banyaknya individu yang sembuh (treated) akan lebih
besar apabila banyaknya individu yang menempati area tersebut
diperbesar. Banyaknya individu treated dapat dikategorikan sebagai
individu sehat yang dapat terinfeksi kembali oleh penyakit TB.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut.
1. Dengan menerjemahkan model kompartemen, diperoleh model
penyebaran penyakit TB yang bergantung pada kepadatan
populasi, berupa sistem persamaan diferensial nonlinier

r di‘; i” — A—uS(1) —/flcSU)%f)
LGP (G NP SNy S (U]
< dt A A
%: kL(t)—(u+d+ry)I(1)
CD Ly 10— () - ﬂch@% :

2. Ada dua macam titik kesetimbangan dari model penyebaran
penyakit TB yang bergantung pada kepadatan populasi, yaitu titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.

Titik kesetimbangan bebas penyakitnya adalah (%,O, 0, 0).

3. Analisis Ry (basic reproduction number) dapat menentukan sifat
kestabilan titik kesetimbangan ~model. Metode generasi
selanjutnya (the next gemeration operator approach) dapat
digunakan untuk menghitung nilai R, sehingga diperoleh

(i )

Berdasarkan syarat kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit
yang dianalisis menggunakan R, diperoleh karakteristik area
(area yang sebaiknya dihuni tiap individu) agar populasi terbebas
dari penyakit, yaitu harus lebih besar dari perkalian antara
probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat lafent ke
dalam tingkat infectious dan banyaknya individu latenly infected
yang dihasilkan dari individu infectious. Dengan menggunakan
nilai parameter yang sudah ditetapkan, diperoleh karakteristik
area yang harus dihuni tiap individu yaitu 0.055 km®.
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Dari hasil simulasi model, diperoleh kesimpulan bahwa
kepadatan populasi sangat mempengaruhi laju penyebaran
penyakit TB. Semakin padat populasi dalam wilayah yang sudah
ditetapkan, maka akan semakin besar pula laju penyebaran
penyakit TB.

4.2 Saran

Pada pembahasan selanjutnya ada beberapa hal yang dapat

dikembangkan dari skripsi ini antara lain:

1.

2.

3.

60

mengembangkan model TB yang tidak hanya bergantung pada
kepadatan populasi,

mengkaji lebih lanjut eksistensi titik kesetimbangan endemik (U.,)
model TB yang bergantung pada kepadatan populasi,

menerapkan metode pendekatan operator generasi selanjutnya
(the next operator generation approach) ke dalam model dinamik
yang lain.
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