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ANALISIS KESTABILAN MODEL  

PENYEBARAN  PENYAKIT TUBERKULOSIS  

YANG BERGANTUNG PADA KEPADATAN POPULASI 

 

 

 

ABSTRAK 

 

 

Pada skripsi ini dibahas konstruksi dan analisis kestabilan model 

penyebaran penyakit tuberkulosis (TB) yang bergantung pada 

kepadatan populasi. Pada konstruksi model, digunakan analisis 

kompartemen. Penyebaran penyakit TB dimodelkan dalam sistem 

persamaan diferensial biasa nonlinier dengan empat variabel, yaitu 

susceptible (S), latenly infected (L), infectious (I), dan treated (T). 

Berdasarkan hasil analisis diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu 

titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. 

Sifat kestabilan titik kesetimbangan tersebut ditentukan dengan 

menggunakan analisis R0 (angka reproduksi dasar). Untuk 

menentukan nilai R0 dapat digunakan pendekatan operator generasi 

selanjutnya, yang didefinisikan sebagai jari-jari spektrum dari 

operator generasi selanjutnya. Pada saat 10 <R  populasi terbebas 

dari penyakit dan pada saat 10 >R  penyakit akan mewabah. 

Berdasarkan hasil analisis R0 tersebut, diperoleh karakteristik area, 

yaitu area yang sebaiknya dihuni tiap individu agar populasi terbebas 

dari penyakit. Hasil simulasi model menunjukkan bahwa kepadatan 

populasi sangat mempengaruhi laju penyebaran penyakit TB. 

Semakin padat populasi dalam wilayah yang sudah ditetapkan, maka 

semakin besar pula laju penyebaran penyakit TB.  

 

Kata kunci : tuberkulosis, kestabilan titik kesetimbangan, angka 

reproduksi dasar, pendekatan operator generasi 

selanjutnya, karakteristik area. 
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STABILITY ANALYSIS  

OF TRANSMISSION  TUBERCULOSIS DISEASE MODEL   

 IN DENSITY DEPENDENT POPULATION 

 

 

 

ABSTRACT 

 

 

This final project studies the construction and analyzes the 

stability of  transmission model of tuberculosis (TB) disease in 

density dependent population. To construct the model, compartment 

analysis is used. Transmission of TB disease is modelled as a 

nonlinear differential equation systems of four variables, namely  

susceptibles (S), latenly infected (L), infectious (I), and treated (T). 

According to the analysis, the model has two equilibrium points, 

namely disease free and endemic equilibrium point. Stability of these 

equilibrium points can be analyzed using  R0 (basic reproductive 

number). R0 can be determined using the next generation operator 

approach and it is defined as spectral radius of next generation 

operator. When 10 <R  the population will be free of disease and 

when 10 >R the disease will be spread. Based on the result of the 

analysis of R0 , a characteristic area which describes the area 

occupied per individual in order to eradicate of disease is obtained. 

The results of the simulation model show that population density 

affects transmission of TB disease. If the population density in the 

area is high, transmission of TB disease is also high. 

 

Key words : tuberculosis, stability of equilibrium points, basic 

reproductive number, the next generation operator 

approach, characteristic area. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Penyakit tuberkulosis (TB) adalah penyakit menular langsung 

yang disebabkan oleh kuman TB yaitu Mycobacterium Tuberculosis. 

Sebagian besar kuman TB menyerang paru, tetapi dapat juga 

menyerang organ tubuh lainnya. Mereka yang mengidap HIV/AIDS 

atau yang mengalami gizi buruk sangat rentan terhadap penyakit ini. 

Lemahnya daya tahan tubuh mempermudah perkembangbiakan 

kuman TB. 

Menurut WHO, kira-kira sepertiga penduduk dunia terinfeksi 

TB, terutama penduduk di negara berkembang yang 99% 

kematiannya disebabkan penyakit TB. Penderita TB yang tidak 

dirawat dapat menularkan penyakitnya dengan cepat, terutama di 

lingkungan penampungan dan camp pengungsian, karena tingkat 

kepadatan penduduk di lingkungan tersebut sangat tinggi. Jika tidak 

ada penanganan secara serius dari pemerintah atau  masyarakat, 

maka penyebaran penyakit menular tersebut dapat mengakibatkan 

suatu epidemik atau wabah penyakit, yang sulit dikendalikan bila 

tidak dikenali model penyebarannya. 

Model epidemik penyakit TB merupakan salah satu contoh 

pemodelan matematika dalam bidang biologi dan kedokteran. Model 

tersebut diformulasikan sebagai model SLIT, yang merupakan model 

penyebaran penyakit dengan empat kompartemen, yaitu: susceptible, 

latenly infected, infectious, dan treated. Susceptible adalah kelompok 

individu sehat yang mempunyai kemungkinan untuk tertular 

penyakit. Latenly infected adalah kelompok individu yang telah 

tertular penyakit tetapi belum mempunyai kemampuan untuk 

menularkan penyakitnya kepada individu lain. Infectious adalah 

kelompok individu yang telah tertular penyakit dan sudah 

mempunyai kemampuan untuk menularkan penyakitnya kepada 

individu lain. Treated adalah kelompok individu yang telah sembuh 

dari penyakitnya. 

Model SLIT penyebaran TB yang dikaji dalam skripsi ini 

bergantung pada kepadatan populasi. Model ini dikonstruksi dari 

model kompartemen sehingga diperoleh sistem persamaan 
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diferensial. Dengan menggunakan analisis sistem dinamik, maka titik 

kesetimbangan dan sifat kestabilan titik kesetimbangan model 

tersebut dapat ditentukan. Namun, tidak mudah menentukan sifat 

kestabilan model menggunakan analisis sistem dinamik untuk model 

yang berdimensi tinggi seperti model TB. Oleh karena itu, dalam 

skripsi ini akan dilakukan analisis R0 (basic reproduction number) 

untuk menentukan sifat kestabilan titik kesetimbangan model. R0 

adalah suatu angka yang menjadi ukuran untuk mengetahui apakah 

dalam suatu populasi terjadi epidemik atau tidak. R0 umumnya 

diperoleh dari perhitungan nilai eigen dari matriks Jacobi pada titik 

kesetimbangan. Namun, perhitungan nilai eigen tersebut sulit 

dilakukan apabila matriks Jacobi pada titik kesetimbangannya 

berordo tinggi. Oleh karena itu, dalam skripsi ini, untuk menentukan 

nilai R0 digunakan pendekatan operator generasi selanjutnya (the 

next generation operator approach). Dari analisis kestabilan R0, 

dapat ditentukan karakteristik area/wilayah yang sebaiknya dihuni 

individu untuk meminimumkan terjadinya TB. Selanjutnya, dengan 

menggunakan paket program MATLAB, akan disimulasikan 

perilaku solusi apabila diberikan nilai parameter yang berbeda. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

 

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, maka 

pokok permasalahan  yang dikaji dalam penulisan skripsi ini 

adalah sebagai berikut. 
1. Bagaimana mengkonstruksi model SLIT pada dinamika 

penyebaran TB yang bergantung pada kepadatan populasi? 

2. Bagaimana menentukan titik kesetimbangan model penyebaran 

TB yang bergantung pada kepadatan populasi berdasarkan model 

matematika yang diperoleh? 

3. Bagaimana nilai R0 dan karakteristik area dari  model penyebaran 

TB yang bergantung pada kepadatan populasi? 

4. Bagaimana hasil simulasi model apabila diberikan perbedaan 

nilai parameter tertentu? 
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1.3 Batasan Masalah 

 

Penulisan skripsi ini difokuskan pada pembahasan dengan 

beberapa batasan masalah sebagai berikut. 

1. Populasi bersifat homogen, artinya semua individu dapat 

terinfeksi penyakit TB apabila melakukan kontak langsung 

dengan penderita TB (individu infectious). 

2. Penduduk didistribusikan di seluruh wilayah. 

3. Mengabaikan pengaruh aktivitas lain yang dilakukan individu 

yang dapat mempercepat penyebaran TB. 

4. Semua imigran dan individu yang baru lahir diasumsikan tidak 

terinfeksi dan oleh karena itu masuk dalam kategori susceptibles. 

 

1.4 Tujuan 

 

Tujuan penulisan dalam skripsi ini adalah sebagai berikut. 

1. Mengkonstruksi model SLIT pada dinamika penyebaran TB 

yang bergantung pada kepadatan populasi. 

2. Menentukan titik kesetimbangan model penyebaran TB yang 

bergantung pada kepadatan populasi dengan menggunakan 

analisis dinamik. 

3. Menentukan nilai R0 dan karakteristik area model penyebaran TB 

yang bergantung pada kepadatan populasi. 

4. Mensimulasikan model penyebaran TB yang bergantung pada 

kepadatan populasi dengan memberikan perbedaan nilai 

parameter tertentu. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

2.1 Persamaan Diferensial 

 

Definisi 2.1.1 (Persamaan Diferensial)  

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu 

turunan atau lebih dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Finizio dan 

Ladas, 1982). 

 

Definisi 2.1.2 (Orde Persamaan Diferensial) 

Orde persamaan diferensial adalah tingkat tertinggi dari turunan 

yang muncul dalam suatu persamaan diferensial (Ross, 1984). 

 

Definisi 2.1.3 (Derajat Persamaan Diferensial) 

Derajat atau degree suatu persamaan diferensial adalah pangkat 

tertinggi dari turunan tertinggi yang muncul dalam suatu persamaan 

diferensial (Wibisono, 1999). 

 

Definisi 2.1.4 (Persamaan Diferensial Biasa) 

Persamaan diferensial biasa ialah persamaan diferensial yang 

memuat hanya satu peubah bebas (Finizio dan Ladas, 1982). 

Suatu persamaan diferensial biasa orde n adalah suatu persamaan 

yang dapat ditulis dalam bentuk 
( )( ) ( )nn

yyyyxF =−1,',, �               (2.1)        

dengan ( )n
yyy �,',  adalah fungsi dari x (Finizio dan Ladas, 1982). 

 

Definisi 2.1.5 (Persamaan Diferensial Biasa Linier) 

Suatu persamaan diferensial biasa berorde n dengan variabel 

bebas x dan variabel tak bebas y disebut linier, jika persamaan 

tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxa
dx

dy
xa

dx

yd
xa

dx

yd
xa nnn

n

n

n

=++++ −−

−

11

1

10 ...            (2.2) 

dengan ( ) 00 ≠xa  (Ross, 1984). 
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Definisi 2.1.6 (Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier) 

Persamaan diferensial biasa nonlinier adalah persamaan 

diferensial biasa yang tidak berbentuk seperti persamaan (2.2) atau 

dengan kata lain, derajat persamaan diferensial tersebut tidak sama 

dengan satu dan atau terdapat perkalian antara variabel tak bebas 

dengan turunannya (Ross, 1984). 

 

Definisi 2.1.7 (Sistem Persamaan Diferensial Biasa) 

Sistem persamaan diferensial biasa berdimensi n adalah suatu 

sistem yang terdiri dari n persamaan diferensial biasa dengan n 

fungsi yang tidak diketahui dan n merupakan bilangan bulat positif 

2≥ . Bentuk umum sistem persamaan diferensial orde satu dengan n 

fungsi yang tidak diketahui adalah 

( )

( )txxX
dt

dx

txxX
dt

dx

nn
n

n

;,...,

;,...,

1

11
1

=

=

�             (2.3) 

dengan Xi adalah fungsi dari n+1 variabel, untuk i = 1, ..., n (Birkhoff 

dan Rota, 1989). 

 

2.2 Sistem Dinamik 

 

Definisi 2.2.1 (Sistem Dinamik) 

Suatu sistem dinamik adalah suatu sistem yang dapat diketahui 

nilainya di masa yang akan datang jika diberikan suatu kondisi awal 

pada masa sekarang atau di masa yang telah lalu (Naggle dan 

Edward, 1993). 

 



 7 

Definisi 2.2.2 (Sistem Otonomus) 

Suatu sistem dinamik yang berbentuk 

( )

( )

( )

( )�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

=

=

=

=

43214
4

43213
3

43212
2

43211
1

,,,

,,,

,,,

,,,

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

                (2.4) 

dengan fungsi iF  tidak bergantung terhadap waktu t disebut sistem 

dinamik yang bersifat otonomus, untuk 4,1 �=i  (Finizio dan Ladas, 

1982). 

 

Definisi 2.2.3 (Titik Kesetimbangan) 

Misalkan diberikan suatu sistem otonomus (2.4), maka titik 

( )*

4

*

3

*

2

*

1 ,,, ffff  yang memenuhi  

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,,
*

4

*

3

*

2

*

13

*

4

*

3

*

2

*

12

*

4

*

3

*

2

*

11 === ffffFffffFffffF

dan ( ) 0,,,
*

4

*

3

*

2

*

14 =ffffF disebut titik kesetimbangan atau titik 

tetap sistem tersebut (Ross,1984). 

 

Definisi 2.2.4 (Kestabilan Titik Kesetimbangan) 

Titik kesetimbangan ( )*

4

*

3

*

2

*

1 ,,, ffff  disebut 

(a) stabil jika ,0>∀ε  0>∃δ  sedemikian sehingga untuk 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) δ<−
*

4

*

3

*

2

*

14321 ,,,0,0,0,0 ffffffff  

berlaku ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,,,,,,
*

4

*

3

*

2

*

14321 ε<− fffftftftftf 0>t  

(b) tak stabil apabila titik tersebut tidak stabil atau tidak memenuhi 

kriteria (a) 

(c) stabil asimtotik jika ia stabil dan ,0δ∃  ,0 0 δδ <<  sedemikian 

sehingga sebuah solusi ( )tff 11 = , ( )tff 22 = , ( )tff 33 = , dan 

( )tff 44 =  yang memenuhi 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0

*

4

*

3

*

2

*

14321 ,,,,,, δ<− fffftftftftf  
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berlaku ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )*

4

*

3

*

2

*

14321 ,,,,,,lim fffftftftftf
t

=
∞→

 

(Robinson, 2004). 

 

2.3 Sistem Otonomus Linier 

 

Suatu sistem otonomus dikatakan linier bila tidak ada perkalian 

di antara variabel tak bebasnya. Sebagai contoh, berikut ini 

merupakan sistem otonomus linier berdimensi empat. 

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

+++=

+++=

+++=

+++=

444343242141
4

434333232131
3

424323222121
2

414313212111
1

fafafafa
dt

df

fafafafa
dt

df

fafafafa
dt

df

fafafafa
dt

df

              (2.5) 

dengan ija  adalah konstanta real, untuk 4,,1, �=ji . Persamaan 

(2.5) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




=

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




4

3

2

1

44434241

34333231

24232221

14131211

4

3

2

1

f

f

f

f

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

dt

df
dt

df
dt

df
dt

df

 

atau dapat dinyatakan dalam  

fA
dt

fd �
�

=                   (2.6) 
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dengan ( )4321 ,,, fffff =
�

 dan 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




=

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  disebut 

matriks koefisien. Bila ( ) 0det ≠A , maka titik ( )0,0,0,0  merupakan 

satu-satunya titik kesetimbangan sistem otonomus linier tersebut. 

  

���������	
�

a. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat stabil, jika semua nilai 

eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut adalah real dan 

negatif atau mempunyai bagian real tak positif. 

b. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat stabil asimtotik, jika 

semua nilai eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut adalah 

real dan negatif atau mempunyai bagian real negatif. 

c. Titik kesetimbangan sistem (2.5) bersifat tak stabil, jika paling 

sedikit satu nilai eigen dari matriks koefisien A sistem tersebut 

memiliki bagian real yang positif. 

                                                       (Finizio dan Ladas, 1982). 

 

2.4 Sistem Otonomus Nonlinier 

 

Perhatikan sistem otonomus nonlinier berikut. 

( )

( )

( )

( )

.

,,,

,,,

,,,

,,,

43214
4

43213
3

43212
2

43211
1

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

=

=

=

=

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

ffffF
dt

df

             (2.7) 

 

Asumsikan 321 ,, FFF  dan 4F  mempunyai turunan parsial yang 

kontinu di titik ( )*

4

*

3

*

2

*

1
* ,,, fffff =

�
. Deret Taylor fungsi 

321 ,, FFF dan 4F  di sekitar *
f
�

 adalah 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fff
f

fF
ff

f

fF

ff
f

fF
ff

f

fF
fFfF

�
��

��
��

1

*

44

4

*
1*

33

3

*
1

*

22

2

*
1*

11

1

*
1*

11

η+−
∂

∂
+−

∂

∂
+

−
∂

∂
+−

∂

∂
+=

          (2.8) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fff
f

fF
ff

f

fF

ff
f

fF
ff

f

fF
fFfF

�
��

��
��

2

*

44

4

*
2*

33

3

*
2

*

22

2

*
2*

11

1

*
2*

22

η+−
∂

∂
+−

∂

∂
+

−
∂

∂
+−

∂

∂
+=

         (2.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fff
f

fF
ff

f

fF

ff
f

fF
ff

f

fF
fFfF

�
��

��
��

3

*

44

4

*
3*

33

3

*
3

*

22

2

*
3*

11

1

*
3*

33

η+−
∂

∂
+−

∂

∂
+

−
∂

∂
+−

∂

∂
+=

       (2.10) 

dan 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )fff
f

fF
ff

f

fF

ff
f

fF
ff

f

fF
fFfF

�
��

��
��

4

*

44

4

*
4*

33

3

*
4

*

22

2

*
4*

11

1

*
4*

44

η+−
∂

∂
+−

∂

∂
+

−
∂

∂
+−

∂

∂
+=

       (2.11) 

dengan ( )f
�

1η , ( )f
�

2η , ( )f
�

3η  dan ( )f
�

4η  adalah suku sisa. 

Karena ( )*

11
1 ff

dt

d

dt

df
−= , ( )*

22
2 ff

dt

d

dt

df
−= ,

( )*

33
3 ff

dt

d

dt

df
−= , dan ( )*

44
4 ff

dt

d

dt

df
−= ,  maka persamaan (2.8) 

− (2.11) dapat ditulis dalam bentuk matriks, sebagai 
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( )
( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )
( )

.

4

3

2

1

*

44

*

33

*

22

*

11

4

4

3

4

2

4

1

4

4

3

3

3

2

3

1

3

4

2

3

2

2

2

1

2

4

1

3

1

2

1

1

1

*
4

*
3

*
2

*
1

*

44

*

33

*

22

*

11

*

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

	




+

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

	




−

−

−

−

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

+

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

	




=

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

	




−

−

−

−

f

f

f

f

ff

ff

ff

ff

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

fF

fF

fF

fF

ff

ff

ff

ff

dt

d

f

�

�

�

�

�

�

�

�

�

η

η

η

η

 

                        (2.12) 

                     

Matriks  

( )*4

4

3

4

2

4

1

4

4

3

3

3

2

3

1

3

4

2

3

2

2

2

1

2

4

1

3

1

2

1

1

1

f
f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

��
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

 

disebut matriks Jacobi atau partial derivative matrix (derivative 

matrix) dan dinotasikan dengan ( )*
fDF
�

 atau disingkat dengan DF.  

 Jika dimisalkan ,ˆ,ˆ *

222

*

111 ffffff −=−=
*

333
ˆ fff −=  

dan 
*

444
ˆ fff −= , serta mengingat ( ) ( ) ( ) 0*

3
*

2
*

1 === fFfFfF
���

, 

dan ( ) 0*
4 =fF
�

, maka persamaan (2.12) dapat ditulis dalam bentuk    
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( )

.

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

4

3

2

1

4

3

2

1

4

4

3

4

2

4

1

4

4

3

3

3

2

3

1

3

4

2

3

2

2

2

1

2

4

1

3

1

2

1

1

1

4

3

2

1

*

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




+

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

=

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

	




η

η

η

η

f

f

f

f

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

f

F

dt

fd

dt

fd

dt

fd

dt

fd

f
�

 

                        (2.13) 
Bentuk di atas dapat ditulis sebagai 

η
��

�

+= wDF
dt

wd
               (2.14) 

dengan ( )4321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ ffffw =

�
 dan ( )4321 ,,, ηηηηη =

�
. Bila 

( )4321 ,,, ffff  cukup dekat dengan ( )*

4

*

3

*

2

*

1 ,,, ffff , maka 

( )4321
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ ffff  bernilai kecil, sehingga w

��
≤η . Oleh karena itu, η

�
 

dapat diabaikan dan sistem nonlinier (2.7) dapat dihampiri oleh 

sistem linier 

.wDF
dt

wd �
�

=                (2.15) 

Untuk 
*

33

*

22

*

11 ,, ffffff ===  dan 
*

44 ff =  diperoleh 

( ) ( )0,0,0,0ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
4321 =ffff , sehingga sistem linier (2.15) memiliki 

titik kesetimbangan ( ) ( )0,0,0,0ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
4321 =ffff  dan DF identik 

dengan A pada persamaan (2.6) (Robinson, 2004). 

 

Teorema 2.2 (Kestabilan Sistem Otonomus Nonlinier) 

1. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (2.7) bersifat 

stabil asimtotik jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan 

stabil asimtotik. 

2. Titik kesetimbangan sistem otonomus nonlinier (2.7) bersifat tak 

stabil jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan tak stabil. 

3. Jika salah satu nilai eigen matriks ( )*
fDF
�

 bernilai nol dan yang 

lainnya mempunyai bagian real negatif, maka titik 
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kesetimbangannya bersifat stabil tetapi tidak stabil asimtotik 

(Robinson, 2004). 

 

2.5 Sistem Otonomus Linier Dua Dimensi 

 

Pandang sistem otonomus linier dua dimensi 

.

222121
2

212111
1

�
�
�

��
�

�

+=

+=

fafa
dt

df

fafa
dt

df

              (2.16) 

 

Persamaan (2.16) dapat dinyatakan dalam 

�
�

�
�
	



�
�

�
�
	



==

2

1

2221

1211

f

f

aa

aa
fA

dt

fd �
�

. 

Nilai eigen matriks A dapat diperoleh dari  

0
0

0

2221

1211

2221

1211
=

−

−
=�

�

�
�
	



−�

�

�
�
	




λ

λ

λ

λ

aa

aa

aa

aa
 

yaitu 

  

( )( )

( ) .0

0

0

211222112211
2

211222112211
2

21122211

=−++−

=−+−−

=−−−

aaaaaa

aaaaaa

aaaa

λλ

λλλ

λλ

            (2.17) 

Persamaan (2.17) disebut persamaan karakteristik matriks A. Akar-

akar persamaan, yaitu 1λ  dan 2λ  disebut nilai karakteristik atau nilai 

eigen. Mengingat ( )2211 aa +  merupakan trace A, dan 

( )21122211 aaaa −  adalah determinan A, maka persamaan (2.17) dapat 

dinyatakan sebagai  

( ) ( ) 0
2 =+− ADetATr λλ  

dengan Tr(A) adalah trace (A) dan Det (A) adalah determinan A. 

 

Teorema 2.3 (Kestabilan Sistem Otonomus Linier Dua Dimensi) 

Titik kesetimbangan sistem (2.16) bersifat 

1. tidak stabil jika ( ) 0<ADet atau jika ( ) 0>ADet  dan ( ) 0>ATr  

2. stabil asimtotik jika ( ) 0>ADet dan ( ) 0<ATr (Robinson, 2004). 
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2.6 Angka Reproduksi Dasar (R0) 

 

Angka reproduksi dasar (R0) didefinisikan sebagai angka rata-

rata banyaknya infeksi berikutnya (infeksi baru) yang disebabkan 

oleh satu individu infectious selama individu tersebut hidup sebagai 

individu infectious. 

Infeksi TB dan re-infeksi selalu ada dalam komunitas 

dikarenakan adanya kontak pernapasan antara individu susceptible, 

individu treated dan individu infectious. Untuk mengetahui dinamika 

penyebaran penyakit TB, digunakan suatu angka yang menjadi 

ukuran untuk mengetahui apakah dalam suatu populasi terjadi 

epidemik atau tidak. Angka tersebut dikenal sebagai angka 

reproduksi dasar (R0). Dengan demikian, kestabilan titik 

kesetimbangan dapat dianalisis menggunakan R0. Kesetimbangan 

bebas penyakit adalah stabil asimtotik jika 10 <R dan tidak stabil jika 

10 >R . Dengan kata lain, ketika 10 <R  setiap individu infectious 

akan menyebabkan kurang dari satu infeksi baru, akibatnya dalam 

populasi tidak terjadi epidemi dan untuk jangka waktu yang lama 

populasi akan terbebas dari penyakit. Sebaliknya, ketika 

10 >R setiap individu infectious akan menyebabkan lebih dari satu 

infeksi baru, akibatnya dalam populasi akan terjadi epidemi dan 

apabila tidak dilakukan penanganan akan menjadi suatu endemik 

(wabah), atau secara matematis titik kesetimbangan endemik stabil 

asimtotik. 

R0 umumnya dapat diperoleh dari perhitungan nilai eigen dari 

matriks Jacobi pada titik kesetimbangan model. Namun, dalam 

model TB yang bergantung pada kepadatan populasi ini, matriks 

Jacobi pada titik kesetimbangan model berordo 4×4 dan melibatkan 

banyak parameter, sehingga perhitungan R0 akan sulit dilakukan. 

Oleh karena itu, digunakan metode pendekatan operator generasi 

selanjutnya (the next generation operator approach) untuk 

menghitung R0.  

 

Definisi 2.6.1 (Spektrum dan Jari-Jari Spektrum) 

Spektrum atau spectral suatu matriks adalah kumpulan nilai 

eigen matriks tersebut. Jari-jari spektrum atau spectral radius suatu 

matriks G yang dinotasikan dengan ( )Gρ  adalah nilai terbesar dari 
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modulus semua nilai eigen matriks G, dengan G adalah matriks 

operator generasi selanjutnya. 

 

2.7 Pendekatan Operator Generasi selanjutnya (the next 

generation operator approach) 

 

Dalam pendekatan operator generasi selanjutnya, kelas-kelas 

epidemik dalam suatu model dapat dikelompokkan berdasarkan 

tingkatan infeksi suatu  individu. Model epidemik dapat ditulis dalam 

bentuk: 

( )

( )

( )
�
�
�

�

��
�

�

�

=

=

=

ZYXh
dt

dZ

ZYXg
dt

dY

ZYXf
dt

dX

,,

,,

,,

                                 (2.18) 

dengan ,r
RX ∈  ,s

RY ∈  
n

RZ ∈ , 0,, ≥nsr  dan 0)0,0,( =Xh . 

Komponen X menyatakan banyaknya individu susceptible, individu 

treated/recovered, dan kelas-kelas individu yang tidak terinfeksi. 

Komponen Y  menyatakan banyaknya individu yang terinfeksi tapi 

tidak dapat menularkan penyakitnya kepada individu lain (individu 

latenly infected atau non-infected stages). Sedangkan komponen Z 

merepresentasikan banyaknya individu terinfeksi yang dapat 

menularkan penyakitnya kepada individu  lain (individu infectious 

dan individu non-quarentined). 

Misalkan ( ) nsr
RXU

++∈= 0,0,
*

0  adalah titik kesetimbangan 

bebas penyakit, yaitu 

( ) ( ) ( ) .00,0,0,0,0,0,
*** === XhXgXf            (2.19) 

Diasumsikan bahwa persamaan ( ) 0,,
* =ZYXg  secara implisit 

menentukan fungsi ( ).,ˆ *
ZXgY = . Selanjutnya, dimisalkan 

( )( )0,0,ˆ,
**

XgXhDA Z=  dan diasumsikan bahwa A dapat ditulis ke 

dalam bentuk DMA −= , dengan  0≥ijm  dan D  adalah matriks 

diagonal. 
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Angka reproduksi dasar R0 didefinisikan sebagai jari-jari 

spektrum dari matriks MD
−1

 yang dinotasikan sebagai ( )1−
MDρ , 

yaitu 

( ).1
0

−= MDR ρ              (2.20) 

Persamaan (2.20) mendefinisikan angka reproduksi dasar (R0) 

sebagai jari-jari spektrum dari operator generasi selanjutnya 

(Castillo-Chavez dkk, 2002). 

  

Contoh 2.1 

Diberikan suatu model SEIR sebagai berikut. 

S
N

I
S

dt

dS
µβ −−Λ=              (2.19) 

( )Ek
N

I
S

dt

dE
+−= µβ              (2.20) 

( )IkE
dt

dI
µγ +−=              (2.21) 

RI
dt

dR
µγ −=               (2.22) 

RIESN +++=  

dengan 

S : banyaknya individu susceptible pada waktu t 

E : banyaknya individu exposed/latenly infected pada 

waktu t 

I : banyaknya individu infectious pada waktu t 

R : banyaknya individu recovered pada waktu t 

Λ : laju rekruitment 

µ : laju kematian alami  

β : probabilitas individu susceptible menjadi individu 

terinfeksi oleh satu individu infectious per unit 

waktu 

k : laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif 

γ  : laju penyembuhan dari klas infectious 

N : total banyaknya populasi 
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Titik kesetimbangan sistem (2.19)-(2.22) diperoleh jika 

0=−−Λ S
N

I
S µβ              (2.23) 

( ) 0=+− Ek
N

I
S µβ              (2.24) 

( ) 0=+− IkE µγ              (2.25) 

.0=− RI µγ                  (2.26) 

 

Keadaan bebas penyakit diartikan bahwa tidak ada individu yang 

terinfeksi, maka jumlah individu exposed dan infectious adalah nol. 

Dengan demikian, diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit U0 

dari sistem persamaan (2.19)-(2.22) dan total banyaknya populasi 

awal, yaitu 

��
�



��
�

� Λ
= 0,0,0,0

µ
U  dan 

µ

Λ
=N  .                             (2.27) 

Selanjutnya kelas-kelas epidemik tersebut dikelompokkan 

menjadi tiga kelas, yaitu ( )RSX ,= , EY = , IZ = , sehingga 

diperoleh sistem persamaan baru, yaitu  

( )ZYXfZX
N

Z
X

dt

dX
,,2 =+−−Λ= γµβ            (2.28) 

( ) ( )ZYXgYk
N

Z
X

dt

dY
,,=+−= µβ             (2.29) 

( ) ( ).,, ZYXhZkY
dt

dZ
=+−= µγ             (2.30) 

Dimisalkan ( )0,0,
*

0 XU =  dan diasumsikan bahwa persamaan 

( ) 0,,
* =ZYXg  secara implisit menentukan fungsi ( ).,ˆ *

ZXgY = . 

Dari persamaan (2.29) dan dengan mensubstitusikan nilai 

µ

Λ
== NX

*
, maka diperoleh fungsi ( )ZXgY ,ˆ *= , yaitu 

( ) 0,,
* =ZYXg  

( ) 0=+−⋅
Λ

⋅⇔
Λ

Yk
Z

µ
µ

β
µ

 

( ) 0=+−⇔ YkZ µβ  
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( )
( ).,ˆ * ZXg

k

Z
Y =

+
=⇔

µ

β
 

Kemudian, dari persamaan (2.30) dan ( )ZXg ,ˆ *
dapat ditentukan 

fungsi ( )( )ZZXgXh ,,ˆ,
**

, yaitu 

  ( )( ) ( ) ( )ZZXgkZZXgXh µγ +−⋅= ,ˆ,,ˆ,
***

 

    
( )

( ) .Z
k

Z
k µγ

µ

β
+−

+
⋅=

 

Turunan parsial terhadap Z dari fungsi ( )( )ZZXgXh ,,ˆ,
**

 adalah 

( )( ) ( )( )

( )
( ).

,,ˆ,
,,ˆ,

**
**

µγ
µ

β
+−

+
=

∂

∂
=

k

k

Z

ZZXgXh
ZZXgXhDZ

 

Jika dimisalkan ( )( )0,0,ˆ,
**

XgXhDA Z=  dan DMA −= , maka 

( )
( )µγ

µ

β
+−

+
=

k

k
A  

( )k

k
M

+
=

µ

β
       dan        ( ).µγ +=D  

Dengan demikian diperoleh nilai R0, yaitu 
1

0
−= MDR  

     
( ) ( )µγµ

β

+
⋅

+
=

1

k

k
 

( )( )
.0

µγµ

β

++
=

k

k
R             (2.31) 
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Contoh 2.2 

Model berikut ini adalah model penyebaran penyakit TB yang 

sensitif terhadap obat (drug-sensitive) dan kebal terhadap obat (drug-

resistant) 

S
N

I
S

N

I
S

dt

dS
µββ −−−Λ= 2

2
1

1             (2.32) 

( )
N

I
EIprErk

N

I
S

dt

dE 2
1212111

1
1

1 βµβ −+++−=           (2.33) 

( ) 12111
1 IrdEk

dt

dI
++−= µ              (2.34) 

( ) T
N

I
T

N

I
TIrqpEr

dt

dT
µβσβ −−−−−+= 2

2
1

11211 1         (2.35) 

( ) ( )
N

I
TESEkIqr

dt

dE 2
122212

2 ++++−= βµ           (2.36) 

( ) 2222
2 IdEk

dt

dI
+−= µ              (2.37) 

 

dengan 

S : banyaknya individu susceptible pada waktu t 

E1 :  banyaknya individu exposed/latenly infected yang 

sensitif terhadap obat pada waktu t 

I1 : banyaknya individu infectious yang sensitif 

terhadap obat pada waktu t 

T :  banyaknya individu treated pada waktu t 

E2 :  banyaknya individu exposed/latenly infected yang 

kebal terhadap obat pada waktu t 

I2 : banyaknya individu infectious yang kebal terhadap 

obat pada waktu t 

Λ :  laju rekruitment 

µ :  laju kematian alami 

d1 :  laju kematian individu yang sensitif terhadap obat 

dikarenakan penyakit TB 

d2 :  laju kematian individu yang kebal terhadap obat 

dikarenakan penyakit TB 
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β1 :  probabilitas individu susceptible menjadi individu 

terinfeksi oleh satu individu infectious per unit 

waktu 

β2 :  probabilitas individu susceptible menjadi individu 

terinfeksi oleh satu individu infectious per unit 

waktu 

k1 :  laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif untuk 

individu yang sensitif terhadap obat 

k2 : laju perubahan menjadi tuberkulosis aktif untuk 

individu yang kebal terhadap obat 

r1 : laju kesembuhan untuk individu yang sensitif 

terhadap obat 

r2  : laju kesembuhan untuk individu yang sensitif 

terhadap obat 

 N : total banyaknya populasi 

 : proporsi individu treated yang belum sepenuhnya 

menjalani pengobatan. 

 

Titik kesetimbangan diperoleh dengan cara membuat ruas kanan 

persamaan (2.32)-(2.37) sama dengan nol. Dengan demikian, 

diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit U0 dan total banyaknya 

populasi, yaitu 

��
�



��
�

� Λ
= 0,0,0,0,0,0

µ
U dan .

µ

Λ
=N                             (2.38) 

Selanjutnya kelas-kelas epidemik tersebut dikelompokkan 

menjadi tiga kelas, yaitu ( )TSX ,= , ( )21 , EEY = , ( )21 , IIZ = , dan 

dimisalkan ( ) ( ) ( )( )2
*

21
*

1
*

,ˆ,,ˆ,ˆ ZXgZXgZXg = , sehingga diperoleh 

sistem persamaan baru, yaitu 
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( ) ( )

( )ZYXf

ZrqpYrXZZ
dt

dX

,,

122 21211

=

−−+−−−+−Λ= µβσββ
 

( )

( )ZYXg

N

Z
YZprYrk

N

Z
X

dt

dY

,,1

2
1212111

1
1

1

=

−+++−= βµβ
 

( )

( )ZYXg

Y
N

Z
ZYkZqr

dt

dY

,,2

1
22

222212
2

=

+++−=
β

βµ
 

( ) ( )

( ) ( ).,,

,,

22222
2

112111
1

ZYXhZdYk
dt

dZ

ZYXhZrdYk
dt

dZ

=+−=

=++−=

µ

µ
 

Dimisalkan ( )0,0,
*

0 XU = , maka NX =
Λ

=
µ

* . Diasumsikan 

bahwa persamaan ( ) 0,,
*

1 =ZYXg  secara implisit menentukan 

fungsi ( ).,ˆ *
11 ZXgY = , dan ( ) 0,,

*
2 =ZYXg  menentukan fungsi 

( ).,ˆ *
22 ZXgY = . Dengan mensubstitusikan nilai 

*
X ke dalam 

persamaan ( ) 0,,
*

1 =ZYXg , diperoleh fungsi ( ).,ˆ *
11 ZXgY = , yaitu 

( ) 0,,
*

1 =ZYXg  

( ) 01
22

1211111 =
Λ

−+++−⇔ Y
Z

ZprYrkZ
µβ

µβ  

( )
( ) ( )

( ).,ˆ *
1

1122

121
1 ZXg

rkZ

Zpr
Y =

+++Λ

+
=⇔

µµβ

β
 

Kemudian dengan mensubstitusikan nilai 
*

X ke dalam persamaan 

( ) 0,,
*

2 =ZYXg , diperoleh fungsi ( ).,ˆ *
22 ZXgY = ,   

     
( ) 0,,

*
2 =ZYXg

 
( ) ( )

( )
( ) ( ).,ˆ2

2

*
2

2

2212
2

221222

ZXg
k

ZZqr
Y

ZZqrYk

=Ο+
+

+
=⇔

Ο++=+⇔

µ

β

βµ
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Dari persamaan ( )ZYXh ,,1  dan ( )ZXg ,ˆ *
1  

dapat ditentukan 

fungsi ( )( )ZZXgXh ,,ˆ,
**

1 , yaitu 

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ..

,ˆ,,ˆ,

121

1122

121

121
*

1
*

1
*

1

Zrd
rkZ

Zpr
k

ZrdYXgkZZXgXh

++−
+++Λ

+
=

++−⋅=

µ
µµβ

β

µ

 

Kemudian dari persamaan ( )ZYXh ,,2  dan ( )ZXg ,ˆ *
2  

dapat 

ditentukan fungsi ( )( )ZZXgXh ,,ˆ,
**

2 , yaitu 

 

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ..

,ˆ,,ˆ,

22

2

2212
2

22
*

22
*

2
*

2

Zd
k

ZZqr
k

ZdZXgkZZXgXh

+−
+

+
=

+−⋅=

µ
µ

β

µ

 

Dimisalkan ( )( )0,0,ˆ,
**

XgXhDA Z= , maka 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

( )
( )

.

0

0

0,0,ˆ,0,0,ˆ,

0,0,ˆ,0,0,ˆ,

2

2

22

21

11

211

2

*
2

*
2

1

*
1

*
2

2

*
2

*
1

1

*
1

*
1

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




+−
+

++−
++

+

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

=

d
k

k

rd
rk

prk

Z

XgXh

Z

XgXh

Z

XgXh

Z

XgXh

A

µ
µ

β

µ
µ

β
      

 

Jika dimisalkan DMA −= , maka 

( )
( )

( )�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




+

++

+

=

2

22

11

211

0

0

k

k

rk

prk

M

µ

β
µ

β

 dan 
( )

( )
.

0

0

2

21

�
�

�
�
	




+

++
=

d

rd
D

µ

µ
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Karena 
( )( )

( )
( )��

�
�
	




++−

+−

+++
=−

21

2

221

1

0

01

rd

d

drd
D

µ

µ

µµ
,  

maka diperoleh matriks MD
-1

 , yaitu 

 

( )( )

( )( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( )( )

.

0

0

0

0
1

212

22

2111

211

2

2122

11

2211

221

1

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




+++

−
++++

+−

=

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

	




+

++−
++

++−

+++
=−

rdk

k

rdrk

prk

k

rdk

rk

dprk

drd
MD

µµ

β
µµ

β

µ

µβ
µ

µβ

µµ

 

 

Dari matriks MD
-1

, diperoleh dua nilai eigen 

   
( )

( )( )2111

211
1

rdrk

prk

++++

+
=

µµ

β
λ  dan 

( )( )
.

212

22
2

rdk

k

+++
=

µµ

β
λ   

 

Angka reproduksi dasar (R0) adalah jari-jari spektrum dari 

operator generasi selanjutnya, maka  

{ }

( )
( )( ) ( )( )

.,max

,max

212

22

2111

211

210

�
�
�

�
�
�

+++++++

+
=

=

rdk

k

rdrk

prk

R

µµ

β

µµ

β

λλ

 



 24 

 



 25 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

 

3.1 Model Kompartemen Penyebaran Penyakit TB yang 

Bergantung pada Kepadatan Populasi 

 

Penyebaran penyakit TB yang bergantung pada kepadatan 

populasi dapat digambarkan dengan menggunakan model 

kompartemen. Model ini membagi populasi ke dalam empat 

kompartemen, yaitu susceptible, latenly infected, infectious dan 

treated. Arus perpindahan materi dari kompartemen-kompartemen 

tersebut secara skematis disajikan dalam Gambar 3.1 berikut. 

  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 Variabel-variabel dan Parameter-parameter Model TB   

yang Bergantung pada Kepadatan Populasi 

 
Pada model dinamika TB ini, digunakan variabel-variabel dan 

parameter-parameter berikut. 

S(t) : banyaknya individu susceptible pada waktu t 

L(t) : banyaknya individu latenly infected pada waktu t 

Lµ  Sµ  

Gambar 3.1 Diagram kompartemen penyakit TB 

 yang bergantung pada kepadatan populasi 

Λ  

Tµ  Id )( +µ  

kL r2I 

r1L 

A

I
cT2β  

A

I
cS1β  

mati mati mati mati 

S L I T 
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I(t) : banyaknya individu infectious pada waktu t 

T(t) : banyaknya individu treated pada waktu t 

A : total area yang dihuni populasi 

Λ : laju rekruitment 

µ : laju kematian alami perkapita 

d : laju kematian disebabkan TB 

β1 : probabilitas individu susceptible menjadi individu 

terinfeksi oleh satu individu infectious per kontak per unit 

waktu 

β2 : probabilitas individu treated menjadi individu terinfeksi 

oleh satu individu infectious per kontak per unit waktu 

k : laju pergerakan menjadi TB aktif 

r1 : laju recovery/penyembuhan dari klas latent 

r2 : laju recovery/penyembuhan dari klas infectious 

c : laju kontak per kapita 

dengan 

hidupharapannilairatarata

1

−
=µ  

pengobatanmelaluinpenyembuhadanTBaktifasiantarawaktu

1
=r  

 

3.3 Konstruksi Model 

 

Model SLIT untuk epidemik TB yang bergantung pada 

kepadatan populasi diperoleh dengan menerjemahkan kompartemen 

pada Gambar 3.1 ke dalam model matematika. Karena menyatakan 

populasi, maka S(t), L(t), I(t), T(t) ≥  0. Laju perubahan dari individu 

susceptible, latenly infected, infectious, dan treated diperoleh sebagai 

berikut. 

 

1. Laju Perubahan Individu Susceptible 

� menyatakan laju rekruitment yaitu laju banyaknya individu 

yang menempati area yang sudah ditetapkan. Semua individu sehat 

termasuk imigran dan individu yang baru lahir mempunyai 

kemungkinan terinfeksi penyakit TB dan disebut individu 

susceptible. Laju perubahan individu susceptible tersebut berbanding 

lurus dengan laju rekruitment pada saat t, yaitu 

, 

. 
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( )

,Λ=
dt

tdS
 

dengan � > 0. 

 Banyaknya individu susceptible bisa berkurang disebabkan 

kematian alami individu yaitu kematian bukan karena terinfeksi TB, 

sehingga laju perubahan individu susceptible pada waktu t 

berbanding lurus dengan berkurangnya individu susceptible karena 

kematian alami, yaitu 

   
( ) ( ),tS

dt

tdS
µ−=  

µ menyatakan laju kematian alami individu per kapita. 

 Penyebaran penyakit TB dalam area yang dihuni populasi terjadi 

melalui kontak langsung dengan penderita TB. Jika individu 

susceptible melakukan kontak dengan individu infectious, maka 

individu susceptible akan terinfeksi. Individu yang terinfeksi oleh TB 

belum mampu menularkan penyakitnya pada individu lain, dan 

disebut individu latenly infected. Keadaan ini menyebabkan 

berkurangnya individu susceptible, sedangkan individu latenly 

infected bertambah. Oleh karena itu, laju perubahan individu 

susceptible berbanding lurus dengan berkurangnya individu 

susceptible karena kontak langsung dengan satu individu infectious 

per kapita per satuan waktu, yaitu 

   
( ) ( ) ( )

,1
A

tI
tcS

dt

tdS
β−=  

dengan �1 menyatakan probabilitas individu susceptible menjadi 

individu terinfeksi, dan c menyatakan laju kontak per kapita. 

 Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu 

susceptible terhadap waktu, yaitu 

( ) ( ) ( ) ( )
.1

A

tI
tcStS

dt

tdS
βµ −−Λ=                         (3.1)          

 

2. Laju Perubahan Individu Latenly  Infected  

 Bertambahnya individu susceptible yang melakukan kontak 

langsung dengan individu infectious menyebabkan bertambahnya 

individu latenly infected, sehingga laju perubahan individu latenly 

infected berbanding lurus dengan jumlah individu susceptible yang 

melakukan kontak langsung dengan individu infectious per kapita per 

satuan waktu, yaitu 
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( ) ( ) ( )

.1
A

tI
tcS

dt

tdL
β=  

 Setelah periode laten yaitu waktu pada saat individu mulai 

terinfeksi sampai munculnya gejala, individu latenly infected akan 

berubah menjadi individu infectious dengan laju k. Individu latenly 

infected akan berkurang, sedangkan individu infectious akan 

bertambah. Berkurangnya individu latenly infected dapat pula 

disebabkan oleh kematian alami dengan laju µ. Kemungkinan lain 

yang menyebabkan berkurangnya individu latenly infected adalah 

karena individu tersebut sembuh (treated) sebelum berkembang 

menjadi individu infectious. Keadaan ini menyebabkan 

bertambahnya individu treated. Oleh karena itu, dapat dibuat model 

laju perubahan berkurangnya individu latenly infected pada waktu t 

yaitu  

)()(
)(

1 tLrk
dt

tdL
++−= µ , 

dengan µ menyatakan koefisien laju kematian alami, 0>k  

menyatakan laju infeksi (laju perkembangan menjadi aktif TB) dan 

r1 menyatakan laju recovery (penyembuhan) pada klas latenly 

infected. 

Apabila individu treated melakukan kontak langsung dengan 

individu infectious, maka ada kemungkinan individu treated tersebut 

akan terinfeksi kembali dikarenakan daya tahan tubuh menurun dan 

status gizi yang buruk (malnutrisi) yang kerapkali terjadi dalam 

populasi padat penduduk seperti camp pengungsian dan penjara. 

Namun, individu yang terinfeksi kembali tersebut masuk dalam 

kategori individu latenly infected. Keadaan ini menyebabkan 

bertambahnya individu latenly infected, sedangkan individu treated 

berkurang, sehingga laju perubahan latently infected berbanding 

lurus dengan bertambahnya individu treated yang terinfeksi kembali 

karena kontak dengan individu infectious, yaitu 

( ) ( ) ( )
,2

A

tI
tcT

dt

tdL
β=  

dengan �2 menyatakan probabilitas individu treated menjadi individu 

terinfeksi oleh satu individu infectious per kontak per unit waktu. 

Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu 

latenly infected terhadap waktu t, yaitu 
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.
)(

)()()(
)(

)(
)(

211
A

tI
tcTtLrk

A

tI
tcS

dt

tdL
βµβ +++−=            (3.2) 

 

 

3. Laju Perubahan Individu Infectious 

  Perubahan individu latenly infected menjadi individu infectious 

menyebabkan bertambahnya individu infectious, sehingga laju 

perubahan individu infectious berbanding lurus dengan jumlah 

individu latenly infected pada saat t, yaitu 

  ),(
)(

tkL
dt

tdI
=  

dengan k menyatakan laju infeksi. 

 Ada dua kemungkinan yang menyebabkan kematian individu 

infectious, kemungkinan yang pertama dikarenakan adanya kematian 

individu secara alami dengan laju  dan kemungkinan yang ke 

dua adalah adanya kematian individu karena menderita penyakit TB 

dengan laju 0>d . Kedua kemungkinan tersebut menyebabkan 

berkurangnya individu infectious. Berkurangnya individu infectious 

juga bisa dikarenakan individu tersebut sembuh (treated) dari TB 

dengan laju 02 >r . Oleh karena itu, laju perubahan individu 

infectious pada saat t  dapat dinyatakan sebagai 

  ).()(
)(

2 tIrd
dt

tdI
++−= µ  

 Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu 

infectious terhadap waktu t, yaitu 

  ).()()(
)(

2 tIrdtkL
dt

tdI
++−= µ                                       (3.3) 

 

4. Laju Perubahan Individu Treated 

Berkurangnya individu latenly infected karena sembuh dari 

penyakit sebelum berkembang menjadi individu infectious 

menyebabkan bertambahnya individu treated. Bertambahnya 

individu treated juga disebabkan karena adanya individu infectious 

yang sembuh dari TB. Oleh karena itu, laju perubahan individu 

treated pada waktu t berbanding lurus dengan bertambahnya individu 

latenly infected dan infectious yang sembuh dari penyakit, yaitu 

   ).()(
)(

21 tIrtLr
dt

tdT
+=  
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Berkurangnya individu treated bisa disebabkan karena kematian 

alami, sehingga laju perubahannya terhadap t adalah 

).(
)(

tT
dt

tdT
µ−=  

Bertambahnya individu latenly infected  karena individu treated 

terinfeksi kembali menyebabkan berkurangnya individu treated. 

Oleh karena itu, laju perubahan individu treated berbanding lurus 

dengan berkurangnya individu treated karena kontak langsung 

dengan individu infectious per kapita per satuan waktu, yaitu 

.
)(

)(
)(

2
A

tI
tcT

dt

tdT
β−=  

Dengan demikian, dapat dibuat model laju perubahan individu 

treated terhadap waktu, yaitu 

.
)(

)()()()(
)(

221
A

tI
tcTtTtIrtLr

dt

tdT
βµ −−+=                       (3.4) 

 

Oleh karena itu, model dinamika TB yang bergantung pada 

kepadatan populasi dirumuskan oleh persamaan-persamaan (3.1)-

(3.4), dengan ( ) ( ) ( ) ( )tTtItLtSN +++=  adalah total populasi.  

 

3.4 Titik Kesetimbangan 

 

Misalkan (S
*
, L

*
, I

*
, T

*
) adalah titik kesetimbangan/titik kritis 

dari sistem persamaan (3.1)–(3.4). Titik kesetimbangan sistem 

tersebut diperoleh jika  

,0
)()()()(

====
dt

tdT

dt

tdI

dt

tdL

dt

tdS
 

 

sehingga diperoleh sistem persamaan yang baru, yaitu  

0
)(

)()( 1 =−−Λ
A

tI
tcStS βµ                             (3.5) 

0
)(

)()()(
)(

)( 211 =+++−
A

tI
tcTtLrk

A

tI
tcS βµβ             (3.6) 

0)()()( 2 =++− tIrdtkL µ                (3.7) 

0
)(

)()()()( 221 =−−+
A

tI
tcTtTtIrtLr βµ                         (3.8) 
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Dari persamaan (3.7), diperoleh 

.
)(

)(
)(

2rd

tkL
tI

++
=

µ
                        (3.9) 

 

Substitusikan (3.9) ke dalam persamaan (3.5) dan persamaan (3.8), 

sehingga diperoleh 

)()(

)(
)(

12

2

tckLrdA

rdA
tS

βµµ

µ

+++

++Λ
=                        (3.10) 

( )
( ) ( )( )
( ) ( )

.
22

221

tckLrdA

krrdrtAL
tT

βµµ

µ

+++

+++
=                        (3.11) 

 

Selanjutnya substitusikan persamaan (3.9)−(3.11) ke dalam 

persamaan (3.6), sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut. 

  
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )[ ]3

1

2

1221

2

22
21 tLrkckkrrdr

rd

kc

�
�
�



�
�
�

�
++−+++

++
µβµ

µ

ββ
 

   ( ) ( )( )( AckrdrkAckck µβµµµβββ 1212
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              (3.12) 

Dari persamaan (3.12) diperoleh dua persamaan, yaitu 

( ) 0=tL  

atau 
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21 −++++−Λ+  

    ( )( ) ( )( )) ( )[ ]tLkrrdrAckrdrk 221221 ++++++++ µµβµµ  

    ( ) ( ) ( )( )( ) .0
2

21

2

21 =++++−++Λ+ rdrkArdAkc µµµµµβ  

                                                          (3.13) 
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Apabila ( ) 0=tL  disubstitusikan ke dalam persamaan 

(3.9)−(3.11), diperoleh nilai ( )
µ

Λ
=tS , ( ) ( ) 0== tTtI . Dengan 

demikian, diperoleh titik kesetimbangan yang pertama, yaitu 

 

��
�



��
�

� Λ
= 0,0,0,0

µ
U .                                 (3.14) 

Dari persamaan (3.14) dapat diperoleh total banyaknya individu 

dalam populasi, yaitu 

.
µ

Λ
=N                                                    (3.15) 

Titik kesetimbangan U0 menjelaskan bahwa pada keadaan ini 

terdapat individu susceptible sebanyak jumlah individu dalam 

populasi, yaitu 
µ

Λ
, sedangkan jumlah individu latenly infected, 

infectious dan treated sama dengan nol. Hal ini menunjukkan bahwa 

tidak terdapat individu latenly infected, infectious dan treated dalam 

populasi, sehingga tidak pernah terjadi kontak antara individu 

susceptible dengan individu infectious atau dengan kata lain semua 

individu dalam keadaan sehat. Keadaan seperti ini disebut keadaan 

bebas penyakit. Oleh karena itu, jumlah individu susceptible tidak 

pernah berkurang dan selalu bernilai 
µ

Λ
=N  , sedangkan jumlah 

individu latenly infected, infectious dan treated tidak pernah 

bertambah dan selalu bernilai nol. Dengan demikian, titik 

kesetimbangan ini disebut sebagai titik kesetimbangan bebas 

penyakit. 

 

Dari persamaan (3.13) diperoleh 

( ) ,
2θ

ψξ ±−
=tL               (3.16) 

dengan 

     ( ) ( )( ) AckrdrkAckck µβµµµβββξ 1212

2

21 −++++−Λ=  

           ( )( ) ( )( ))krrdrAckrdrk 221221 ++++++++ µµβµµ  
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2
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++−+++

++
= µβµ

µ

ββ
θ  

 

Substitusikan persamaan (3.16) ke dalam persamaan 

(3.9)−(3.11), diperoleh 

ψβξβµθµ

µθ

ckckrdA

rdA
tS

112

2

)(2

)(.2
)(

±−++

++Λ
=                 (3.17) 

( )
)(2
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k
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µθ
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                            (3.18) 

   ( )
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( ) ( )

.
2 22

221

ψξβµµθ

ψξµ

±−+++

±−+++
=

ckrdA

krrdrA
tT            (3.19) 

 

Dengan demikian, diperoleh titik kesetimbangan yang ke dua, 

yaitu  
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ckckrdA

rdA
U e

     (3.20) 

Titik kesetimbangan Ue menjelaskan bahwa pada keadaan ini 

banyaknya individu terinfeksi (individu latenly infected dan individu 

infectious) adalah tidak nol, artinya terdapat individu terinfeksi 

dalam populasi. Oleh karena itu, akan terjadi kontak antara individu 

susceptible dengan individu infectious, yang dapat mengakibatkan 

penyakit menyebar. Dengan demikian, titik kesetimbangan Ue 

disebut sebagai titik kesetimbangan endemik. 
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3.5 Kestabilan Titik Kesetimbangan 

 

Matriks Jacobi dari sistem persamaan (3.1)–(3.4) adalah 
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                 (3.21) 

 

3.5.1 Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

 

Dari persamaan (3.14) diperoleh titik kesetimbangan bebas 

penyakit, yaitu 
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Substitusikan U0 ke dalam matriks Jacobi (3.21) 
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Nilai eigen (λ) dari matriks DF(U0) dapat diperoleh dari 
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Diperoleh  
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Dari persamaan (3.22), kedua nilai eigennya adalah negatif, yaitu 

µλ −=1  

µλ −=2  

Selanjutnya, dari matriks  
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Dengan demikian, diperoleh  
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Karena semua parameter 21 ,,,, rdrkµ  positif, maka ( ) 0<BTr  . 

Menurut Teorema (2.3), agar titik kesetimbangan bebas panyakit 

stabil asimtotik, maka ( )BDet  harus lebih besar dari nol, yaitu 
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Dengan demikian, titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil 

asimtotik jika 
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           (3.23) 

 
3.5.2 Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik  

 

Misalkan ( )**** ,,, TILSU e =  adalah titik kesetimbangan 

endemik, dengan ( ) ( )0,0,0,0,,, **** ≠TILS . Matriks Jacobi untuk 

titik kesetimbangan endemik (Ue) adalah 
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                (3.24) 

Nilai eigen dari matriks (3.24) sulit dicari secara analitik apabila 

nilai parameter yang ditetapkan tidak disubstitusikan ke dalam 

matriks tersebut, oleh karena itu, digunakan basic reproductive 

number (angka reproduksi dasar/R0) untuk menganalisis kestabilan 

titik kesetimbangan. 

 

3.5.3 R0 untuk TB dengan Pendekatan Operator Generasi 

Selanjutnya 

 

Dalam pendekatan operator generasi selanjutnya, populasi 

dikelompokkan ke dalam tiga kelas dan untuk model TB yang 

bergantung pada kepadatan populasi, tiga kelas-kelas tersebut adalah 

( ),,TSX =  ( ),LY =  dan ( )IZ = . Komponen dari X menyatakan 

banyaknya individu yang tidak terinfeksi yaitu individu susceptible, 

dan individu treated. Komponen dari Y merepresentasikan 

banyaknya individu yang terinfeksi yang tidak dapat menularkan 

penyakitnya yaitu individu latenly infected. Komponen dari Z 

merepresentasikan banyaknya individu terinfeksi yang dapat 

menularkan penyakitnya yaitu individu infectious. 
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Karena X=(S,T), maka persamaan (3.1) dan (3.4) 

dikelompokkan, sehingga diperoleh 
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       ( ).,, ZYXf=          (3.25) 

 

Karena ( ),LY =  maka persamaan (3.2) menjadi  
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Z
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= βµβ          (3.26) 

 

Selanjutnya, karena ( )IZ =  maka persamaan (3.3) menjadi 

( ) ( ).,,2 ZYXhZrdkY
dt

dZ
=++−= µ                                          (3.27) 

 

Dengan demikian, setelah pengelompokan kelas-kelas epidemik 

dari persamaan (3.1)-(3.4), diperoleh sistem persamaan baru (3.25)-

(3.27). 

 

Dari persamaan (3.14) dan (3.15) diperoleh titik kesetimbangan 

bebas penyakit dan total populasi, yaitu  
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secara implisit menentukan fungsi ( )ZXgY ,ˆ *= . Dari persamaan 
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Dengan demikian, diperoleh fungsi ( )ZXgY ,ˆ *= , yaitu 

( )

( )
.

1

21

rk

A

Z
c

Y
++

�
�



�
�

�
��
�



��
�

�Λ
+

=
µ

µ
ββ

        (3.29) 

Dengan mensubtitusikan nilai *
X  dan persamaan (3.29) ke dalam 

persamaan (3.27) diperoleh fungsi ( )( )ZZXgXh ,,ˆ, **  sebagai 

berikut 
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Selanjutnya diasumsikan DMA −= , sehingga diperoleh 
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 dan  ( ).2rdD ++= µ   (3.30) 

 

R0 didefinisikan sebagai jari-jari spektrum dari matriks MD
−1, maka 

dari persamaan (3.30) diperoleh nilai R0 yaitu 
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dengan  
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   : kepadatan individu susceptible 

 c1β  dan c2β   : laju transmisi/peralihan efektif 
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oleh individu infectious selama periode infectious 
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 : probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat 

latent ke dalam tingkat infectious. 

 

Jika 10 <R , maka titik kestabilan bebas penyakit adalah stabil 

asimtotik, sedangkan jika 10 >R  kesetimbangan bebas penyakit 

adalah tidak stabil dan kestabilan endemik adalah stabil asimtotik. 

Jadi:  

a. jika 10 >R , maka 
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Kepadatan individu susceptible �
�
�
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� Λ

A

µ
 menentukan peranan  

ukuran area yang akan dihuni populasi yang dinotasikan dengan A. 

Ketika areanya cukup besar, kepadatan akan menjadi kecil, dengan 

cara demikian mengurangi ukuran bilangan dasar reproduktif R0. 

Sedangkan ketika ukuran areanya kecil, kepadatan akan menjadi 

lebih besar, sehingga bilangan dasar reproduktif atau jumlah infeksi 

kedua dikarenakan satu individu infectious akan menjadi lebih besar. 

 

b. jika 10 <R , maka  
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Persamaan (3.33) mengimplikasikan bahwa  
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dengan 
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A
 : karakteristik area atau area yang dihuni tiap  

individu. 

 

Dengan demikian, agar terbebas dari penyakit TB, area yang 

dihuni tiap individu (karakteristik area) harus selalu lebih besar dari 

perkalian antara probabilitas individu yang dapat bertahan dari 

tingkat latent ke dalam tingkat infectious dan banyaknya individu 

latenly infected yang dihasilkan dari individu infectious. Oleh karena 

itu, 
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 didefinisikan sebagai ukuran area 

kritis yang diharapkan dapat mengendalikan penyebaran TB. 
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3.6 Simulasi Model 

 

Berdasarkan studi yang dilakukan Ssematimba dkk (2005) 

diperoleh estimasi untuk setiap parameter pada sistem persamaan 

(3.1)-(3.4) yang disajikan dalam Tabel 3.1, dan untuk nilai syarat 

awal disajikan dalam Tabel 3.2 berikut. 

 

Tabel 3.1 Nilai Parameter 

Parameter Nilai 
µ  

� 

r1 

r2 

�1 

�2 

c 

d 

k 

0.0222 / tahun 

1500 individu / tahun 

1.5 per individu / tahun 

1.5 per individu / tahun 

0.2 / tahun 

0.2 / tahun 

100 / tahun 

0.365 / tahun 

0.00396 / tahun 

 

Tabel 3.2 Nilai Syarat Awal 

Syarat Awal Nilai 

S0 

L0 

I0 

T0 

30.000 individu / tahun 

20.000 individu / tahun 

7.568 individu / tahun 

10.000 individu / tahun 

 

 

3.6.1 Karakteristik Area 

 

Dari persamaan (3.34) diperoleh syarat agar dalam sistem 

terbebas dari penyakit, yaitu area yang dihuni tiap individu 

(karakteristik area) harus selalu lebih besar dari perkalian antara 

probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat latent ke 

dalam tingkat infectious dan banyaknya individu latenly infected 

yang dihasilkan dari individu infectious. 

Dengan mensubstitusikan nilai parameter dari Tabel 3.1 ke 

dalam persamaan (3.34), diperoleh 
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Dengan demikian, agar sistem terbebas dari penyakit TB maka 

area yang harus dihuni tiap individu (karakteristik area) harus lebih 

besar dari 0.055 km2, dengan ketentuan menggunakan parameter 

pada Tabel 3.1.  

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan nilai parameter Λ dan µ  

dari Tabel 3.1 ke dalam persamaan (3.35), maka diperoleh syarat 

ukuran area agar titik kesetimbangan bebas penyakitnya stabil 

asimtotik, yaitu 

22.3716>A .                                                    (3.36) 

Dengan demikian, sistem akan terbebas dari penyakit apabila ukuran 

area yang sebaiknya dihuni semua individu adalah lebih besar dari 

3716.22 km2. 

 

3.6.2 Kestabilan Model dengan Analisis Sistem Dinamik 

 

Dalam penentuan kestabilan model dengan analisis sistem 

dinamik, akan diberikan beberapa nilai parameter untuk ukuran area. 

Sedangkan untuk nilai parameter yang lain, digunakan nilai 

parameter yang disajikan pada Tabel 3.1. Dengan mensubstitusikan 

nilai parameter pada Tabel 3.1 ke dalam sistem persamaan (3.5)-

(3.8), diperoleh titik kesetimbangan model dari masing-masing 

ukuran area yang ditetapkan, yaitu titik kesetimbangan bebas 

penyakit (U0) dan titik kesetimbangan endemik (Ue) yang disajikan 

pada Tabel 3.3 berikut. 
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Tabel 3.3 Titik Kesetimbangan Model 

Area 

(km2) 
U0 Ue 

500 

1000 

1500 

4000 

40000 

400000 

(67567.57,0,0,0) 

(67567.57,0,0,0) 

(67567.57,0,0,0) 

(67567.57,0,0,0) 

(67567.57,0,0,0) 

(67567.57,0,0,0) 

(373.05,47641.1 , 99.97,17809.84) 

(1166.94,30100.18,63.16,35198.83) 

(4015.18,12559.26,26.35,50533.48) 

(-1975.7,-75145.3,-157.7,1.47×105) 

(-1085.6,-1.4×106,-2807.8,1.5×106) 

(-1039,-1.4×107,-29308.8,1.5×107) 

 

Dengan mensubstitusikan titik kesetimbangan model pada Tabel 

3.3 ke dalam matriks Jacobi (3.21), diperoleh nilai-nilai eigen yang 

disajikan pada Tabel 3.4 berikut.  



 44 

Tabel 3.4 Nilai Eigen 

Area(km2) Nilai Eigen untuk U0 Nilai Eigen untuk Ue 

500 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −4.9832 

�4 = 1.56979 

�1 = −6.1907 

�2 = −0.0229 

�3 = −1.2206 

�4 = −4.0209 

1000 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −4.0270 

�4 = 0.61365 

�1 = −4.0930 

�2 = −0.0230 

�3 = −0.5828 

�4 = −1.2854 

1500 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −3.6041 

�4 = 0.19073 

�1 = −3.5791 

�2 = −0.0231 

�3 = −0.1848 

�4 = −0.3736 

4000 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −2.8773 

�4 = −0.5360 

�1 = −3.1047 

�2 = −0.0230 

�3 = 0.48053 

�4 = 0.76707 

40000 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −2.1146 

�4 = −1.2988 

�1 = −3.6701 

�2 = −0.0226 

�3 = 14.2959 

�4 = 14.0167 

400000 

�1 = −0.0222 

�2 = −0.0222 

�3 = −1.9211 

�4 = −1.4923 

�1 = −0.0229 

�2 = −2.9025 

�3 = 0.95533 

�4 = 1.44328 
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Dari Tabel 3.4, dapat dilihat bahwa untuk ukuran area 500 km2, 

1000 km2, dan 1500 km2, ketiga nilai eigen pada titik kesetimbangan 

bebas penyakit (U0) adalah real negatif, sedangkan �4 bernilai real  

positif. Menurut Teorema 2.1, dapat disimpulkan bahwa titik 

kesetimbangan bebas penyakit untuk ketiga area tersebut bersifat 

tidak stabil. Namun, pada titik kesetimbangan endemik (Ue), 

keempat nilai eigennya bernilai real negatif, sehingga titik 

kesetimbangan endemik untuk ketiga area tersebut bersifat stabil 

asimtotik. Sedangkan untuk ukuran area 4000 km2, 40000 km2, dan 

400000 km2, keempat nilai eigen pada titik kesetimbangan bebas 

penyakit (U0) adalah real negatif, sehingga dapat disimpulkan bahwa 

titik kesetimbangan bebas penyakit untuk ketiga area tersebut 

bersifat stabil asimtotik. Pada titik kesetimbangan endemik (Ue), 

kedua nilai eigennya bernilai real negatif, sedangkan kedua nilai 

eigen yang lainnya bernilai real positif, hal ini mengakibatkan titik 

kesetimbangan endemik untuk ketiga area tersebut bersifat tidak 

stabil. Sifat kestabilan titik kesetimbangan model untuk keenam area 

tersebut, dapat disajikan pada Tabel 3.5 berikut. 

 

Tabel 3.5 Sifat Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Area (km2) U0 Ue 

500 

1000 

1500 

4000 

40000 

400000 

Tidak Stabil 

Tidak Stabil 

Tidak Stabil 

Stabil Asimtotik 

Stabil Asimtotik 

Stabil Asimtotik 

Stabil Asimtotik 

Stabil Asimtotik 

Stabil Asimtotik 

Tidak Stabil 

Tidak Stabil 

Tidak Stabil 

 

Dengan demikian, untuk ukuran area 500 km2, 1000 km2, dan 

1500 km2, penyakit TB akan mewabah. Hal ini sesuai pada 

persamaan (3.36), yaitu ukuran area yang dihuni semua populasi 

harus lebih besar dari 3716.22 km2 agar terbebas dari TB. Karena 

ukuran area yang ditetapkan kurang dari 3716.22 km2, maka TB akan 

mewabah. Namun, dengan ukuran area 4000 km2, 40000 km2, dan 

400000 km2, penyakit TB tidak akan mewabah dan dalam waktu 

yang lama populasi akan terbebas dari penyakit TB.  
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3.6.3 Kestabilan Model dengan Analisis R0 

 

Dalam penentuan kestabilan model dengan analisis R0, diberikan 

beberapa nilai parameter untuk ukuran area. Sedangkan untuk nilai 

parameter yang lain, digunakan nilai parameter yang disajikan pada 

Tabel 3.1. Dengan mensubstitusikan nilai parameter pada Tabel 3.1 

ke dalam persamaan (3.31), diperoleh nilai R0 untuk masing-masing 

area yang disajikan pada Tabel 3.5 berikut. 

 

Tabel 3.6 Nilai R0 

Area (km2) Nilai R0 

500 

1000 

1500 

4000 

40000 

400000 

7.433 

3.716 

2.477 

0.929 

0.0929 

0.00929 

 

 

3.6.3.1 Kasus R0 < 1 

 

Pada Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa nilai R0 untuk ukuran area 

4000 km2, 40000 km2 dan 400000 km2 adalah kurang dari 1 (R0<1), 

sehingga di ketiga area tersebut titik kesetimbangan bebas penyakit  

bersifat stabil asimtotik. Hal ini sesuai dengan analisis kestabilan 

menggunakan sistem dinamik, yang disajikan pada Tabel 3.5.  Hasil 

dari kedua analisis kesetimbangan tersebut, sesuai dengan persamaan 

(3.36), yaitu ukuran yang dihuni semua populasi harus lebih besar 

dari 3716.22 km2 agar penyakit TB tidak mewabah. Dengan 

demikian, dalam jangka waktu yang lama, banyaknya individu akan 

konvergen ke titik kesetimbangan bebas penyakit. Hal ini dapat 

dilihat pada Gambar 3.2 berikut. 
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Berdasarkan Gambar 3.2 (a) dapat dilihat bahwa banyaknya 

individu susceptible untuk ketiga area, pada awalnya sesuai dengan 

nilai awal yang diberikan. Kemudian banyaknya individu susceptible 

dalam populasi berkurang, dikarenakan adanya kematian alami  

individu susceptible dan adanya kontak dengan individu infectious. 

Dengan berjalannya waktu, banyaknya individu susceptible 

mengalami peningkatan yang terus terjadi sampai pada saat menuju 

kondisi kesetimbangan untuk waktu yang lama, yaitu 67567.57 

individu. Pada Gambar 3.2 (b), (c), dan (d) dapat dilihat bahwa 

banyaknya individu latenly infected, infectious dan individu treated 

mengalami penurunan, bahkan dalam jangka waktu yang lama 

banyaknya individu tersebut adalah nol (tidak ada individu latenly 

infected, infectious dan individu treated dalam populasi), dengan 

kata lain menuju kondisi kesetimbangan. Hal ini dikarenakan 

kepadatan populasi di dalam area tersebut kecil, sehingga 

kemungkinan individu susceptible akan terinfeksi juga sangat kecil. 

Oleh karena itu, tidak terjadi wabah penyakit TB dalam populasi, 

yang dapat diartikan sebagai keadaan bebas penyakit. Jadi, dengan 

ukuran area 4000 km2, 40000 km2 atau 400000 km2 penyakit TB 

tidak akan mewabah, dan dalam waktu yang lama populasi akan 

terbebas dari penyakit TB.  

 

3.6.3.2  Kasus R0 > 1 

 

Pada Tabel 3.6, dapat dilihat bahwa nilai R0 untuk ukuran area 

500 km2, 1000 km2 dan 1500 km2 adalah lebih besar dari 1 (R0>1), 

sehingga di ketiga area tersebut titik kesetimbangan bebas penyakit  

bersifat tidak stabil, namun titik kesetimbangan endemik yang 

disajikan pada Tabel 3.3 bersifat stabil asimtotik. Hal ini sesuai 

dengan analisis kestabilan menggunakan sistem dinamik, yang 

disajikan pada Tabel 3.5.  Hasil dari kedua analisis kesetimbangan 

tersebut, sesuai dengan persamaan (3.36), yaitu ukuran yang dihuni 

semua populasi harus lebih besar dari 3716.22 km2 agar penyakit TB 

tidak mewabah. Dengan demikian, dalam jangka waktu yang lama, 

banyaknya individu akan konvergen ke titik kesetimbangan endemik. 

Hal ini dapat dilihat pada Gambar 3.3 berikut. 

 



 50 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
1

2

3

4

5

6

7
x 10

4

t

L
a
te

n
ly

 I
n
fe

c
te

d

A=500 sqKm 

A=1000 sqKm

A=1500 sqKm

(b) 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

4

t

S
u
s
c
e
p
ti
b
le

s

A=500 sqKm 

A=1000 sqKm

A=1500 sqKm

166.9 166.95 167

1162

1164

1166

1168

1170 393.392 393.393 393.394 393.395

372.94

372.96

372.98

373

373.02

373.04

373.06

373.08

999.8 999.85

4012

4013

4014

4015

4016

(a) 



 51 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

t

In
fe

c
ti
o
u
s

A=500 sqKm 

A=1000 sqKm

A=1500 sqKm

373.95 374
99

99.2

99.4

99.6

99.8

100

100.2

223.27 223.28 223.29

62.95

63

63.05

63.1

63.15

63.2

320.9 320.95
25.4

25.6

25.8

26

26.2

26.4

(c) 

Gambar 3.3 Simulasi model untuk kasus R0 > 1 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

1

2

3

4

5

6
x 10

4

t

T
re

a
te

d

A=500 sqKm 

A=1000 sqKm

A=1500 sqKm

(d) 



 52 

Berdasarkan Gambar 3.3 (a) dapat dilihat bahwa pada awalnya,  

banyaknya individu susceptible dalam populasi sesuai dengan nilai 

awal yang diberikan. Dengan berjalannya waktu, banyaknya individu 

susceptible mengalami penurunan yang cukup tajam. Hal ini 

disebabkan adanya tingkat kontak dengan individu infectious yang   

cukup besar dikarenakan tingginya kepadatan populasi dalam 

wilayah tersebut, sehingga kemungkinan individu susceptible 

menjadi individu terinfeksi akan semakin besar. Kemudian, 

banyaknya individu susceptible dalam populasi mengalami 

peningkatan karena kelahiran dan migrasi, dan setelah mencapai nilai 

tertentu akan menuju kondisi kesetimbangan endemik untuk waktu 

yang lama. Berdasarkan Gambar 3.3 (b), (c), dan (d) dapat dilihat 

bahwa banyaknya individu latenly infected, infectious dan individu 

treated akan meningkat. Semakin besar banyaknya individu 

susceptible yang terinfeksi, maka banyaknya individu  latenly 

infected, infectious dan individu treated akan meningkat dan dalam 

jangka waktu yang lama banyaknya individu tersebut masing-masing 

akan menuju kondisi kesetimbangan endemik. Jadi, dengan ukuran 

area yang lebih kecil dari 3716.22 km2, maka penyakit TB akan 

mewabah.  

 

3.6.4 Simulasi Model Apabila Diberikan Ukuran Area yang 

Berbeda 

 

Dalam simulasi ini, diberikan dua perbedaaan nilai parameter 

untuk ukuran area A, yaitu 1500 km2 dan 4000 km2. Nilai parameter 

yang lain dan syarat awal diberikan pada Tabel 3.1 dan Tabel 3.2. 

Perilaku perubahan banyaknya individu dapat dilihat pada Gambar 

3.4 berikut.  
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Gambar 3.4 Simulasi model dengan perbedaan ukuran 
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Berdasarkan Gambar 3.4 (a), dapat dilihat bahwa banyaknya 

individu susceptible akan menurun apabila ukuran area yang 

ditetapkan dipersempit dari 4000 km2 menjadi 1500 km2. Hal ini, 

berkaitan dengan kepadatan populasi yang terjadi dalam area 

tersebut. Semakin padat populasi, maka semakin banyak individu 

yang akan terinfeksi, sehingga mengakibatkan penurunan jumlah 

individu susceptible. Penurunan jumlah individu susceptible, 

mengakibatkan peningkatan banyaknya individu latenly infected, hal 

ini dapat dilihat pada Gambar 3.4 (b). Begitu pula dengan banyaknya 

individu infectious (dapat dilihat pada Gambar 3.4 (c)), yaitu akan 

meningkat apabila ukuran areanya diperkecil. Namun, banyaknya 

individu yang sembuh (treated) akan menurun apabila kepadatan 

populasi dalam area tersebut tinggi, begitu juga sebaliknya. 

 

 

3.6.5 Simulasi Model Apabila Diberikan Laju Rekruitment  

yang  Berbeda  

 

Dalam simulasi ini, diberikan dua nilai parameter yang berbeda 

untuk laju rekruitment � (banyaknya individu yang menempati area 

yang sudah ditetapkan), yaitu 2000 individu dan 10000 individu. 

Nilai parameter yang lain dan syarat awal diberikan pada Tabel 3.1 

dan Tabel 3.2, sedangkan ukuran areanya dimisalkan 4000 km2. 

Perilaku perubahan banyaknya individu dapat dilihat pada Gambar 

3.5 berikut. 
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Berdasarkan Gambar 3.5 (a), dapat dilihat bahwa banyaknya 

individu susceptible akan meningkat apabila laju rekruitmentnya 

diperbesar. Hal ini dikarenakan banyaknya individu sehat bertambah 

apabila banyaknya individu yang menempati area juga diperbesar. 

Semakin besar banyaknya individu susceptible,  maka semakin besar 

pula banyaknya individu latenly infected dan individu infectious 

(dapat dilihat pada Gambar 3.5 (b) dan (c)). Ini dikarenakan semakin 

padatnya populasi apabila banyaknya individu diperbesar. 

Akibatnya, individu yang sehat akan lebih banyak yang terinfeksi. 

Sedangkan banyaknya individu yang sembuh (treated) akan lebih 

besar apabila banyaknya individu yang menempati area tersebut 

diperbesar. Banyaknya individu treated dapat dikategorikan sebagai 

individu sehat yang dapat terinfeksi kembali oleh penyakit TB. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

 

4.1 Kesimpulan 

 

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal berikut. 

1. Dengan menerjemahkan model kompartemen, diperoleh model 

penyebaran penyakit TB yang bergantung pada kepadatan 

populasi, berupa sistem persamaan diferensial nonlinier 
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2. Ada dua macam titik kesetimbangan dari model penyebaran 

penyakit TB yang bergantung pada kepadatan populasi, yaitu titik 

kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. 

Titik kesetimbangan bebas penyakitnya adalah ( )0,0,0,
µ
Λ . 

3. Analisis R0 (basic reproduction number) dapat menentukan sifat 

kestabilan titik kesetimbangan model. Metode generasi 

selanjutnya (the next generation operator approach) dapat 

digunakan untuk menghitung nilai R0, sehingga diperoleh 

( )
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Berdasarkan syarat kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit 

yang dianalisis menggunakan R0, diperoleh karakteristik area 

(area yang sebaiknya dihuni tiap individu) agar populasi terbebas 

dari penyakit, yaitu harus lebih besar dari perkalian antara 

probabilitas individu yang dapat bertahan dari tingkat latent ke 

dalam tingkat infectious dan banyaknya individu latenly infected 

yang dihasilkan dari individu infectious. Dengan menggunakan 

nilai parameter yang sudah ditetapkan, diperoleh karakteristik 

area yang harus dihuni tiap individu yaitu 0.055 km
2
. 
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4. Dari hasil simulasi model, diperoleh kesimpulan bahwa 

kepadatan populasi sangat mempengaruhi laju penyebaran 

penyakit TB. Semakin padat populasi dalam wilayah yang sudah 

ditetapkan, maka akan semakin besar pula laju penyebaran 

penyakit TB. 

 

 

4.2 Saran 

 

Pada pembahasan selanjutnya ada beberapa hal yang dapat 

dikembangkan dari skripsi ini antara lain: 

1. mengembangkan model TB yang tidak hanya bergantung pada 

kepadatan populasi, 

2. mengkaji lebih lanjut eksistensi titik kesetimbangan endemik (Ue) 

model TB yang bergantung pada kepadatan populasi, 

3. menerapkan metode pendekatan operator generasi selanjutnya 

(the next operator generation approach) ke dalam model dinamik 

yang lain. 
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