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PELABELAN-α  PADA GRAF GRID DIMENSI DUA  
DAN DIMENSI TIGA   

 
 
 

ABSTRAK 
 

Pelabelan-α adalah variasi dari salah satu jenis pelabelan graf, 
yaitu pelabelan graceful. Pelabelan-α adalah pelabelan graceful 
dengan dengan sifat tambahan, yaitu dalam pelabelan tersebut 
terdapat suatu bilangan bulat k sedemikian sehingga untuk setiap sisi 
xy , f(x) ≤ k < f(y) atau  f(y) ≤  k < f(x). 
     Graf grid dimensi dua Pm × Pn didefinisikan sebagai hasil 
pergandaan kartesius dimana Pm  adalah graf path dengan m titik. 
Graf grid dimensi dua yang digandakan dengan Pl  akan membentuk 
graf grid dimensi tiga Pm×Pn×Pl . Dalam Skripsi ini akan ditentukan 
pelabelan-α pada Pm×Pn  dan Pm×Pn×Pl menggunakan metode yang 
sama dengan pelabelan-α  pada graf path, yaitu menentukan 
pelabelan sisi pada graf dan membuktikan bahwa pelabelan tersebut 
merupakan pelabelan sisi sejati. 
 
Kata kunci : Pelabelan-α , pelabelan graceful, graf path, graf grid.  
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α-LABELING ON GRIDS GRAPH IN TWO-DIMENSIONS 
AND THREE-DIMENSIONS 

 
 
 

ABSTRACT 
 

α-labeling is a variation of graceful labeling, which is a type of 
graph labeling. α-labeling is graceful with additional property, that 
there is exists an integer k so that for each edge xy either                
f(x) ≤ k < f(y) or  f(y) ≤  k < f(x). 
     Grid graf in two-dimensions, Pm×Pn is defined as Cartesian 
product, that Pm  is path with m vertices.  Grid graf in two-dimensions 
that operated with other Pl  is create a grid graf in three-dimensions, 
Pm×Pn×Pl. This final project will find α-labeling  on Pm×Pn and 
Pm×Pn×Pl using the same method in α-labeling  on path, there is 
finding an edge layout of graph, then prove it to be a proper edge 
layout. 
 
Keywords : α-labeling, graceful labeling, path, grid graph. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 
 
1.1 Latar Belakang 

Pelabelan pada teori graf menjadi topik yang banyak mendapat 
perhatian sekarang ini, karena model-model yang ada pada pelabelan 
graf berguna untuk aplikasi yang cukup luas, seperti dalam masalah 
teori koding, kristalografi, sinar-x, radar, sistem alamat jaringan 
komunikasi dan desain sirkuit (Wijaya, 2004). Pelabelan graf pada 
teori graf adalah pemberian nilai pada titik, garis atau sisi sedemikian 
sehingga dua titik, dua garis, atau dua sisi yang adjacent mendapat 
nilai yang berbeda. Pelabelan graf sudah banyak dikaji mulai tahun 
60-an, seperti valuasi-β yang diperkenalkan oleh Rosa pada tahun 
1967, yang sekarang lebih dikenal dengan pelabelan graceful 
(Gallian, 1997).  

Misal G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi 
E(G). Fungsi f  merupakan pelabelan graceful dari G jika f adalah 
fungsi injektif dari titik-titik G ke himpunan {0, 1, ... , │E│} 
sedemikian sehingga sisinya mendapatkan label harga mutlak dari 
selisih pelabelan kedua titik yang dihubungkan oleh sisi tersebut, 
dimana label berbeda untuk setiap sisi dari G (Chen, 2006). Salah 
satu dari beberapa variasi pelabelan graceful adalah pelabelan-α    
(α-labeling). Pelabelan-α  merupakan pelabelan graceful dengan 
sifat tambahan, yaitu dalam pelabelan tersebut terdapat suatu 
bilangan bulat k sedemikian sehingga untuk setiap sisi (xy) ,            
f(x) ≤ k < f(y) atau  f(y) ≤  k < f(x). Graf dengan pelabelan - α adalah 
graf bipartit dan  graf jenis ini telah terbukti berguna pada 
pengembangan dari teori graf dekomposisi (theory of graf 
decompositions) (Gallian, 1997). 

Pelabelan-α dapat diberikan pada beberapa jenis graf, salah 
satunya pada graf Path. Graf  Path adalah graf yang terdiri dari titik 
dan sisi sehingga membentuk lintasan. Pergandaan kartesius dari graf 
path membentuk suatu graf grid. Pergandaan dua graf path 
membentuk graf grid dimensi dua, dan pergandaan tiga graf path 
membentuk graf grid dimensi tiga.    

Berdasarkan latar belakang di atas, pada skripsi ini akan dibahas 
penentuan pelabelan-α pada graf grid dimensi dua Pm×Pn dan graf 
grid dimensi tiga (Pm×Pn×Pl) untuk l=2 dengan cara mengkonstruksi 
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pelabelan sisi untuk tiap jenis graf dan membuktikan bahwa 
pelabelan tersebut merupakan pelabelan sisi sejati. Penulis memilih 
graf Pm×Pn dan graf Pm×Pn×Pl  dikarenakan bentuk kedua graf ini 
tidak jarang ditemui dalam kehidupan sehari-hari sehingga 
memungkinkan untuk mengaplikasikannya pada bidang keilmuan 
yang lain. Oleh karena itu penulis mengambil judul ”Pelabelan-α 
pada Graf Grid Dimensi Dua dan Dimensi Tiga”. 
 
1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan pada latar belakang, maka rumusan masalah pada 
Skripsi ini adalah sebagai berikut: 
1. Bagaimana menentukan pelabelan-α pada graf grid dimensi dua.  
2. Bagaimana menentukan pelabelan-α pada graf grid dimensi tiga. 
 
1.3 Batasan Masalah  

Adapun batasan masalah dalam penulisan Skripsi ini adalah: 
1. Graf yang diteliti adalah graf sederhana dan tak berarah. 
2. Graf grid dimensi tiga yang dibahas adalah Pm×Pn×P2. 

 
1.4 Tujuan 

Tujuan yang ingin dicapai dari penulisan Skripsi ini adalah: 
1. Menentukan pelabelan-α pada graf grid dimensi dua, Pm×Pn.  
2. Menentukan pelabelan-α pada graf grid dimensi tiga, Pm×Pn×P2. 
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x2

x1 x2 x3 x1 x2

BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Konsep Dasar Graf 

Berikut akan diberikan definisi dan konsep dasar graf yang 
terkait dengan pelabelan-α pada graf grid dimensi dua dan dimensi 
tiga.  

Definisi 2.1.1  Graf 
Suatu graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), ditulis 
dengan notasi G = (V(G),E(G)), di mana V adalah himpunan tidak 
kosong dari titik-titik (vertices atau node) dan E adalah himpunan 
sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik (Munir, 
2005). 

Contoh 2.1: 
Gambar 2.1 menunjukkan graf G  dengan himpunan titik 

{ }321 ,,)( xxxGV =  dan himpunan sisi { }3221 ,)( xxxxGE = .         
 

 

 

 
Gambar 2.1. Graf G 

 
Definisi 2.1.2  Subgraf 
Misalkan G = (V,E) adalah sebuah graf. G1 = (V1,E1) adalah subgraf 
dari G jika V1 ⊆ V dan  E1 ⊆ E (Munir, 2005). 

Contoh 2.2: 
Gambar 2.2 menunjukkan bahwa graf G1 adalah subgraf dari G 
karena { } { }32121 ,,, xxxxx ⊆  dan { } { }322121 , xxxxxx ⊆ . 
 

                                                                                 
 

Gambar 2.2. Graf G1  subgraf dari graf G 
 
 

G G1

x1 x3

x1 x2 x2 x3 



 4

Definisi 2.1.3  Graf Sederhana 
Graf sederhana adalah suatu graf yang tidak memiliki loop (suatu 
garis yang menghubungkan suatu titik dengan dirinya sendiri) dan 
garis ganda (dua garis atau lebih yang menghubungkan pasangan 
titik yang sama) (Marsudi, 1998). 

Contoh 2.3: 
Graf pada Gambar 2.3 adalah graf sederhana. 

 

 
 

Gambar 2.3. Graf sederhana 
 

Definisi 2.1.4  Graf Tak Berarah 
Graf tak berarah (undirected graph) adalah suatu graf yang sisinya 
tidak mempunyai orientasi arah. Pada graf tak berarah, urutan 
pasangan titik yang dihubungkan oleh sisi tidak diperhatikan. 
(Munir, 2005).  

Contoh 2.4: 
Graf pada Gambar 2.4 adalah graf tak berarah dimana (x1x2) = (x2x1)  
adalah sisi yang sama, demikian pula (x2x3) = (x3x2).  

 

 

 
 

Gambar 2.4. Graf tak berarah 
 

Definisi 2.1.5  Adjacent dan Incident 
Dua buah titik pada graf tak berarah G dikatakan adjacent 
(bertetangga) bila keduanya terhubung langsung dengan sebuah sisi. 
Dengan kata lain, x adjacent y jika (xy) adalah sisi pada sebuah graf 
G. Untuk sembarang sisi e = (xy), sisi e dikatakan incident (bersisian) 
dengan titik x dan titik y (Munir, 2005). 

Pada Gambar 2.4, x1 adjacent x2 dan sisi (x1x2) incident dengan 
titik x1 dan x2. 

 

x2

x1

x3
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Definisi 2.1.6  Pergandaan Kartesius G=G1×G2   
Pergandaan kartesius G = G1×G2  dari dua graf G1 = (V1,E1) dan      
G2 = (V2,E2) adalah graf dengan himpunan titik V(G) = V1×V2  dan 
(x1x2) adjacent dengan (y1y2) jika dan hanya jika [(x1 = y1 dan         
x2y2 ∈ E2) atau (x2 = y2 dan x1y1 ∈ E1)] (Chen, 2006). 

Contoh 2.5: 
Gambar 2.5 menunjukkan pergandaan kartesius G = G1×G2  dari dua 
graf G1=(V1,E1) dan G2=(V2,E2). 

 

 
 
               
 
 
                 G1                         G2                           G = G1×G2   
 

Gambar 2.5. Graf G merupakan hasil pergandaan kartesius G1×G2 

Definisi 2.1.7  Fungsi 
Misalkan X  dan Y  himpunan tidak kosong. Relasi biner f  dari X  
ke Y  merupakan suatu fungsi jika setiap elemen di dalam X  
dihubungkan dengan tepat satu elemen di dalam Y . X  disebut 
domain dan Y disebut kodomain. Jika f  adalah fungsi dari X  ke 
Y , maka dapat ditulis: 

YXf →:  
yang artinya f  memetakan X  ke Y  (Munir, 2005). 
Dengan perkataan lain: 

YXf →:  fungsi  ))()((),( 212121 xfxfxxXxx =⇒=∈∀⇔  

Fungsi YXf →:  disebut fungsi injektif (one to one) jika dan 
hanya jika  212121 )()(),( xxxfxfXxx =⇒=∈∀ , fungsi 

YXf →:  disebut fungsi surjektif (onto)  jika dan hanya jika 
yxfXxYy =∈∃∈∀ )()()( , dan fungsi YXf →:  disebut 

fungsi bijektif  (berkorespondensi satu-satu) jika dan hanya jika 
fungsi f  injektif dan surjektif. 

 

y2

y1

x1 x2 x3

(x1, y2) (x2, y2) (x3, y2) 

(x1, y1) (x2, y1) (x3, y1) 
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Definisi 2.1.8 Partisi 
Himpunan tak kosong ℜ disebut partisi dari himpunan V jika berlaku 
(Johnsonbaugh, 1989):  

1. V =ℜU . 
2. Untuk sebarang ℜ∈21 ,VV , φ=∩ 21 VV . 

2.2 Jenis-jenis Graf 

Berikut akan diberikan jenis-jenis graf yang terkait dengan 
pelabelan-α pada graf grid dimensi dua dan dimensi tiga. 

2.2.1  Graf Bipartit 

Graf bipartit (bipartite graph) adalah graf G yang himpunan 
titiknya dapat dikelompokkan menjadi dua himpunan bagian V1 dan 
V2 sedemikian sehingga setiap sisi di dalam G menghubungkan 
sebuah titik di V1 ke sebuah titik di V2. Dengan kata lain, setiap 
pasang titik di V1 (demikian pula dengan titik-titik di V2) tidak 
adjacent. Graf bipartit dinyatakan dengan G = (V1,V2) (Munir, 2005). 

Contoh 2.6: 
Graf G pada Gambar 2.6 adalah graf bipartit karena graf G dipartisi 
menjadi dua himpunan titik, V1 dan V2. 

 
 
 
                                 
                                  
 
 
                                        V1                        V2 
 

Gambar 2.6. Graf bipartit G = (V1,V2) 
 

2.2.2  Graf Path 

Jika G=(V,E) sebuah graf dengan V = {x⏐x = 0, 1,…,m–1} dan    
E = {xy⏐x, y ∈ V, ⏐x–y⏐=1} maka G adalah graf path atau graf 
lintasan (Chen, 2006). 
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Contoh 2.7: 
Graf Path dengan tiga titik ditunjukkan pada Gambar 2.7 (a) dan 
Graf Path dengan lima titik ditunjukkan pada Gambar 2.7 (b). 
 

 
(a) (b)                                  

Gambar 2.7. Graf  path )( mP  (a) 3P  (b) 5P  

2.2.3  Graf Tangga  

Graf tangga (ladder) adalah graf hasil pergandaan graf path P2  
dan Pn, yaitu P2×Pn. Graf tangga biasanya dinotasikan dengan Ln 
(Chen, 2006). 

Contoh 2.8: 
Pembentukan graf tangga L4 dari hasil pergandaan graf path P2  dan 
P4 ditunjukkan pada Gambar 2.8. 

 

 
 
 
                                                        
          

 

                      P2                P4                             P2×P4 

Gambar 2.8. Graf tangga L4 

 
2.2.4  Graf Grid Dimensi Dua dan Graf Grid Dimensi Tiga 

Graf grid dimensi dua (2-dimensional grids) didefinisikan 
sebagai pergandaan kartesius Pm×Pn dengan Pm adalah graf path 
dengan m titik. Graf grid dimensi dua yang dioperasikan dengan graf 
path Pl, sehingga membentuk pergandaan kartesius Pm×Pn×Pl , 
disebut graf grid dimensi tiga (3-dimensional grids) (Chen, 2006). 

Contoh 2.9: 
Graf grid dimensi dua dengan m = 5 dan n = 2 (P5 ×P2) ditunjukkan 
pada Gambar 2.9 (a) dan graf P5×P2  yang digandakan dengan P2 
membentuk P5×P2×P2 ditunjukkan pada Gambar 2.9 (b). 

x1 x2
(x1, y1)

(x1, y2)

(x1, y3)

(x2, y1) 

(x2, y2) 

(x2, y3) 

(x1, y4) (x2, y4) y4

y3

y2 

y1
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6 6

 
 
 

 

 
 
 
 
 

(a) (b) 
 

Gambar 2.9. Graf grid (a) graf grid dimensi dua (P5×P2)  (b) graf 
grid dimensi tiga (P5×P2×P2) 

2.3 Pelabelan Graf 

Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan himpunan 
dari elemen graf (titik, garis, dan keduanya) ke himpunan bilangan 
bulat positif. Jika domainnya himpunan titik maka pelabelannya 
disebut pelabelan titik, dan jika domainnya himpunan garis atau sisi 
maka pelabelannya disebut pelabelan garis atau pelabelan sisi. Jika 
domain dari suatu fungsi adalah himpunan titik dan sisi maka 
pelabelannya disebut pelabelan total (Baĉa dkk., 2003). 

Contoh 2.10: 
Gambar 2.10 (a) menunjukkan pelabelan titik, Gambar 2.10 (b) 
menunjukkan pelabelan sisi, dan Gambar 2.10 (c) menunjukkan 
pelabelan total pada graf G.  

 

 
 
 
 
 

 
Gambar 2.10. Pelabelan graf G (a) pelabelan titik (b) pelabelan sisi 

(c) pelabelan total 

 

1

2 3

4 5 4 5

1 

2 3

(a) (c) (b)



 9 

4 3 2 1

Definisi 2.3.1  Pelabelan Graceful 
Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi 
E(G). Fungsi f  merupakan pelabelan graceful dari G jika f adalah 
fungsi injektif dari titik-titik G ke himpunan {0, 1, …., │E│} 
sedemikian sehingga sisinya mendapatkan label harga mutlak dari 
selisih pelabelan kedua titik yang dihubungkan oleh sisi tersebut. 
Dengan kata lain, jika x dan y titik yang adjacent  pada G,  f(x) dan 
f(y) adalah pelabelan titik-titik tersebut, maka pelabelan untuk sisi 
yang menghubungkan x dan y adalah │f(x) – f(y)│ ,  dimana nilainya 
berbeda untuk │E│ pasang dari titik-titik G. 

Graf yang dilabeli dengan aturan pelabelan graceful disebut graf 
graceful (Chen, 2006). 

Contoh 2.11: 
Gambar 2.11 menunjukkan pelabelan graceful  pada P5  , dimana 
pelabelan setiap sisi didapat dengan mengurangkan label pada dua 
titik yang dihubungkan oleh sisi tersebut dan nilainya pelabelan 
sisinya berbeda untuk tiap pasang titik. 

 
 

Gambar 2.11. Pelabelan graceful pada graf P5  

Definisi 2.3.2  Pelabelan - α 
Jika G mempunyai pelabelan graceful f dan G graf bipartit dengan 
bipartisi { }kxfVxV >∈= )(1  dan { }kyfVyV ≤∈= )(2  untuk suatu 
bilangan bulat k, maka f disebut pelabelan-α (α-labeling) (Chen, 
2006). 

Pada Contoh 2.11, graf P5  memuat pelabelan-α, karena terdapat 
bipartisi { }4,2,01 =V  dan { }3,12 =V  dengan nilai k = 1. Keterangan 
lebih lanjut dapat dilihat pada Sub bab 2.4.  

Definisi 2.3.3  Sel dan Pembatas sel 
Misalkan G = (V,E) adalah subgraf dari grid dengan V = {x1,x2,x3,x4}. 
Jika x1 dan x4 masing-masing adjacent dengan x2 dan x3, maka G 
disebut sel (cell). Jika G sel dan fungsi  g : E → N adalah pelabelan 
sisi pada sisi-sisi G, maka sel ini dikatakan memenuhi pembatas sel 
(cell constraint) jika g(x1x2)+g(x3x4) = g(x1x3)+g(x2x4) .  

Pembatas sel ini berperan penting pada pelabelan-α (Chen, 
2006). 

04 3 1 2
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x1 x2

x3 x4

Contoh 2.12: 
Gambar 2.12 (a) menunjukkan pelabelan pada P2×P3 dan Gambar 
2.12 (b) adalah sel dari P2×P3  yang memenuhi pembatas sel karena 
7 + 2 = 5 + 4. 

 

 

 
(a)           (b) 

Gambar 2.12. Sel dan  pembatas sel (a) pelabelan pada P2×P3         
(b) sel dari P2×P3 yang memenuhi pembatas sel  

Definisi 2.3.4 Pelabelan Sisi pada Graf Grid 
Misalkan G = (V,E)  adalah graf grid  dan terdapat fungsi bijektif g, 
dengan g : E →  {1, ... , │E│}. Sebuah sel dalam G  merupakan 
subgraf dari G  dengan himpunan titik {(x,y),(x+1,y),(x,y+1), 
(x+1,y+1)} jika  untuk  setiap  titik ),( yx  berlaku: 

g((x,y)(x+1,y))+g((x,y+1)(x+1,y+1))=g((x,y)(x,y+1))+g((x+1,y),(x+1,y+1)) 

Fungsi g  seperti ini dinamakan pelabelan sisi dari G (Chen, 2006). 
Ilustrasi graf grid dengan himpunan titik {(x,y),(x+1,y),(x,y+1), 
(x+1,y+1)} disajikan pada Gambar 2.13. 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2.13. Ilustrasi graf grid dengan himpunan titik 
{(x,y),(x+1,y),(x,y+1), (x+1,y+1)} 

 
Definisi 2.3.5  Pelabelan Sisi  Sejati pada Graf Grid 
Misalkan G = (V,E) graf grid  dan g : E →  {1, … , │E│} adalah 
pelabelan sisi dari G . Jika terdapat fungsi f : V→  {0, 1, … , │E│}  
yang merupakan pelabelan-α dari G  dan g(xy) =│f(x) – f(y)│, maka 
g dinamakan pelabelan sisi sejati (Chen, 2006). 

12 2

7 

2 4

0 6

3

5 3

6

4 

7 
7

2 4

0

5 4

7

(x,y) 
(x+1,y) 

(x,y+1) (x+1,y+1)
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Teorema 2.1 : 

Untuk graf grid G= Pm×Pn , jika didefinisikan g : E → {1, ... , 
│E│} dengan  

))12(()),1)(,(( ymxEyxyxg −++=+      dan 
)1)12(())1,)(,(( −+−+−=+ mymxEyxyxg  

maka g merupakan pelabelan sisi dari Pm ×Pn. 

Bukti : 

1. Karena terdapat │E│ sisi, maka jelas bahwa pelabelan sisi 
adalah onto (g surjektif). 

2. Untuk semua sisi e, akan ditunjukkan g(e) berbeda (g injektif). 
a) Ambil Eyxyxyxyx ∈++ ),1)(,(),,1)(,( 22221111 dengan 

)),1)(,(()),1)(,(( 22221111 yxyxgyxyxg +=+  
Akan ditunjukkan 2121 dan yyxx ==  

)),1)(,(()),1)(,(( 22221111 yxyxgyxyxg +=+  
))12(())12(( 2211 ymxEymxE −+−=−+−⇔  

0))12(())12(( 2211 =−++−−+−⇔ ymxEymxE   
0))12()12( 2211 =−−−−+⇔ ymxymx  

0))(12()( 2121 =−−+−⇔ yymxx  
            2121 dan yyxx ==⇔  

b) Ambil Eyxyxyxyx ∈++ )1,)(,(),1,)(,( 22221111 dengan 
))1,)(,(())1,)(,(( 22221111 +=+ yxyxgyxyxg  

          Akan ditunjukkan 2121 dan yyxx ==  
))1,)(,(())1,)(,(( 22221111 +=+ yxyxgyxyxg  

)1)12(()1)12(( 2211 −+−+−=−+−+−⇔ mymxEmymxE
0)1)12(()1)12(( 2211 =−+−++−−+−+−⇔ mymxEmymxE

01)12(1)12( 2211 =+−−−−−+−+⇔ mymxmymx  
0))(12()( 2121 =−−+−⇔ yymxx  

2121 dan yyxx ==⇔  
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c) Ambil Eyxyxyxyx ∈++ )1,)(,(),,1)(,( 22221111 dengan 
))1,)(,(()),1)(,(( 22221111 +=+ yxyxgyxyxg  

Akan ditunjukkan 2121 dan yyxx ==  
))1,)(,(()),1)(,(( 22221111 +=+ yxyxgyxyxg  

)1)12(())12(( 2211 −+−+−=−+−⇔ mymxEymxE  
0)1)12(())12(( 2211 =−+−++−−+−⇔ mymxEymxE  

0)1)12()12( 2211 =+−−−−−+⇔ mymxymx  
01))(12()( 2121 =+−−−+−⇔ myymxx  

2121 dan yyxx ==⇔  
(Jika mungkin))(tidaktidakpalingmaka, 2121 mxxyy −≠  
Dari (a), (b), dan (c),  terbukti g injektif. 

Dari (1) dan (2), terbukti g : E → {1,..., │E│}  fungsi bijektif. Jadi, g 
merupakan pelabelan sisi dari Pm ×Pn. 

2.4 Pelabelan-α Pada Graf  Path 

Definisi 2.4.1 Fungsi Karakteristik 
Misalkan G graf dengan titik x di G. Fungsi-fungsi karakteristik µ  
dan θ  di x didefinisikan sebagai berikut: 

                            
⎩
⎨
⎧

=
0
1

)(xµ  

  
⎩
⎨
⎧

=
0
1

)(xθ  

Definisi 2.4.2 Fungsi Floor dan Fungsi Ceiling 
Misalkan x adalah bilangan riil, berarti x berada di antara dua 
bilangan bulat. Fungsi floor dari x , yang dinotasikan dengan ⎣ ⎦x , 
menyatakan nilai bilangan bulat terbesar yang lebih kecil atau sama 
dengan x. Fungsi ceiling dari x, yang dinotasikan dengan ⎡ ⎤x , 
menyatakan bilangan bulat terkecil yang lebih besar atau sama 
dengan x ( http://www.freewebs.com ). 

Dengan kata lain, fungsi floor membulatkan x ke bawah, 
sedangkan fungsi ceiling membulatkan x ke atas. 

jika x genap

jika x ganjil 

jika x ganjil 

jika x genap
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Contoh 2.13: 
Berikut diberikan contoh nilai fungsi floor dan fungsi ceiling: 

⎣ ⎦ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎡ ⎤ 35,345,3.4

05,015,0.3
58,448,4.2
45,335,3.1

−−−=−
=−−=−

==
==

 

Lemma 2.1 : 

Untuk semua titik x berlaku: 

xxx
=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ +

+⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

2
1

2
 

Bukti : 

1. untuk x genap , xxxxx
=+=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ +

+⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

222
1

2
 

2. untuk x ganjil , xxxxx
=

+
+

−
=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ +

+⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢

2
1

2
1

2
1

2
 

Teorema 2.2 : 

Graf path Pm  dengan m titik adalah graf graceful dan 
mempunyai pelabelan-α. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan Pm adalah graf graceful 

Didefinisikan pelabelan titik f : V(Pm) →  {0, 1, ... , m–1} (Chen, 
2006) dengan  
                          ⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢−−−=

2
)1()1)(()( xmxxf xµ                             (2.1) 

 
dan sisi (xy) dengan y = x + 1 diberi label : 

.)1(
2

1
2

)1(

)1()()()()(

xm

xxm

xfxfyfxfxyg

−−=

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +

−⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−=

+−=−=

      (2.2) 

     (2.3) 
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Dengan demikian  dapat diketahui bahwa (m–1) sisi Pm berturut-turut 
diberi label (m–1), (m–2),…, 2, 1. Jadi, terbukti Pm adalah graf 
graceful. 

2. Akan ditunjukkan Pm graf bipartit pada himpunan titik Ve dan Vo 
dan oe VykyfVxkxfk ∈∀≤∈∀>∋∃ ,)(dan,)( . 

Untuk eVx∈ , 
22
xx

=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢  

{ }

.
2

1
2

11

10
2

)1()(

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤≤−−≥∈

mmm

mxxmminVxxfmin e
 

Ini berarti, 
2

1)( −
≥∈∀

mxf,Vx e . 

Untuk ,oVy∈  

jika (m–1) ganjil, maka 

{ } .
2

110)( ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤≤⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢≤∈

mmy
2
ymaxVyyfmax o

 

Ini berarti, ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

≤
2

1)( myf . 

Jika (m–1) genap, maka 

{ } .
2

2
2

1110)( ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −−

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤≤⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢≤∈

mmmy
2
ymaxVyyfmax o

 

Ini berarti, ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

≤
2

2)( myf . 

Dari (2.4), (2.5) dan (2.6) diperoleh  

     (2.4) 

     (2.5) 

     (2.6) 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

=

2
2

2
1

m

m

k  

Terlihat bahwa G adalah graf bipartit dengan himpunan titik: 

Untuk (m–1) ganjil, 

.
2

1)(,10

dan
2

1)(,10

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

≤−≤≤=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

>−≤≤=

myfmyyV

mxfmxxV

o

e

 

Untuk (m–1) genap, 

.
2

2)(,10

dan
2

2)(,10

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

≤−≤≤=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

>−≤≤=

myfmyyV

mxfmxxV

o

e

 

Jadi, terbukti f adalah pelabelan-α untuk Pm. 
Dari (1) dan (2), Teorema 2.1 terbukti. 

Metode pada pelabelan-α graf  Path ini akan dijadikan dasar 
untuk menentukan pelabelan-α pada graf grid dimensi dua dan graf 
grid dimensi tiga.  

Contoh 2.14: 

Berikut  akan ditunjukkan pelabelan-α  pada P5 . 

}4,3,2,1,0{)( 5 =PV   

1. Pelabelan titik-titik dari P5 : 

Fungsi pelabelan titik untuk graf path (Pm) adalah: 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=

2
)1()1)(()( xmxxf xµ  

 
 

,  jika (m–1) genap 

 

,  jika (m–1) ganjil 
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4 3 2 1

Jadi, 

22.14.1
2
4)1()15)(4()4(4

11).1(4.0
2
3)1()15)(3()3(3

31.14.1
2
2)1()15)(2()2(2

00).1(4.0
2
1)1()15)(1()1(1

40.14.1
2
0)1()15)(0()0(0

4

3

2

1

0

=−=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=⇒=

=−−=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=⇒=

=−=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=⇒=

=−−=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=⇒=

=−=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢−−−=⇒=

µ

µ

µ

µ

µ

fx

fx

fx

fx

fx

 

2. Pelabelan sisi-sisi dari P5 : 

Fungsi pelabelan titik untuk graf path (Pm) adalah: 

)1()()( +−= xfxfxyg  
Jadi, 

121)4()3()34(41,3

213)3()2()23(31,2

330)2()1()12(21,1

404)1()0()01(11,0

=−=−=⇒=+=

=−=−=⇒=+=

=−=−=⇒=+=

=−=−=⇒=+=

ffgxx

ffgxx

ffgxx

ffgxx

 

Himpunan bipartisi dari adalah Ve = {0, 2, 4} dengan f(x) > 1 untuk 
setiap x ∈Ve dan Vo = {1, 3} dengan f(x) ≤ 1 untuk setiap x ∈Vo, 
dengan demikian nilai k = 1. 
Jadi, pelabelan-α  pada P5  dapat digambarkan sebagai berikut: 
 

 
 

Gambar 2.14. Pelabelan-α  pada P5   

04 3 1 2
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BAB III 
PEMBAHASAN 

Pada Bab III ini ditunjukkan cara menentukan  pelabelan-α pada 
graf grid dimensi dua (Pm×Pn), dan graf grid dimensi tiga              
(Pm×Pn×P2).   

3.1 Pelabelan-α pada Graf Grid Dimensi Dua 

Teorema 2.3 

Graf grid dimensi dua, Pm×Pn  mempunyai pelabelan-α. 

Bukti: 

Misalkan graf G(V,E) = Pm×Pn dengan 

}1,,1,0;1,,1,0),({ −=−== nymxyxV KK  
)}1()1(),)(,({ 212121212211 =−∧=∨=−∧== xxyyyyxxyxyxE

Misalkan label titik (0,0) adalah │E│dan label titik (0,1) adalah 0, 
maka pelabelan titik dari G didefinisikan dengan (Chen, 2006) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+= +

2
)1()(),( yxmyyxEyxf yxµ  

di mana nmmnmnnmE −−=−+−= 2)1()1(  

Berdasar fungsi pelabelan titik tersebut, dirumuskan fungsi pelabelan 
sisi sebagai berikut: 

Pelabelan sisi tegak atau sisi (x,y)(x,y+1) dari graf Pm×Pn, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −−

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −−

++−−

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+=

+−=+

++

+

2
1

2

2
1)1(

)1(
2

)1()(

)1,(),())1,)(,((

1

yxmmyyxmyE

yxmmy

yxEyxmyyxE

yxfyxfyxyxg

yx

yx µµ

 

(3.1)
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( )12

2
1

2
112

−−++−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −−

+⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +−−

++−=

yxmmyE

yxyxmmyE
 

Pelabelan sisi mendatar atau sisi (x,y)(x+1,y) dari graf Pm×Pn, 

( )yxmyE

yxyx
mmyE

yxmyyxmyE

yxmmy

yxEyxmyyxE

yxfyxfyxyxg

yx

yx

−+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +−

+⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

++−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ +−

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −+

++−−

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+=

+−=+

++

+

2

2
1

2
2

2
1

2

2
1)1(

)1(
2

)1()(

),1(),()),1)(,((

1

µµ

 

Untuk setiap x dan y, konstruksi pelabelan sisi mendatar pada          
Pm×Pn disajikan dalam Tabel 3.1 dan konstruksi pelabelan sisi 
tegaknya disajikan dalam Tabel 3.2.  

Tabel 3.1 Konstruksi pelabelan sisi tegak Pm×Pn 

g((x,y)(x,y+1)) y = 0 y = 1 y = 2−n  

x = 0 

x = 1 

x = 2 

 
x = 1−m  

⎢E ⎢− (m −1) 

⎢E ⎢− m  

⎢E ⎢− (m  + 1) 

 
⎢E ⎢− (2m −2) 

⎢E ⎢− (3m −2) 

⎢E ⎢− (3m −1) 

⎢E ⎢− 3m  

 
⎢E ⎢− (4m −3) 

 

1−m  

2−m  

3−m  

 
m  

 

 

 

 

(3.2) 

(3.3) 
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Tabel 3.2 Konstruksi pelabelan sisi mendatar Pm×Pn 

g((x,y)(x+1,y)) y = 0 y = 1  y = 1−n  

x = 0 

x = 1 

x = 2 

 
x = 2−m  

⎢E ⎢− 0  

⎢E ⎢− 1  

⎢E ⎢− 2  

 
⎢E ⎢− (m −2) 

⎢E ⎢− (2m −1) 

⎢E ⎢− 2m  

⎢E ⎢− (2m  + 1) 

 
⎢E ⎢− (3m −3) 

 

 

 

 

 

1−m  

2−m  

3−m  

 
m  

 

Untuk menunjukkan bahwa pelabelan sisi pada graf dimensi dua 
Pm×Pn  adalah pelabelan sisi sejati, berikut ini akan ditunjukkan 
bahwa semua titik pada Pm×Pn mempunyai label berbeda dan        
Pm×Pn merupakan graf bipartit. 

1. Akan ditunjukkan G graf bipartit pada himpunan titik Vo dan Ve 
dan oe VyxkyxfVyxkyxfk ∈∀≤∈∀>∋∃ ),(,),(dan),(,),( . 
Misalkan  

}ganjildanjumlah),({ yxyxVo =

}genapdanjumlah),({ yxyxVe = . 

Untuk 
22

,),( yxyxVyx e
−

=⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

∈   , 

{ }

.
2

1
2

2
)1(

10,10
2

),(),(

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−=
+

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−−≥

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤≤−≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−≥

∈

nmmnnmmn

nmnmE

nymxyxmyEinm

Vyxyxfmin e

 

Ini berarti, .
2

1),(),( ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−≥∈∀
nmmnyxf,Vyx e  

Untuk 
2

1
2

,),( −−
=⎥⎦

⎥
⎢⎣
⎢ −

∈
yxyxVyx o   , 

(3.4) 



 20 

{ }

.
2

2
2

1
2

1)1(

10,10
2

1

),(),(

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−=
++

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+−≤

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤≤−≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+≤

∈

nmmnnmmn

nmnm

nymxyxmymax

Vyxyxfmax o

 

Ini berarti, .
2

2),(),( ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−≤∈∀
nmmnyxf,Vyx o  

Dari pertidaksamaan (3.4) dan (3.5), diperoleh 

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−≤∈∀
2

2),(),( nmmnyxf,Vyx o   dan 

              ,Vyx e∈∀ ),(  ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−>
2

2),( nmmnyxf  

sehingga diketahui nilai k = ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−
2

2nmmn . 

Terbukti G graf bipartit dengan himpunan bipartisi Vo dan Ve serta 
f adalah pelabelan-α untuk Pm×Pn . 

2. Akan ditunjukkan semua label titik-titik Pm×Pn berbeda  

 Andaikan ),(),( 2211 yxfyxf = dengan 21 xx ≠  atau 21 yy ≠ . 
     Untuk 2211 dan yxyx ++  keduanya genap atau keduanya ganjil, 

0
2

)()(2

0
2

)(

0
22

22

),(),(

212121

2121
21

2211
21

22
2

11
1

2211

=
+−−+−

⇔

=
+−−

+−⇔

=⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢ −
−⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢ −
+−⇔

⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢ −
+=⎥⎦

⎥
⎢⎣

⎢ −
+⇔

=

yyxxyym

yyxx
yym

yxyx
mymy

yx
my

yx
my

yxfyxf

 

(3.5) 
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)())(12(
0)())(12(

0)()(2

2121

2121

212121

xxyym
xxyym

yyxxyym

−=−−⇔
=−+−−⇔

=+−−+−⇔
 

 Karena 21 xx ≠  atau 21 yy ≠ , maka y1 dan y2 harus berbeda 
paling tidak 1, sehingga  x1 dan x2 berbeda paling tidak (2m–1). 
Hal ini tidak mungkin terjadi karena 0 ≤ x1 ≤ 2m–1. Jadi  

21212211 ),(),( yyxxyxfyxf =∨=⇔=  atau semua titik 
Vyx ∈),(   mempunyai label berbeda. 

Dari (1) dan (2) terbukti bahwa graf grid dimensi dua Pm×Pn  
mempunyai pelabelan-α.  
 Persamaan (3.1) adalah fungsi pelabelan titik pada graf grid 
dimensi dua Pm×Pn  yang memenuhi  pelabelan - α. 
 
Langkah-langkah dalam menentukan pelabelan-α pada Pm×Pn dapat 
dituliskan sebagai berikut:  

1. Diketahui nilai m dan n. 
2. Gunakan nilai m dan n untuk menentukan jumlah sisi pada 

graf ( E ), dengan 
nmmnmnnmE −−=−+−= 2)1()1( . 

3. Tentukan pelabelan titik f(x,y) untuk setiap Vyx ∈, ( Pm×Pn ) 
dengan  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+= +

2
)1()(),( yxmyyxEyxf yxµ  

4. Tentukan pelabelan sisi )(xyg , dengan 
a) ( )12))1,)(,(( −−++−=+ yxmmyEyxyxg , untuk label 

sisi tegak 
b) ( )yxmyEyxyxg −+−=+ 2)),1)(,(( , untuk label sisi 

mendatar. 
5. Tentukan himpunan bipartisi dari Pm×Pn  dan dapatkan nilai k. 

 
Contoh 3.1: 
 Berikut akan diberikan contoh pelabelan pada graf grid 
dimensi dua dengan kasus di mana nilai m dan n berbeda. 
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1. Kasus dengan nilai m dan n  keduanya genap. 
Ambil m = 4 dan n = 2, akan ditentukan pelabelan-α pada  P4×P2   

1022,4 =−−=⇒== nmmnEnm  
}1,0;3,2,1,0),({)( 24 ===× yxyxPPV  

     a)  Pelabelan titik f(x,y) 

         
10010

2
000.4)1()0(10)0,0(

2
4)1()(10),(

0 =−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+= +

µ

µ

f

yxyyxyxf yx

 

         
9110

2
020.4)1()2(10)0,2(

000
2

010.4)1()1(10)0,1(

2

1

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

µ

µ

f

f
 

110
2

030.4)1()3(10)0,3( 3 =+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−= µf  

6410
2

111.4)1()2(10)1,1(

3140
2

101.4)1()1(10)1,0(

2

1

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

µ

µ

f

f
 

5510
2

131.4)1()4(10)1,3(

440
2

121.4)1()3(10)1,2(

4

3

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

µ

µ

f

f
 

a) Pelabelan sisi  
Tabel 3.1 digunakan untuk menentukan pelabelan sisi tegak 
pada P4×P2 , dan Tabel 3.2 digunakan untuk menentukan 
pelabelan sisi mendatar pada P4×P2. 
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Tabel 3.3 Pelabelan sisi tegak pada  P4×P2  
 

 

 

 

 

Tabel 3.4 Pelabelan sisi mendatar pada  P4×P2  

 
Himpunan bipartisi dari  P4×P2 adalah Ve = {0,2,4} dengan 

eVyxyxf ∈∀> ),(,4),(  dan Vo = {1,3} dengan ,4),( ≤yxf   

oVyx ∈∀ ),( , sehingga didapat nilai k = 4. 
Jadi pelabelan-α  pada P4×P2 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3.1 Pelabelan-α  pada  P4×P2  

2. Kasus dengan nilai m dan n  keduanya ganjil 
    Ambil m = 3 dan n = 3, akan ditentukan pelabelan-α pada  P3×P3                

1223,3 =−−=⇒== nmmnEnm  
    }2,1,0;2,1,0),({)( 33 ===× yxyxPPV  
 
 
 

g((x,y)(x,y+1)) y = 0 

x = 0 

x = 1 

x = 2 

x = 3 

10 − (4 −1) = 7 

10 − 4  = 6 

10 − 5  = 5 

10 − 4 – 2 = 4 

g((x,y)(x+1,y)) y = 0 y = 1 

x = 0 

x = 1 

x = 2 

10 − 0  = 10 

10 − 1  = 9 

10 − 2  = 8 

10 − (2.4 – 1) = 3 

10 − 2.4 = 2 

10 − (2.4 + 1) = 1 

910 

3 

10 

4 

9

7 5 

2

6 

3

1 

5 

4 

1

8
0 

6 
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     a)  Pelabelan titik  f(x,y) 

 

9312
2

111.3)1()2(12)1,1(

2130
2

101.3)1()1(12)1,0(

11112
2

020.3)1()2(12)0,2(

000
2

010.3)1()1(12)0,1(

12012
2

000.3)1()0(12)0,0(

2
3)1()(12),(

2

1

2

1

0

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+= +

µ

µ

µ

µ

µ

µ

f

f

f

f

f

yxyyxyxf yx

 

 
71612

2
202.3)1()2(12)2,0(

330
2

121.3)1()3(12)1,2(

2

3

=+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

µ

µ

f

f
 

 5160
2

212.3)1()3(12)2,1( 3 =−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−= µf  

          6612
2

222.3)1()4(12)2,2( 4 =−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−= µf  

   b)  Pelabelan sisi  

Tabel 3.5 Pelabelan sisi tegak pada  P3×P3  

 

 

 

 

 

g((x,y)(x,y+1)) y = 0 y = 1 

x = 0 

x = 1 

x = 2 

12 − (3 −1) = 10 

12 − 3  = 9 

12 − 4  = 8 

12 − (3.3 – 2) = 5 

12 − (3.3 – 1) = 4 

12 − 3.3  = 3 
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2 1 

Tabel 3.6 Pelabelan sisi mendatar pada  P3×P3  
 

 
Himpunan bipartisi dari P3×P3 adalah Ve = {0, 2, 4} dengan 

eVyxyxf ∈∀> ),(,5),(  dan Vo = {1,3} dengan ,5),( ≤yxf  

oVyx ∈∀ ),( , sehingga didapat nilai k = 5. 
Jadi pelabelan-α  pada  P3 ×P3  dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3.2 Pelabelan-α  pada  P3×P3   
 

3. Kasus dengan nilai m genap dan n ganjil 
Ambil m = 4 dan n = 3, akan ditentukan pelabelan-α pada  P4×P3   

1723,4 =−−=⇒== nmmnEnm  
}2,1,0;3,2,1,0),({)( 34 ===× yxyxPPV  

     a. Pelabelan titik f(x,y) 

     

000
2

010.4)1()1(17)0,1(

17017
2

000.4)1()0(17)0,0(

2
3)1()(17),(

1

0

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−+= +

µ

µ

µ

f

f

yxyyxyxf yx

 

g((x,y)(x+1,y)) y = 0 y = 1 y = 2 

x = 0 

x = 1 

12 − 0  = 12 

12 − 1  = 11 

12 − 5  = 7 

12 − 6 = 6 

12 − 10  = 2 

12 − 11  = 1 

11 12 

10 8 9 

6 7 

5 3 4 

9 

12 0 11

7 

2 

6 

3
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440
2

121.4)1()3(17)1,2(

13417
2

111.4)1()2(17)1,1(

3140
2

101.4)1()1(17)1,0(

110
2

030.4)1()3(17)0,3(

16117
2

020.4)1()2(17)0,2(

3

2

1

3

2

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

µ

µ

µ

µ

µ

f

f

f

f
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7180
2

212.4)1()3(17)2,1(

101817
2

202.4)1()2(17)2,0(

121417
2

131.4)1()4(17)1,3(

3

2

4

=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−=

=−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎥

⎢⎣
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µ

µ

µ
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      9817
2

222.4)1()4(17)2,2( 4 =−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−= µf  

      880
2

232.4)1()5(17)2,3( 5 =+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

+−−= µf  

    b.  Pelabelan sisi  

Tabel 3.7 Pelabelan sisi tegak pada  P4×P3   

 

 

 

 

 

 

g((x,y)(x,y+1)) y = 0 y = 1 

x = 0 

x = 1 

x = 2 

x = 3 

17 − (4 −1) = 14 

17 − 4  = 13 

17 − 5  = 12 

17 − 6  = 11 

17 − (3.4 −2) = 7 

17 − (3.4 −1) = 6 

17 − 3.4 = 5 

17 − (8 + 5) = 4 
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Tabel 3.8 Pelabelan sisi mendatar pada  P4×P3  

 
Himpunan bipartisi dari  P4×P3 adalah Ve = {0, 2, 4} dengan 

eVyxyxf ∈∀> ),(,8),(  dan Vo = {1, 3} dengan ,8),( ≤yxf  

oVyx ∈∀ ),( , sehingga didapat nilai k = 8. 
Jadi pelabelan-α  pada P4×P3 dapat digambarkan sebagai berikut: 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 Gambar 3.3 Pelabelan-α  pada P4×P3  
 
Untuk m ganjil dan n genap, dalam pelabelannya digunakan metode 
yang sama seperti pada contoh di atas karena pergandaan bersifat 
komutatif, yaitu  Pm×Pn  =  Pn×Pm . 

Dari tiga contoh yang diberikan, dapat dilihat bahwa pelabelan 
sisi pada graf Pm×Pn  menghasilkan pola yang sama, yaitu nilainya 
berurutan dimulai dari 1 sampai E . Sisi yang berlabel 1 adalah sisi 
mendatar ))1)(2(( −=−= nymx  yang terletak di ujung kanan atas 
dari graf. Selanjutnya, setiap bergeser ke kiri label sisi mendatar 
ditambah satu. Setelah semua sisi mendatar pada nilai 1−= ny  
mendapatkan label, maka penambahan bergerak menuju sisi tegak 

))2)(1(( −=−= nymx , di mana sisi ini adjacent dengan sisi 

g((x,y)(x+1,y)) y = 0 y = 1 y = 2 

x = 0 

x = 1 

x = 2 

17 − 0  = 17 

17 − 1  = 16 

17 − 2  = 15 

17 − 7  = 10 

17 − 2.4 = 9 

17 − 9  = 8 

17 −14  = 3 

17 − 15= 2 

17 − 16= 1 

1617
17 0 16

14 1213

10 

3 

9 

4

7 5 6

1 

12 

8 

15

11

4 

13
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mendatar ))1)(2(( −=−= nymx . Pola yang sama seperti pelabelan 
sisi mendatar sebelumnya, pada sisi tegak ini juga berlaku 
penambahan satu nilai pada label setiap satu kali pergeseran ke arah 
kiri. Dengan langkah yang sama, sisi berikutnya yang mendapat label 
adalah sisi mendatar pada nilai  ))2)(2(( −=−= nymx , bergeser ke 
kiri, kemudian bergerak ke sisi tegak ))3)(1(( −=−= nymx , 
demikian seterusnya sampai pada akhirnya sisi (0,0) mendapatkan 
label E . Pola pelabelan sisi pada Pm×Pn dapat diilustrasikan 
sebagai berikut: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gambar 3.4 Pola pelabelan sisi pada Pm×Pn 

 
3.2 Pelabelan-α pada Graf Grid Dimensi Tiga 

Berikut akan ditunjukkan cara menentukan pelabelan-α pada graf 
grid dimensi tiga,  Pm×Pn×P2 , yang diawali dengan menentukan 
pelabelan-α pada   Pm×P2×P2  . 

3.2.1 Pelabelan-α pada  Pm×P2×P2   

Graf Pm×P2×P2 merupakan hasil pergandaan dari graf         
Pm×P2  dengan  P2 , dimana graf  Pm×P2  membentuk graf tangga. 
Dengan metode pelabelan-α pada graf grid dimensi dua didapat 
pelabelan-α pada Pm×P2. Selanjutnya,  Pm×P2 digandakan dengan P2 
atau dengan kata lain menyusun dua graf tangga yang sama dan 
ditambahkan sisi pada setiap pasang titik yang berhubungan 
sedemikian sehingga membentuk Pm×P2×P2. Gambar 3.5 
menunjukkan pembentukan Pm×P2×P2  dari  Pm×P2.  

... 

M

1

E
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…

…

...

 

  

 

 
 

 

Gambar 3.5 Pembentukan Pm×P2×P2  dari  Pm×P2 

Untuk mempermudah pengamatan pelabelan-α pada                
Pm×P2×P2 , diilustrasikan bahwa graf terdiri dari empat bagian, yaitu 
graf  Pm×P2 bagian belakang, sisi penghubung graf bagian atas, sisi 
penghubung graf bagian bawah, dan graf  Pm×P2 bagian depan.Sisi 
penghubung graf dilambangkan dengan titik berlubang. 

Ilustrasi pengamatan disajikan pada Gambar 3.6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3.6 Ilustrasi pengamatan untuk pelabelan-α 
pada Pm×P2×P2  

Ilustrasi pengamatan seperti pada Gambar 3.6 juga dapat diberikan 
untuk pelabelan-α pada Pm×Pn×P2. 

Secara umum, berdasar pelabelan sisi pada graf tangga, dapat 
diberikan fungsi pelabelan sisi untuk Pm×P2×P2 yaitu (Chen, 2006): 

Pelabelan sisi mendatar atau sisi (x,y,z)(x+1,y,z) dari   Pm×P2×P2 , 

.
1,)25)1)(12((

0,))12((
)),,1)(,,((

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−−+−

=−+−
=+

ymzmxE

yzmxE
zyxzyxg  

 
 

(3.6) 

...

...

...

... graf  Pm×P2 bagian belakang  

graf  Pm×P2 bagian depan  

sisi penghubung graf bagian atas  
sisi penghubung graf bagian bawah 
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)37( −− mE )27( −− mE )17( −− mE

E 2−E1−E

)24( −− mE )13( −− mE mE 4−

mE −)1( −− mE

)16( −− mE)26( −− mE)36( −− mE

)1( +− mE

)25( −− mE )15( −− mE mE 5−

)23( −− mE )14( −− mE mE 3−

)12( −− mE mE 2− )12( +− mE

Pelabelan sisi tegak atau sisi (x,y,z)(x,y+1,z) dari  Pm×P2×P2 , 

.))23(()(

))24(()()),1,)(,,((

−+−⋅+

+−+−⋅+=+

mxEzx

mxEzxzyxzyxg

θ

µ
 

Pelabelan sisi penghubung atau sisi (x,y,z)(x,y,z+1) dari  Pm×P2×P2  

.)1)25(())1,,)(,,(( −+−+−=+ mymxEzyxzyxg  

Pelabelan sisi pada Pm×P2×P2  dapat dilihat pada Gambar 3.7 

 

 

 

 

 

   

 

 
 
 

 
 
 
 

Gambar 3.7 Pelabelan sisi pada Pm×P2×P2 
 

Pelabelan titik pada Pm×P2×P2  dapat diberikan dengan cara yang 
sama dengan pelabelan pada  Pm×Pn , yaitu diawali dengan 
memisalkan label titik (0,0) adalah │E│dan label titik (0,1) adalah 0. 
Selanjutnya, untuk titik yang lain, pelabelan dilakukan berdasarkan 
pelabelan sisi pada Pm×P2×P2 dan dengan menerapkan aturan 
pembatas sel (Definisi 2.3.4). Pelabelan titik pada Pm×P2×P2  dapat 
dilihat pada Gambar 3.8. 

 

 

(3.7) 

(3.8) 

... 

... 
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Gambar 3.8 Pelabelan titik pada Pm×P2×P2  

Dari gambar dapat dilihat bahwa terdapat beda yang sama antara titik 
ganjil dengan titik ganjil yang lain, dan titik genap dengan titik genap 
yang lain. Titik ganjil adalah titik dimana nilai zyx ++  ganjil pada 
Gambar 3.8 dilambangkan dengan lingkaran penuh, dan titik genap 
adalah titik dimana nilai zyx ++  genap, pada Gambar 3.8 
dilambangkan dengan lingkaran bergaris putus-putus. Definisikan ∆e 
adalah beda antar titik genap dan ∆o beda antar titik ganjil, maka   

12))12(( −=−−−=∆ mmEEe  dan 13013 −=−−=∆ mmo . 
Untuk m yang bernilai ganjil maka yang berlaku adalah ∆o, dan 
sebaliknya untuk m genap maka yang berlaku adalah dan ∆e .Nilai ∆e 
dan ∆o ini yang menjadi acuan pada Teorema 3.2, yaitu pada 
pendefinisian s.                

Hasil pembahasan pada pelabelan Pm×P2×P2  ini akan diperluas 
dan dipergunakan sebagai dasar untuk pelabelan pada Pm×Pn×P2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

14 −m24 −m  )13( −− mE mE 3−  

E  0 1−E  1 

)12( −− mE  13 −m mE 2− m3  

1−m  mE − m  )1( +− mE

... 

... 

... 

... 
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3.2.2 Pelabelan-α pada Pm×Pn×P2 

Teorema 2.4 

Graf grid dimensi tiga Pm×Pn×P2  mempunyai pelabelan-α. 

Jika 

⎩
⎨
⎧

−
−

=
ganjiluntuk,)1(3
genapuntuk,)12(

mym
mym

s  

⎩
⎨
⎧
−

=′
ganjilyuntukz
genapyuntukz

z
,1
,

 

mynmt 2))(25( −−−=  
maka pelabelan titik (Chen, 2006) 

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝
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⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ′−

+′⋅−−′+⋅+= ′+

2
)1()()()(),,( zxzmzxytyszyxf zxµ  

merupakan pelabelan-α pada Pm×Pn×P2. 

Bukti: 

Pelabelan titik f(x,y,z) pada persamaan (3.9) diperoleh berdasarkan 
pelabelan sisi pada persamaan (3.6), dan (3.8), sehingga terjamin 
bahwa f(x,y,z) menghasilkan pelabelan sisi pada Pm×Pn×P2 . Untuk 
membuktikan Teorema 3.2, maka harus ditunjukkan bahwa            
Pm×Pn×P2  adalah graf bipartit dan tidak memuat label yang sama. 

1.  Akan dibuktikan Pm×Pn×P2  adalah graf bipartit 
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Untuk m genap: 
karena mymnmytys 2)13()25()()( −−−−=+ , maka 
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⎠
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(3.9) 

(3.10) 
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persamaan berlaku jika 1,1,1 =′−=−= zmxny  dan 
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persamaan berlaku jika 1,2,1 =′−=−= zmxny . 

Dari (3.11) dan (3.12) diperoleh 

.),,(1
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)12(),,( zyxfmnmzyxf eo <−−−≤  

Untuk m ganjil: 
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.
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3313)13(
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1)1)(13(),,(
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⎞
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mnm

mmnm
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Dari (3.14) dan (3.15) diperoleh 

.),,(
2
1

2
3)13(),,( zyxfmnmzyxf eo <−−−≤  

Dari (3.13) dan (3.16), didapat nilai k = 1
2

)12( −−−
mnm  untuk 

nilai m genap, dan k = 
2
1

2
3)13( −−−
mnm  untuk nilai m ganjil. 

Karena  0)(),,(dan,)()(),,( ≥≥≤+≤ yszyxfEytyszyxf oe , 
maka label dari titik-titik graf Pm ×Pn  ×P2 berada antara selang 0 
sampai E  dan dipartisi ke dalam dua himpunan, yaitu 
himpunan dengan nilai label besar dan himpunan dengan nilai 
label kecil. Terbukti bahwa Pm×Pn×P2  adalah graf bipartit dan f  
adalah pelabelan-α untuk Pm×Pn×P2 . 

2.  Akan dibuktikan label dari Pm×Pn×P2  berbeda. 

Andaikan ),,(),,( 222111 zyxfzyxf = . 
Dari ),,(),,( zyxfzyxf oe > , maka diketahui 111 zyx ++  dan 

222 zyx ++  keduanya genap atau keduanya ganjil. Misalkan 

111 zyx ++  dan 222 zyx ++  keduanya genap dan m genap, 
sehingga 

.0

))(
2
1()(

2
1))(13(),,(),,( ''

2121222111 21

=

−−+−+−−=− zzmxxyymzyxfzyxf
 

       Karena 1)(1dan)1(
2
1)(

2
1)1(

2
1 '

2
'
121 ≤−≤−−≤−≤−− zzmxxm  

(3.17)

(3.15) 

(3.16) 
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maka ⎟
⎠
⎞
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⎝
⎛ −− 1

2
3))(

2
1()(

2
11

2
3 ''

21 21
mzzmxxm  

Jika 21 yy ≠ , nilai ))(13( 21 yym −−  lebih besar dari (3m–1) atau lebih 
kecil dari –(3m–1). Berdasar persamaan  (3.15) dan (3.16), maka y1 
harus sama dengan y2. 

Dari 21 yy =  dan persamaan (3.14) didapat 

.)12(0

))(12(
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2
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1

21

''
21

''
21

21
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Untuk 10 −≤≤ nx , penyelesaian yang mungkin adalah 21 xx =  
dan '

2
'
1

zz = . Oleh karena itu, jika ),,(),,( 222111 zyxfzyxf =  

maka 222111 ,,,, zyxzyx =  atau semua titik Vzyx ∈),,(   
mempunyai label berbeda. 

Dari (1) dan (2), terbukti bahwa graf grid dimensi tiga Pm×Pn×P2 
mempunyai pelabelan-α. 
 
 Persamaan (3.9) adalah fungsi pelabelan titik pada graf grid 
dimensi tiga Pm×Pn×P2   yang memenuhi aturan  pelabelan-α. Untuk 
nilai m dan n keduanya genap, fungsi tersebut tidak dapat digunakan, 
karena pelabelan-α pada P2m×P2n×P2k  mempunyai fungsi pelabelan 
yang berbeda.  
 

Langkah-langkah dalam menentukan pelabelan-α pada         
Pm×Pn ×P2  dapat dituliskan sebagai berikut:  

1. Diketahui nilai m dan n, di mana nilai m dan n keduanya tidak 
genap 

2. Gunakan nilai m dan n untuk menentukan nilai s(y) dan t(y),  
dengan 

⎩
⎨
⎧

−
−

=
ganjiluntuk,)1(3
genapuntuk,)12(

mym
mym

s   dan  mynmt 2))(25( −−−=  

 

(3.18)
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3. Tentukan pelabelan titik f(x,y,z) untuk nilai y genap dengan 
zz =′ , sehingga 
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4. Tentukan pelabelan titik f(x,y,z) untuk nilai y ganjil dengan 
zz −=′ 1 , sehingga 
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5. Masukkan nilai pelabelan titik pada gambar 
6. Gunakan Definisi 2.3.1 untuk menentukan pelabelan sisinya, 

yaitu dengan mengurangkan label pada dua titik yang 
dihubungkan oleh sisi. 

7. Tentukan himpunan bipartisi dari Pm×Pn×P2  dan dapatkan 
nilai k. 

 
Contoh 3.2: 
 Berikut akan diberikan contoh pelabelan pada graf grid dimensi 
tiga dengan kasus di mana nilai m dan n berbeda. 
1.  Kasus dengan nilai m dan n keduanya ganjil 

Ambil m = 5 dan n = 3, maka akan ditentukan pelabelan-α pada 
P5 ×P3  ×P2 .  
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Pelabelan titik pada P5×P3×P2 ini dipartisi menjadi dua 
himpunan, yaitu V1 = {label bernilai kecil} = {0,1,4,5,6,14,15,18, 
19,20,28,29,32,33,34} dan V2 = {label bernilai besar}= 
{35,36,39,40,41,44,45,48,49,50,53,54,57,58,59} , sehingga dapat 
diketahui nilai k = 34. Pelabelan titik P5×P3 ×P2 dapat dilihat 
pada Gambar 3.9. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Keterangan :            = titik yang nilai labelnya kecil 
                                = titik yang nilai labelnya besar 

Gambar 3.9 Pelabelan titik pada P5×P3×P2 
Pelabelan sisi pada P5×P3×P2 dilakukan dengan mengurangkan 
label dari dua titik yang menghubungkan kedua titik tersebut.  
Jadi, pelabelan-α  pada P5×P3×P2 dapat digambarkan sebagai 
berikut: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 3.10 Pelabelan pada P5×P3×P2 
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2.  Kasus dengan nilai m ganjil dan n genap 
Ambil m = 7 dan n = 2 maka akan ditentukan pelabelan-α pada 
P7×P2×P2 .  
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Pelabelan titik pada P7×P2×P2 ini dipartisi menjadi dua 
himpunan, yaitu V1 = {label bernilai kecil} = {0,1,2,6,7,8,9,20, 
21,22,26,27,28,29} dan V2 = {label bernilai besar}= {30,31,32, 
36,37,38,39,43,44,45,49,50,51,52} ,sehingga dapat diketahui 
nilai k = 29. Pelabelan titik P7×P2×P2  dapat dilihat pada 
Gambar 3.11. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Gambar 3.11 Pelabelan titik pada P7×P2×P2 
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Pelabelan sisi pada P7×P2×P2 dilakukan dengan mengurangkan 
label dari dua titik yang menghubungkan kedua titik tersebut.  
Jadi, pelabelan-α pada P7×P2×P2 dapat digambarkan sebagai 
berikut: 

Gambar 3.12 Pelabelan pada P7×P2×P2 

3.  Kasus dengan nilai m genap dan n ganjil 
Ambil m = 4 dan n = 3, maka akan ditentukan pelabelan-α pada 
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Pelabelan titik pada P4×P3×P2 ini dipartisi menjadi dua 
himpunan, yaitu V1 = {label bernilai kecil} = {0,1,3,4,7,8,10, 
11,14,15,17,18} dan V2 = {label bernilai besar}= {19,20,23,24, 
30,31,34,35,41,42,45,46} ,sehingga dapat diketahui nilai k = 18. 
Pelabelan titik P4×P3×P2 dapat dilihat pada Gambar 3.13. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gambar 3.13 Pelabelan titik pada P4×P3×P2 
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Pelabelan sisi pada P4×P3×P2 dilakukan dengan mengurangkan 
label dari dua titik yang menghubungkan kedua titik tersebut.  
Jadi, pelabelan-α  pada P4×P3×P2 dapat digambarkan sebagai 
berikut: 

Gambar 3.14 Pelabelan pada P4×P3×P2 
 
Dari tiga contoh yang diberikan, dapat dilihat bahwa setiap 

pelabelan sisi masing-masing kasus mempunyai pola yang berbeda. 
Untuk pola pelabelan sisi masing-masing kasus, dapat dilihat pada 
Lampiran 1, Lampiran 2, dan Lampiran 3. 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

     Kesimpulan yang dapat diambil dalam Skripsi ini adalah: 
1. Graf grid dimensi dua (Pm×Pn) diperoleh dengan menggandakan 

graf path Pm dengan graf path Pn. Pelabelan-α pada graf Pm×Pn 
diberikan oleh fungsi berikut: 

              .
2

)1()(),( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥
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⎢ −

+−−+= + yxmyyxEyxf yxµ  

     Graf Pm×Pn  adalah graf bipartit dengan himpunan bipartisi: 
}ganjildanjumlah),({ yxyxVo =  dan 
}genapdanjumlah),({ yxyxVe =  

 dengan nilai k = ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ ++

−
2

2nmmn . 

2. Graf grid dimensi tiga (Pm×Pn×P2) diperoleh dengan 
menggandakan graf grid dimensi dua (Pm×Pn) dengan graf Path 
P2. Pelabelan-α pada graf Pm×Pn×P2 diberikan oleh fungsi 
berikut: 

   .
2

)1()()()(),,( ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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⎥
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Graf Pm×Pn×P2  adalah graf bipartit dengan himpunan bipartisi 
V1 yang elemennya adalah titik dengan label kecil dan himpunan 
V2 yang elemennya adalah titik dengan label besar, dengan   

1
2

)12( −−−=
mnmk  untuk m genap, dan 

2
1

2
3)13( −−−=
mnmk  

untuk m ganjil. 

4.2 Saran 

     Skripsi ini hanya membahas penentuan pelabelan-α pada graf grid 
dimensi tiga sampai dengan graf Pm×Pn×P2. Bagi yang berminat 
dalam bidang ini, diharapkan untuk mengkaji pelabelan-α pada graf 
grid dimensi tiga yang lain, seperti graf Pm×Pn×P4, P2m×P2n×P2l+1, 
dan P2m×P2n+1×P2l+1. Selain itu, juga diharapkan untuk 
mengembangkan pengkajian pelabelan-α pada graf grid dimensi 
empat, Pm×Pn×Pl×Pj . 
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Lampiran 1.  Pola pelabelan sisi pada P5 ×P3  ×P2. 
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Lampiran 2.  Pola pelabelan sisi pada P7 ×P2  ×P2. 
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Lampiran 3.  Pola pelabelan sisi pada P4 ×P3  ×P2. 
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Keterangan: 

Angka warna hitam :  label pada sisi penghubung 

Angka warna biru :  label pada sisi mendatar 

Angka warna merah :  label pada sisi tegak 

: langkah memberi label pada sisi 
penghubung 

 
: langkah memberi label pada sisi mendatar 

 
 :  langkah memberi label pada sisi tegak 
 
 

 


