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KAJIAN TEORITIS DARI SEMIDIRECT PRODUCT  

 

ABSTRAK 
 

 

Pada skripsi ini akan dibahas tentang pembuktian beberapa 

teorema yang berhubungan dengan direct dan semidirect product 

pada grup. Suatu direct product adalah hasil kali kartesius dari 

himpunan yang membentuk grup baru atas operasi biner tertentu. 

Direct product dibagi dua yaitu internal direct product dan eksternal 

direct product yang keduanya isomorfik. Semidirect product 

merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup yang 

isomorfik dengan grup penggandaan, dimana salah satu subgrupnya 

normal dan irisan dari subgrupnya merupakan elemen identitas. 

Dalam hal bila semua  subgrupnya normal, semidirect product bisa 

menjadi sebuah direct product. 

 

 

Kata kunci: subgrup normal, direct product, semidirect product. 
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THEORITICAL STUDY OF SEMIDIRECT PRODUCT 

 

ABSTRACT 

 

 

In this paper we will discuss about the proof of several theorems 

associated with direct product and semidirect product in group. A 

direct product is a new group constructed from cartesian product of 

sets under a binary operation. Direct product is  divided into two 

types that are internal direct product and external direct product,  

whose both of them are isomorphic. Semidirect product is a group 

generated from several subgroups that are isomorphic with 

multiplication group, which one of subgroups is normal and 

intersection of this subgroups is identity elemen. In this case, if all 

subgroups are normal, then the semidirect product becomes a direct 

product group. 

 

Keywords: normal subgrup, direct product, semidirect product. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

 

 Perkembangan ilmu aljabar semakin lama semakin kompleks 

dan menarik untuk dibahas secara mendalam, terutama aljabar 

abstrak yang merupakan salah satu bidang ilmu aljabar yang meliputi 

berbagai struktur aljabar dengan masing-masing sifatnya yang 

berbeda. Pada dasarnya struktur aljabar dibangun oleh tiga 

komponen yaitu himpunan tak kosong, operasi biner dan aksioma-

aksioma. Antara struktur aljabar yang satu dengan yang lain saling 

berhubungan dan suatu struktur aljabar lahir dari perkembangan 

struktur aljabar yang lain. Contohnya dari grup bisa dibentuk grup 

baru yakni direct product dan semidirect product.  

Dalam penulisan tugas akhir ini akan dibahas mengenai 

direct product dan semidirect product, yang cukup menarik karena 

belum ada yang membahas tentang ini serta merupakan 

perkembangan grup yang baru. Suatu direct product adalah hasil kali 

kartesius dari himpunan yang membentuk grup baru atas operasi 

biner tertentu. Direct product dibagi dua yaitu internal direct product 

dan eksternal direct product yang keduanya isomorfik. Definisi 

Semidirect product bisa lebih dari satu, namun pada dasarnya semua 

sama, semidirect product  merupakan grup yang dibangun dari 

subgrup-subgrup yang isomorfik dengan grup penggandaan, dan 

irisan dari subgrupnya merupakan elemen identitas. Dalam hal ini, 

jika semua subgrupnya normal, maka semidirect product dapat 

menjadi sebuah direct product. Dalam pengertian lain semidirect 

product dari grup juga melibatkan homomorfisma.  

1.2 Rumusan Masalah 

 
1. Bagaimana bukti  dari sifat-sifat tentang direct product pada 

grup. 

2. Bagaimana bukti dari sifat-sifat tentang semidirect product 

pada grup. 
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1.3 Batasan Masalah 

 

Pada tugas akhir ini akan dibahas definisi dan sifat-sifat 

tentang direct product dan semidirect product pada grup, dan tidak 

dibandingkan dengan sistem aljabar abstrak yang lainnya. 

 

 

1.4 Tujuan 

 

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah: 

1. Membuktikan sifat-sifat yang berhubungan dengan direct 

product pada grup. 

2. Membuktikan sifat-sifat yang berhubungan dengan 

semidirect product pada grup. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 

Pada bab ini akan dibahas mengenai hal-hal yang 

mendukung pembahasan, meliputi definisi, teorema dan contoh. 

 

2.1 Operasi Biner  

 

Operasi biner merupakan salah satu unsur yang penting 

dari pembahasan dalam aljabar, banyaknya operasi dalam 

aksioma yang berlaku menjadi pembeda antara struktur aljabar 

satu dengan yang lain, berikut adalah definisi operasi biner. 

 

Definisi  2.1.1 (Operasi Biner dan Sifatnya) Misalkan S adalah 

suatu himpunan tak kosong. Suatu operasi biner  pada 

himpunan S adalah pemetaan yang mengawankan setiap pasangan 

terurut SSba ),(  ke Sba . Ditulis dalam bentuk notasi:   

SSS:  

                      bababa ),(),(  . 

Diberikan operasi biner  dan  pada suatu himpunan S. Maka 

 dikatakan: 

a. Komutatif jika xyyx  , Syx, . 

b. Assosiatif jika zyxzyx )()(  , Szyx ,, . 

c. distributif kiri atas  jika 

)()()( zxyxzyx , Szyx ,, . 

d. distributif kanan atas  jika )()()( xzxyxzy , 

Szyx ,, . 

Jika  distributif kiri sekaligus distributif kanan atas , maka  

disebut distributif atas . 

(Bhattacharya, 1994) 

 

Contoh 2.1.2 Bila A={a1 , a2 , … , an } merupakan himpunan 

berhingga, operasi biner pada A dapat disajikan dalam Tabel 2.1.  

ai * aj terletak pada baris ke-i kolom ke-j. 
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* a1     a2     . . .  aj   . . .  an 

a1 

a2 

. 

ai 

. 

an 

 

 

                

                    ai * aj 

Tabel 2.1 

2.2 Grup  

 

 Dalam aljabar abstrak dikenal istilah grup yang memiliki 

peranan mendasar dalam perkembangan ilmu matematika. Grup 

merupakan salah satu sistem aljabar yang sederhana dan  

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan satu buah operasi biner sehingga memenuhi beberapa 

aksioma diantaranya tertutup, assosiatif,  memiliki elemen 

identitas dan elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak 

terpenuhi, maka himpunan tersebut bukan merupakan grup. 

Selanjutnya definisi grup sebagai berikut. 

 

Definisi 2.2.1 (Grup) Suatu himpunan tak kosong G dengan 

operasi biner  dinotasikan dengan ),(G  disebut grup jika 

memenuhi aksioma berikut : 

1. Tertutup, yaitu Gba,  berlaku Gba . 

2. Berlaku hukum assosiatif, yaitu Gcba ,,  berlaku 

)()( cbacba . 

3. Memiliki elemen satuan (identitas), yaitu GeGa ,  

sedemikian sehingga berlaku aeaae , selanjutnya e 

disebut elemen satuan. 

4. Memiliki elemen invers, yaitu GbGa ,  sedemikian 

sehingga berlaku eabba . Selanjutnya b disebut 

invers dari a dan dinotasikan 
1ab .  

Grup ),(G  disebut suatu grup abelian atau grup komutatif jika 

berlaku hukum komutatif, yaitu Gba,  berlaku .abba  

 (Durbin, 1992) 
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Teorema 2.2.2 Misalkan himpunan G  dengan operasi biner 

membentuk suatu grup. 

1. Elemen identitas dari G  adalah tunggal. Jadi, jika e dan f  

adalah elemen identitas dari G , maka .fe  

2. Setiap elemen dalam grup memiliki invers tunggal. Jadi, jika 

x , y  adalah invers dari a dan e  elemen identitas dari G ,  

maka yx . 

(Durbin, 1992) 

 

Bukti:  1.  Misalkan e  elemen identitas dari G . Maka aae  

untuk setiap Ga  dan ffe .                      (1) 

Dengan cara yang sama, jika f  elemen identitas dari G  maka 

aaf  untuk setiap Ga  dan efe .                      (2)  

Dari persamaan (1) dan (2)  diperoleh efef . 

 

2.   exx   ( e  adalah elemen identitas) 

)( yax  ( eya ) 

yax )(  (assosiatif) 

ye  

y .  

 

Definisi 2.2.3 (Order Grup) Jika G sebuah grup berhingga, maka 

order dari G adalah banyaknya elemen dari G, ditulis G .                           

(Kandasamy, 2002) 

 

2.3 Subgrup 

 

Definisi 2.3.1 (Subgrup) Misalkan ),(G  grup dan H  himpunan 

bagian tak kosong dari grup G. H disebut subgrup dari G jika dan 

hanya jika H merupakan grup terhadap operasi yang sama dengan 

G. H subgrup dari G dapat ditulis dengan notasi GH . 

(Whitelaw, 1995) 
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Contoh 2.3.2 Jika },,1,1{ iiG , dimana i = 1 , maka 

),(G  merupakan suatu grup, dan  }1,1{ adalah subgrup dari 

G . Akan tetapi },1{ i bukan merupakan subgrup dari G  karena 

sifat tertutup terhadap G  tidak dipenuhi, yaitu },1{1 iii .                                       

 

 

Teorema 2.3.3 Misalkan  G  grup terhadap operasi , dan 

GH . H adalah subgrup dari G  jika dan hanya jika 

(i) H  himpunan tak kosong , 

(ii) jika Hba, maka Hba dan 

(iii) jika Ha maka Ha 1
. 

(Durbin, 1992) 

 

Bukti :  Jika diketahui H subgrup dari G  maka harus 

diperlihatkan. 

(i) H , karena H grup maka terdapat He sedemikian 

hingga H . 

(ii) Karena ,*H  grup sedemikian hingga  

HbaHba *, .  

(iii) HbHa  sedemikian hingga eabba **  

berdasarkan aksioma ke-3 dari grup, mengakibatkan 

Hab . 

Jadi terbukti (i), (ii) dan (iii) terpenuhi. 

 

 Diketahui H  subset tak kosong dari G , ,*G  grup, H  

tertutup terhadap operasi *. Dan berlaku kondisi (i), (ii) dan (iii). 

Akan dibuktikan H subgrup G . Untuk membuktikan bahwa H  

merupakan grup tinggal dibuktikan bahwa pada H  berlaku sifat 

assosiatif, memiliki elemen identitas dan setiap elemen di H  

memiliki invers. 

(1) ambil Hcba ,, , karena GH  maka 

cbacba *)*()*(*  berlaku untuk setiap elemen di 

H sehingga sifat assosiatif terpenuhi 
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(2) GaHaGeHe dan  mengakibatkan 

Haaeea **  sehingga terbukti adanya elemen 

identitas dalam H 

(3) dari kondisi (iii) yaitu HbHa  maka  

GbHbGaHa dan  mengakibatkan 

Heabba **  sehingga terbukti setiap elemen di H  

mempunyai invers. 

Karena GH maka terbukti bahwa H subgrup dari G .          

 

2.4 Subgrup Normal, Koset dan Grup Faktor  

 

Definisi 2.4.1 (Subgrup Normal) Misalkan ),(G  adalah grup, N  

merupakan subgrup dari G. N disebut subgrup normal dari G 

(ditulis NG),  jika xNx
-1 N , untuk setiap

 Gx . 

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Teorema 2.4.2 Misalkan G grup, jika A subgrup dari G dan B 

subgrup normal dari G, maka AB subgrup dari G, dimana 

., BbAaabAB  

 (Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Bukti: Untuk membuktikan subgrup harus memenuhi: 

(i) AB  

Karena A, B merupakan grup, maka .. ABee Sehingga 

terbukti bahwa AB . 

 

(ii)  Jika x, y AB maka xy .AB  

Ambil sebarang x AB BbAabax 1111 ,,  

Ambil sebarang y AB BbAabay 2222 ,,  

 Sehingga  x y = (a1b1)(a2b2) 

                           = a1b1 a2b2 

                       = a1eb1a2b2  

                      = a1a2 (a2
-1

b1a2)b2  
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 Karena A subgrup, maka a1a2 A  dan karena B subgrup 

normal maka a2
-1

b1a2 B , sehingga (a2
-1

b1a2)b2 B . Jadi 

xy .AB  

(iii) Jika x AB maka .1 ABx Misalkan x=(ab)
-1

 

 Sehingga diperoleh   x = b
-1

 a
-1 

                                     = ( ab
-1

 a
-1

) a
-1

 (karena BG) 

                                      = (a
-1

b
-1

a) a
-1

 

 karena a
-1 A  dan (a

-1
b

-1
a) ,B maka (ab)

-1 .AB  

 

Dari (i-iii) terbukti AB G .                                                           

 

Teorema 2.4.3 Misakan G adalah grup, N subgrup dari G, maka 

pernyataan berikut ekuivalen: 

(i) NG. 

(ii) xNx
-1

=N , .Gx  

(iii) xN=Nx, .Gx  

(iv) (xN)(yN)=(xy)N, ., Gyx  

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Bukti :  (i) (ii)  Andaikan NG , ambil sebarang Gx , maka 

dari definisi subgrup normal xNx
-1

N, selanjutnya ambil x
-1 ,G  

maka x
-1

Nx N. Karena N=x(x
-1

Nx )x
-1

xN x
-1

, jadi xNx
-1

N. 

Sehingga terbukti xNx
-1

=N. 

  

(ii) (iii) Nx=( xNx
-1

)x= xNx
-1

x= xNe=xN. Sehingga terbukti 

bahwa xN=Nx. 

 

(iii) (iv)Karena xN=Nx, maka 

(xN)(yN)=x(Ny)N=x(yN)N=xy(NN). Karena N tertutup terhadap 

perkalian, maka NN N, dengan kata  lain N=eN NN  sehingga 

NN=N, jadi (xN)(yN)=(xy)N . 

 

(iv) (i) Karena (xN)(yN)=(xy)N, maka  xNx
-1

= xNx
-1

e  xNx
-1

N. 

Sedangkan xNx
-1

N =(xN)x
-1

N= xx
-1

N=eN=N sehingga NG. 

 

Terbukti pernyataan (i), (ii), (iii) dan (iv) ekuivalen.              
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Teorema 2.4.4 Sebarang subgrup H dari suatu grup komutatif 

adalah normal .                                               

 (Whitelaw, 1995) 

 

Bukti: Misalkan h adalah sebarang elemen dari H dan misalkan  g 

adalah sebarang elemen dari G. Karena merupakan grup 

komutatif maka  g
-1

hg=hg
-1

g=h, termasuk H. Sehingga terlihat 

bahwa H adalah subgrup normal.                                           

 

Definisi  2.4.5 (Koset) Jika H adalah subgrup dari G dan untuk 

sebarang a G , maka himpunan  

aH = {ah h H} disebut koset kiri dari H dalam G, himpunan 

semua koset kiri dari H dalam G, biasa ditulis .HG  

Ha = {ha h H} disebut koset kanan dari H dalam G.  

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Definisi 2.4.6 (Grup Faktor) Misalkan G grup dan N subgrup 

normal dari G, maka NG disebut grup faktor G oleh N.                                                 

 (Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Definisi 2.4.7 (Konjugasi dan G-set) Misalkan G adalah sebuah 

grup dan X adalah sebuah himpunan. G disebut act on X  jika 

terdapat pemetaan XXG: , dimana xaxa ),( , 

sedemikian sehingga untuk setiap XxGba ,,  berlaku: 

(i) xabxba )()(  

(ii) .xxe  

Pemetaan  disebut action dari G on X, dan X disebut sebagai 

sebuah G-set . Sedangkan  action dari grup G on G dengan 

pemetaan GGG:  dimana 
1),( axaxaxa .  

Pemetaan ini bisa disebut sebagai konjugasi. 

 

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 
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2.5 Homomorfisma Grup  

 

Dalam membandingkan dua grup, diperlukan pemetaan 

yang mengawankan setiap elemen dari grup yang satu ke elemen  

grup yang lain atas operasi tertentu. Dalam hal ini terdapat  

istilah-istilah berikut. 

 

Definisi 2.5.1 (Homomorfisma, Isomorfisma Grup) Misalkan 

G dan H adalah grup, sebuah pemetaan HG:  disebut 

homomorfisma jika untuk semua  x, y  G berlaku: 

)()()( yxxy  

Selanjutnya jika  bijektif (satu-satu dan onto), maka  disebut 

sebagai isomorfisma dari G onto H dan ditulis G H atau 

dikatakan G isomorfik dengan H.      

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Contoh 2.5.2 Misalkan G adalah grup dari bilangan real atas 

penjumlahan, misalkan G’ adalah grup bilangan real positif atas 

perkalian. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan ': GG , yang 

didefinisikan sebagai 
aa 2)( , adalah sebuah isomorfisma? 

 

Bukti: Pemetaan  adalah homomorfisma, karena 
bababa 222)( )()( ba  

Selanjutnya, akan ditunjukkan satu-satu atau injektif. 

Jika ,)()( baba karena
baba 22)()( , jadi 

a=b. Terbukti bahwa injektif .  

Akan ditunjukkan bahwa  adalah surjektif atau onto. Ambil 

sebarang 'Gy  akan dibuktikan yxGx )( .  
byGy 2' ,  .2)( yx b

 Jadi terbukti surjektif.  

Karena terbukti bijektif, maka 
 
merupakan isomorfisma.       

 

Definisi 2.5.3   Jika sebuah homomorfisma memenuhi pemetaan 

injektif, maka disebut homomorfisma injektif. 

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 
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Definisi 2.5.4   Jika sebuah homomorfisma memenuhi pemetaan 

surjektif, maka disebut homomorfisma surjektif. 

(Bhattacharya,  dkk, 1990) 

 

Definisi 2.5.5  (Automorfisma Grup) Automorfisma dari G yang 

dinotasikan Aut (G)  adalah sebuah isomorfisma dari G onto G.                                                                               

(Scott, 1964) 

 

Teorema 2.5.6 Jika G suatu grup, maka terhadap fungsi 

komposisi, Aut (G) membentuk grup. 

(Arifin, 2000) 

 

Contoh 2.5.7 Misalkan G adalah sebuah grup, dan didefinisikan 

pemetaan  GGI a :
 

dimana GxaaxaxI a ,,)( 1
 

Buktikan aI
 
adalah sebuah automorfisma dari G. 

 

Bukti:   (i). Akan dibuktikan homomorfisma, dalam hal ini   

),()()( yIxIxyI aaa untuk setiap a, x, y ,G sehingga 

).()())(()( 111 yIxIayaaxaaxyaxyI baa  

Terbukti bahwa aI adalah homomorfisma. 

 

(ii). Akan dibuktikan aI adalah injektif, dalam hal ini jika 

,)()( yxyIxI aa  karena 
1)( axaxIa
dan 

1)( ayayIa
, dengan menggunakan hukum kanselasi,   dimana 

jika yxayaaxa 11
. Sehingga terbukti aI adalah 

injektif  

 

(iii). Akan dibuktikan aI adalah surjektif, dalam hal ini karena 

untuk setiap x di G , berlaku )()( 111 xaaIaxaaax a yang 

menunjukkan bahwa aI  surjektif. 

Dari (i)-(iii) Terbukti bahwa aI  merupakan automorfisma dari G 

yang ditentukan oleh a .                                                                 
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Teorema 2.5.8 Misalkan G dan H adalah Grup, sebuah pemetaan 

homomorfisma HG:  maka berlaku: 

(i) ')( ee  

(ii) .,))(()( 11 Gxxx  

(iii) .,')()()()( 11 Gxeexxxx  

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Definisi 2.5.9 Misalkan G dan H adalah Grup, dan   

homomorfisma dari G into H. Kernel dari  didefinisikan sebagai 

himpunan berikut:   

.')(Ker exGx  

dimana e’ adalah elemen identitas dari H. Sedangkan Ruang peta 

(range) atau image dari , ditulis Im  

.)(Im xyHy  

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Teorema 2.5.10  Sebuah homomorfisma HG:  adalah  

injektif jika dan hanya jika .Ker e  

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Teorema 2.5.11 (Teorema Isomorfisma Pertama) Jika  
': GG  adalah homomorfisma dengan Ker , maka  

(i). Ker G  

(ii). ImKerG
 

 (Bhattacharya, dkk,  1990) 

 

Bukti:  (i). Dari Teorema 2.5.8  berlaku ,')( ee maka 

e Ker   ambil sebarang  x,y Ker  dan g G, maka 

'.)(dan')( eyex  Sehingga  

'

''

)()()(

e

ee

yxxy
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'

'

)()(

1

11

e

e

xx

 

Selanjutnya untuk membuktikan subgrup normal, maka harus 

ditunjukkan ')( 1 exyx . 

'

)()(

)()')((

)(')(

)()()()(

1

1

1

11

e

xx

xex

xex

xyxxyx

 

Jadi terbukti bahwa Ker .G  

 (ii). Misalkan H subset dari G’ adalah Im , dan 

didefinisikan sebuah pemetaan: 

Im: KerG  dengan )()( xxK , dimana 

KerK . Selanjutnya akan ditunjukkan  adalah 

homomorfisma yaitu  

)()(

)()(

)(

)()),((

yKxK

yx

xy

xyKyKxK

 

Selanjutnya akan dibuktikan  injektif, dalam hal ini akan 

ditunjukkan  jika ,)()( yKxKyKxK  untuk setiap x, 

y K . Selanjutnya ),()()()( yxyKxK  karena 

')()( exxK dan ')()( eyyK  yang  menunjukkan 

bahwa ).()( yx  Dari pernyataan tersebut terbukti bahwa  

injektif. Selanjutnya, karena H adalah Im , terdapat suatu  

x G sedemikian sehingga hx)( . Karena 

,)()( hxxK  maka terbukti  adalah surjektif.   
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Jadi terbukti bahwa  adalah sebuah isomorfisma selanjutnya  

terbukti bahwa ImKerG .                                            

 

 

2.6 Centralizer dan Normalizer  

 

 Dalam aljabar abstrak dikenal pula istilah centralizer dan 

normalizer  yang berkaitan dengan subgrup normal. Berikut 

definisi centralizer dan normalizer. 

 

Definisi 2.6.1 (Centralizer dan Normalizer) Jika S adalah 

himpunan bagian dari G, maka centralizer dari S pada G 

dinotasikan ),(SCG  
didefinisikan  

)(SCG ={x G jika s S  maka xs=sx} 

 

Sedangkan normalizer dari S pada G dinotasikan 

),(SNG didefinisikan  

)(SNG ={x G x S = S x} 

 

Jika x adalah satu-satunya elemen dari S , dimana x G, maka 

)(})({ xCxCG dan )(})({ xNxNG , sehingga bisa 

dinyatakan secara langsung N(x)=C(x) . 

 (Scott, 1964) 

 

 

 

Contoh 2.6.2 Misalkan G adalah grup dan H adalah himpunan 

bagian dari G yang didefinisikan sebagai berikut : 

 

G=A3=
123

321
,

132

321
,

321

321
 

H=
123

321
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Dimana  A3 merupkan grup permutasi dengan elemen bilangan 

bulat positif kurang dari 4. Carilah Normalizer dari H pada G? 

 

Jawab: 

i. Ambil 3
321

321
A  

  

 
321

321

123

321
=

123

321
 

 
123

321

321

321
=

123

321
 

 Karena 
321

321

123

321
=

123

321

321

321
 

 Maka )(
123

321
HNG  

 

ii. Ambil 3
132

321
A  

132

321

123

321
=

231

321
 

123

321

132

321
=

312

321
 

Karena 
132

321

123

321

123

321

132

321
 

maka )(
132

321
HNG  

 

iii. Ambil 3
123

321
A , jelas )(

123

321
HNG  
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Jadi 
123

321
,

321

321
)(HNG . 

 

 

Teorema 2.6.3 Centralizer dan Normalizer dari sebuah grup G 

adalah sebuah subgrup dari G. 

(Bhattacharya, dkk, 1990) 

 

Teorema 2.6.4  Jika G adalah grup, dan H adalah subgrup dari G, 

maka H N(H) dimana N(H) adalah subgrup terbesar dari G, 

sehingga H adalah normal. 

(Scott, 1964) 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 
 

Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi dan teorema-
teorema dari direct product dan semidirect product beserta buktinya.  
 

3.1 Direct Product 
 
 Sebelum membahas tentang semidirect product, berikut 

akan dibahas  tentang direct product yang berkaitan dengan 
semidirect product. 

 
Definisi 3.1.1 (Direct Product)  
1. Direct product nGGG ×× ......21  dari grup 

),(),....,,(),,( 2211 nnGGG ∗∗∗  adalah himpunan n-tuples (

nggg ,.....,, 21 ) dimana ii Gg ∈  dan n +∈ Z  dengan operasi 
yang didefinisikan oleh:  

( nggg ,..,, 21 )∗ ( nhhh ,..,, 21 ) = ( nnn hghghg ∗∗∗ ,.....,, 222111 ) 

2. Dengan cara yang sama, direct product ......21 GG × dari grup 
),....,(),,( 2211 ∗∗ GG adalah himpunan barisan ( ,....., 21 gg ) di 

mana ii Gg ∈  dengan operasi yang  didefinisikan oleh: 

( ,....., 21 gg )∗ ( ,....., 21 hh )= ,.....),( 222111 hghg ∗∗  
        

Pada dasarnya kedua definisi di atas adalah sama, namun 
terdapat perbedaan pada banyaknya grup. Definisi pertama 
menyatakan direct product dari banyaknya grup yang berhingga, 
sedangkan definisi kedua adalah definisi direct product untuk 
banyaknya grup yang tak berhingga. Meskipun operasi dari masing-
masing faktor dari direct product (dalam hal ini grup) berbeda, tetapi  
secara umum bila grup dinyatakan dalam operasi penggandaan,  
maka dinyatakan: 

 ( nggg ,.....,, 21 ) ( nhhh ,.....,, 21 )= ),.....,,( 2211 nnhghghg  
 

(Dummit,1991) 
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Teorema 3.1.2 Jika (G1, o ) dan (G2, • ) keduanya adalah grup, maka 
direct product ),( 21 ∗×GG adalah grup terhadap operasi biner yang 
didefinisikan sebagai: 

212121 )()(: GGGGGG ×→×××∗  
),(),(),()),(),,(( 212122112211 bbaababababa •=∗ oa  

untuk setiap .,,, 221121 GbbGaa ∈∈  
(Durbin, 1992)   

 
Bukti: Akan dibuktikan bahwa ),( 21 ∗×GG  adalah grup. Ambil 
sebarang x, y, z ∈ 21 GG ×  misalkan: 

x = ),( 11 ba , untuk suatu 2111 , GbGa ∈∈  
y = ),( 22 ba , untuk suatu 2212 , GbGa ∈∈  
z = ),( 33 ba , untuk suatu 2313 , GbGa ∈∈  

Akan ditunjukkan bahwa ),( 21 ∗×GG  memenuhi aksioma dibawah 
ini: 
1. Tertutup. 

),( 2121 GGyxGGyx ×∈∗∋×∈∀  
),(),(),()( 21212211 bbaababayx •=∗=∗ o , karena 1G  dan 

2G  bersifat tertutup maka 121 Gaa ∈o dan 221 Gbb ∈• , jadi 
.21 GGyx ×∈∗  

 
2. Assosiatif. 

))()(,,( 21 zyxzyxGGzyx ∗∗=∗∗∋×∈∀  
),()),(),(()( 332211 bababazyx ∗∗=∗∗  

        = ),(),( 332121 babbaa ∗•o  
        = ))(,)(( 321321 bbbaaa ••oo   

Karena 1G  dan 2G  grup maka: 
zyx ∗∗ )(  = ))(),(( 321321 bbbaaa ••oo  

        = ),(),( 323211 bbaaba •∗ o  
        = )( zyx ∗∗  
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3. Memiliki elemen identitas  
)( 2121 xxeexGGeGGx =∗=∗∋×∈∃×∈∀  

Karena (G1, o ) dan (G2, • ) grup , sehingga 1G  dan 2G  masing 
masing mempunyai elemen identitas berturut-turut e1,e2 . Jadi 
(e1,e2) 21 GG ×∈ . 

=∗ ex ),(),( 2111 eeba ∗  

        = )(),( 2111 ebea •o  

        
x

ba
=
= ),( 11  

xe∗ = ),(),( 1121 baee ∗  
        = )(),( 1211 beae •o  

        
x

ba
=
= ),( 11  

Jadi ),( 21 ∗×GG memiliki elemen identitas yaitu ),( 21 eee =  
4. Setiap elemen dari ),( 21 ∗×GG memiliki invers 

)!( 11
21

1
21 exxxxGGxGGx =∗=∗∋×∈∃×∈∀ −−−  

Ambil sebarang x 21 GG ×∈  maka ),( 11 bax = untuk suatu 

2111 , GbGa ∈∈ . Karena 1G  dan 2G adalah grup, sehingga 
setiap elemen pada 1G  dan 2G memiliki invers. Dalam hal ini 
invers dari 11 Ga ∈ adalah 1

1
1 Ga ∈− , invers dari 21 Gb ∈ adalah 

2
1

1 Gb ∈−  
Dengan demikian 21

1
1

1
1 ),( GGba ×∈−− . 

              
1−∗ xx = ),)(,( 1

1
1

111
−− baba  

   = ),( 1
11

1
11

−− • bbaa o  
   =(e1,e2) 
  =∗− xx 1 ),)(,( 11

1
1

1
1 baba −−  

   = ),( 1
1

11
1

1 bbaa •−− o   
   = (e1,e2) 

Sehingga terbukti bahwa ),( 21 ∗×GG adalah grup.                         
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Proposisi  3.1.3  Jika nGG ,....1  adalah grup,  maka direct product 

nGGG ×× ......21 merupakan grup berorder nGGG ....21 . 
(Dummit, 1991) 

 
Bukti: Misalkan Gi grup berorder ik  , akan dibuktikan order dari 

nnn kkkGGGGGG ⋅⋅⋅⋅⋅⋅==×× 212121 ............... , atau 

dengan kata lain banyaknya elemen dari nGGG ×× ......21 adalah 

nkkk ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 21  . 

Karena 11 kG = , maka banyaknya elemen 1G  adalah 1k   dan 

22 kG = , maka banyaknya elemen 2G  adalah 2k  demikian untuk 

ii kG = , maka banyaknya elemen iG   adalah ik   

Misalkan:        { }
1

,....., 211 kgggG =  

    { }
2

,....., 212 kgggG =  

       M  
      { }

iki gggG ,....., 21=  

Maka hasil kali langsung (direct product) dari nGGG ×× ......21 =

( ){ }nnjinji GgGgGgggg ∈⋅⋅⋅⋅∈∈⋅⋅⋅⋅ ,,,, 21  
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )},....,,

....,.........,.....,,,......,,......,,.....,

,,.....,....................,.....,,,.........,....,

,,....,,,,....,,.,,.........,....,,,,....,,{

21

21211

12

2

2112

1112122

11211121111

nkkk

kkkkk

kk

k

ggg

ggggggggg

ggggggggg

gggggggggggg

dimana i=1,2,...k1,  j=1,2,....k2, ..... dan n = 1,2,....kn 
Berdasarkan definisi direct product, maka banyaknya elemen adalah 

( ) n

k

n
kkk

k

j

k

i
n kkkgggGGG

n

n
.............,...... 21

111
21 21

21

⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=×× ∑∑∑
===

 

.....jadi 2121 nn kkkGGG ⋅⋅⋅⋅=                                                 
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Proposisi 3.1.4 Misalkan nGGG ,....,, 21  adalah grup dan 

nGGGG ....21 ××=  merupakan direct product dari nGGG ....,, 21 , 
maka berlaku: 
1. Untuk setiap i tetap, misalkan H adalah himpunan yang  

elemennya terdiri atas elemen identitas dari jG  pada posisi 

elemen ke j untuk semua  j≠ i dan sebarang elemen dari iG  
pada posisi ke- i, maka H  membentuk subgrup dariG yang  
isomorfik dengan iG : 

iG ≅ { }iii Ggeegeee ∈),.....,,,....,,(  

(dimana ig muncul pada posisi ke-i).  Jika iG  diidentifikasi 
dengan subgrup H, maka iG merupakan subgrup normal  dari 
G ( iG < G ) : 

niii GGGGGG ××××≅ +− .........../ 111  
2. Untuk setiap i tetap didefinisikan ii GG →:π  dengan 

ini gggg =)),....,,(( 21π  
Maka iπ  adalah homomorfisma surjektif dengan 

     Ker( iπ )={ }ijGgggegg jjnii ≠∀∈+− ),.....,,,....( 111  

≅ nii GGGG ×××× +− ........... 111  
(Dimana e muncul pada posisi ke i). 

3. Dibawah identifikasi pada bagian (1), jika x∈Gi, dan y∈ jG
untuk suatu i≠ j, maka x y = y x . 

(Dummit, 1991) 
 
Bukti: 1. Misalkan H={ }iii Ggeegeee ∈),.....,,,....,,( , akan 
dibuktikan bahwa H adalah subgrup dari G. 
i. H ≠ φ , telah jelas karena berdasarkan definisi.  

ii. Jika h∈  H maka h-1∈  H, untuk i=5. Ambil sebarang h∈H, 
misalkan h=(e,e,...e,g5,e,...e), untuk suatu g5 ∈G5,  sehingga  

 h-1=(e,e,...e,g5,e,...e)-1, untuk suatu g5 
-1∈G5.  

 Jadi terbukti h-1∈H. 



 22 

iii. Jika h,g∈H maka hg∈H, untuk i=5. Ambil sebarang h∈H, 
misalkan h=(e,e,...e,g5,e,...e) ∈ H, untuk suatu g5 ∈  G5 
untuk i=6, ambil sebarang  g∈H, misalkan g=(e,e,.e,g6,e,...e) 
∈H , untuk suatu g6 ∈  G5. 

 maka hg=(e,e,...e,g5,e,...e) (e,e,.e,g6,e,...e) 
              =(e,e,.e,g5g6,e,...e), untuk suatu g5, g6 ∈  G5 
 Jadi hg∈  H. 
Sehingga terbukti { }Ggeegeee ii ∈),.....,,,....,,(  adalah sebuah 
subgrup dari G.          

 
Selanjutnya akan dibuktikan :  

iG ≅ { }iii Ggeegeee ∈),.....,,,....,,(  

didefiniskan relasi ϕ : iG H→  

             ),....,,,,....( eegeeg ii a   
i.  Akan ditunjukkan ϕ  adalah pemetaan,  akan dibuktikan jika   

g1= g2 , maka  )( 1gϕ = )( 2gϕ  

                               )( 1gϕ  = )........,,,....,( 1 eegee  
 = )......,,,.....( 2 eegee , karena  g1= g2 

                                          = )( 2gϕ  
 
ii.  Akan ditunjukkan ϕ  adalah injektif, dalam hal ini jika  )( 1gϕ =

)( 2gϕ maka g1= g2 . 
Karena )( 1gϕ = )( 2gϕ , maka ),...,,,,....,( 1 eegee = 

),...,,,,...,( 2 eegee  yang menunjukkan bahwa  g1= g2,  jadi 
terbuktiϕ   adalah injektif.  

 
iii. Akan ditunjukkan ϕ  homomorfisma, dalam hal ini ditunjukkan  

            iGgggggg ∈∀= 212121 ),()()( ϕϕϕ  

)( 21ggϕ = )),...,,,...,)(,...,,,...,(( 21 eegeeeegeeϕ                  
            = ),....,,,,....,( 21 eeggeeϕ  

= ),...,,,,...,( 21 eeggee                =
),...,,,,....,)(,....,,,,...,( 21 eegeeeegee  
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                            = )()( 21 gg ϕϕ  
 
iv.  Akan ditunjukkan ϕ  surjektif, dalam hal ini ambil sebarang 

,Hy∈  akan dibuktikan terdapat ii Gg ∈  sedemikian sehingga 
.)( ygi =ϕ  

→∈Hy  y = )......,,,....( eegee i  
),.....,,,,....()( eegeeg ii =ϕ  

                                    = y 
Artinya terdapat ii Gg ∈ , sedemikian sehingga ygi =)(ϕ . Jadi 
terbukti surjektif. 
Jadi dari bukti (i-iv) diatas terbukti bahwa terdapat pemetaan 
isomorfisma, sehingga iG ≅ { }.),.....,,,....,,( iii Ggeegeee ∈        
 

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa iG merupakan 
subgrup normal  dari G ( iG < G ). Untuk membuktikan iG  subgrup 
normal dari G ,  harus ditunjukkan: 

iGghg ∈−1 , untuk semua Gg ∈ dan iGh∈  

Ambil sebarang Gg ∈ dan iGh∈ , maka  g = ),...,,( 21 nggg  dan h= 

(e,....e,gi,e,...,e), untuk suatu gi iG∈ . Dimana invers dari 

),..,,( 21 nggg adalah ).......,( 11
2

1
1

−−−
nggg              

 
1−ghg   = ),....,,( 21 nggg )......,,,.....( eegee i

1
21 ),....,,( −

nggg  

= ),...,,.....,,( 21 eggegeg ni ).......,( 11
2

1
1

−−−
nggg  

= ),....,,....,,( 21 ni gggg ),,,( 11
2

1
1

−−−
nggg L  

= ),.....,,.....,,( 11
22

1
11

−−−
nni ggggggg    

= )......,,,,......,( eegee i   

= ),....,,,,....,( eegee i iG∈  
 

Jadi iG merupakan subgrup normal  dari G ( iG < G ).               



 24 

 
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa: 

niii GGGGGG ××××≅ +− .........../ 111  
karena pemetaan ig a ( )eegeee i ,......,,,.....,  menunjukkan 
isomorfisma dari iG  dengan subgrup nGGGG ....21 ××= .  
Sehingga menunjukkan bahwa iG  isomorfik pada G (Karena 
berdasarkan definisi bahwa bila terdapat sebuah pemetaan 
isomorfisma antara dua grup maka grup akan isomorfik). 

 Sehingga untuk membuktikannya menurut teorema 
isomorfisma pertama secara langsung dapat didefinisikan relasi 
dibawah ini: 

nii GGGGGG ........: 1121 ××××→ +−ϕ  
),...,,,...,(),...,( 1111 niin gggggg +−=ϕ  

 
i. Akan dibuktikan ϕ  merupakan pemetaan, jika 

).....,().......,( 2121 nn hhhggg = , maka   ).......,( 21 ngggϕ =
).......,( 21 nhhhϕ  

               ),....,,( 21 ngggϕ ),...,,,...,( 111 nii gggg +−=  
                                     ),....,,,....,( 111 nii hhhh +−=    karena gi=hi 

                                                         ),....,,( 21 nhhhϕ=  
 Jadi terbukti bahwa ϕ  pemetaan .  
 

ii. Akan dibuktikan ϕ  injektif , dalam hal ini jika  ),....,,( 21 ngggϕ

),....,,( 21 nhhhϕ= , maka ),....,,( 21 nggg ),....,,( 21 nhhh=  
           ).......,( 21 ngggϕ ),....,,( 21 nhhhϕ=          

=+− ),....,,,....,( 111 nii gggg ),....,,,....,( 111 nii hhhh +−  

                      ii hgNi =∈∀ ,  
    Jadi terbukti bahwa ),.....,,( 21 nggg .),....,,( 21 nhhh=  
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iii. Akan dibuktikan ϕ  surjektif, dalam hal ini ambil sebarang 
nii GGGGh ×××××∈ +− ......... 111 , akan dibuktikan terdapat Gx∈ ,    

sedemikian sehingga hx =)(ϕ  
        nii GGGGh ........ 111 ×××∈ +−   ).....,,........( 111 nii ggggh +−=→  

)),....,,(( 21 ngggϕ  ),...,,,....,( 111 nii gggg +−=  
                              =  h 

artinya Gggg n ∈∃ ),,,( 21 L  , sedemikian sehingga hx =)(ϕ , 

sehingga terbukti ϕ surjektif . 
 

iv. Akan dibuktikan ϕ  homomorfisma , dalam hal ini akan 
ditunjukkan  sebagai berikut: 

 )),..,)(,...,(( 11 nn hhggϕ = )),...,(( 11 nnhghgϕ  
                       = ),...,,,....,( 111111 nniiii hghghghg ++−−  
                       = ),...,,.....,)(,.....,,,.....,( 111111 niinii hhhhgggg +−+−  
                       = ),....,(),....,( 11 nn hhgg ϕϕ  
Jadi terbukti bahwa  H  membentuk subgrup dariG yang  isomorfik 
dengan iG : 

iG ≅ { }iii Ggeegeee ∈),.....,,,....,,(  

(dimana ig muncul pada posisi ke-i).  Selanjutnya terbukti bahwa 
berdasarkan teorema pertama isomorfisma: 

       ............/ 111 niii GGGGGG ××××≅ +−                                
 

2.  Akan dibuktikan bahwa iπ  adalah homomorfisma surjektif.  
Definisikan relasi  ii GG →:π  

                          inin ggggggg =)),....,,((),....,,( 2121 πa  
i.     Akan dibuktikan iπ pemetaan, dalam hal ini ambil sebarang 

Ghhhggg nn ∈),,,(),,,,( 2121 LL ,  jika 
),,,(),,,( 2121 nn hhhggg LL = , maka 

)),....,,(()),....,,(( 2121 nini hhhggg ππ =  
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)),....,,((
karena,

)),....,,((

21

21

ni

iii

ini

hhh
hgh

gggg

π

π

=
==

=

 

Jadi terbukti iπ  pemetaan. 
 
ii.  Akan ditunjukkan iπ  homomorfisma, dalam hal ini ambil 

sebarang  Ghhgg nn ∈),......,(),,......,( 11 , akan dibuktikan 
)),......,)(,......,(( 11 nni hhggπ ),.....,(),......,( 11 nini hhgg ππ=  
)),......,)(,......,(( 11 nni hhggπ = )),......,(( 11 nni hghgπ  

                    =  gi hj , karena iπ pemetaan 

                                 = ),.....,(),......,( 11 nini hhgg ππ  
Jadi terbukti iπ  homomorfisma. 

 
iii.   Akan dibuktikan iπ surjektif , dalam hal ini ambil sembarang  gi 

iG∈    akan dibuktikan terdapat Gy∈  sedemikian sehingga  

ii gy =)(π  

Gy∈  Ggggy n ∈=→ ),,,( 21 L  
)),,,(()( 21 nii gggy Lππ =  

          ig=  
Artinya terdapat Gy∈ sedemikain sehingga ii gy =)(π , jadi 
terbukti iπ surjektif . 
Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa iπ homomorfisma surjektif.           
 
Selanjutnya didefinisikan : 

ker( iπ )={ }ijGgggegg jjnii ≠∀∈+− ),....,,,,....,( 111  
Akan ditunjukkan bahwa: 
 ker( iπ ) ≅ nii GGGG ×××× +− ........... 111 = iG  
didefinisikan relasi : 

ϕ : Ker( iπ )→ nii GGGG ×××× +− ........... 111  
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),....,,,,...,(),....,,,....( 111111 niiinii ggeggggegg +−+− πa   
),....,,,...,(),....,,,....( 111111 niinii ggggggegg +−+− a  

              
i. Akan ditunjukkan ϕ  adalah pemetaan, dalam hal ini misalkan 

),....,,,,....,(),....,,,,.....,( 111111 niinii hhehhggegg +−+− = , 
sedemikian sehingga g1=h1, gi-1=hi-1....., gn=hn, akan dibuktikan  
jika ),....,,,,....,(),....,,,,....,( 111111 niinii hhehhggegg +−+− =  
maka ),....,,....( 111 nii gggg +−ϕ ),....,,....( 111 nii hhhh +−= ϕ  

 
),....,,,....,( 111 nii gggg +−ϕ  ),....,,....( 111 nii gggg +−=  

    ),....,,,....,( 111 nii hhhh +−=  
         ),....,,,,....,( 111 nii hhehh +−= ϕ  

Terbukti ϕ  adalah pemetaan. 
 
ii. Akan dibuktikan ϕ adalah injektif, dalam hal ini ditunjukkan 

jika ),....,,,....(),...,,,,...,( 111111 niinii hhehhggegg +−+− = ϕϕ  

 ),....,,,....(),...,,,...,(maka 111111 niinii hhehhgggg +−+− =  
 
 ),....,,,....( 111 nii ggegg +−ϕ ),....,,,....( 111 nii hhehh +−= ϕ  

      =+− ),....,,....( 111 nii gggg ),....,,....( 111 nii hhhh +−  
 ),....,,,....( 111 nii ggegg +−ϕ = ),....,,,....( 111 nii hhehh +−ϕ  
 ),....,,,....( 111111 nniiii hghgeehghg −−−− −+−−ϕ = 0 
 )(),....,,,,....,( 111111 inniiii Kerhghgeehghg π∈−−−− −+−−

)(),....,,,....()( 111111 inniiiii KerhghgeehghgKer ππ =−−−−+ −+−−

0),....,,,,....,( 111111 =−−−− −+−− nniiii hghgeehghg
),....,,,,....,( 111 nii ggegg +− = ),....,,,,....,( 111 nii hhehh +−  

 
iii. Akan dibuktikan ϕ  adalah surjektif, dalam hal ini ambil 

sebarang nii GGGGy ×××∈ +− .......... 111 , terdapat g iKerπ∈ , 
sedemikian sehingga )(gϕ = y. 
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 ),....,,,...,(.......... 111111 niinii ggggyGGGGy =−+− =→×××∈   
),....,,,....()( 111 niii ggeggg +−= πϕ  

                                   ),....,,....( 111 nii gggg +−=  
                                     = y 

Jadi ϕ  terbukti surjektif. 
 
iv. Akan dibuktikan ϕ  adalah homomorfisma, dalam hal ini 

ditunjukkan untuk setiap 
),....,,,,....(),,.....,,,....,( 111111 niinii hhehhggegg −−+−

nii GGGG ××××∈ +− ........... 111 , berlaku: 
)),....,,,,....)(,.....,,,....,(( 111111 niinii hhehhggegg −−+−ϕ =  

),....,,,....( 111 nii ggegg +−ϕ ),....,,,....( 111 nii hhehh +−ϕ  
 

)),....,,,,....)(,.....,,,....,(( 111111 niinii hhehhggegg −−+−ϕ  
= ),....,,,,....,( 111111 nniiii hghgeehghg ++−−ϕ  
= ),....,,,....,( 111111 nniiii hghghghg ++−−  
= ),....,,,....,( 111 nii gggg +− ),....,,,....,( 111 nii hhhh +−  
= ),....,,,....( 111 nii ggegg +−ϕ ),....,,,....( 111 nii hhehh +−ϕ  

Jadi terbuktiϕ  homomorfisma . 
 
Dari (i)-(iv) terbukti bahwa ϕ  merupakan isomorfisma, sehingga  
terbukti bahwa ker )( iπ  isomorfik dengan Gi.                              

 
3.  Jika ),...,,,...,( eegeex i= dan ),....,,,...,( eegey j=  maka  

yx

jieegeegee

eegeegee

eegeeeegeexy

ij

ji

ji

=

<=

=

=

untuk,),...,,,,...,,,,...,(

),....,,,,....,,,,....,(

).....,,,,.....,)(,.....,,,.....,(

 

Dengan demikian pembuktian Proposisi 3.1.4  ini telah lengkap.      
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Proposisi di atas menjelaskan bahwa direct product 
nGGGG ....21 ××= adalah isomorfik pada masing-masing Gi. 

 
Definisi 3.1.5 Misalkan (G,∗ ) grup,  H dan K  adalah subgrup 
normal dari G dan H∩K={e}, maka HK disebut internal direct 
product dari H dan K, sedangkan jika H dan K adalah grup maka  H
×K disebut  external direct product dari H dan K.  
                                                                   (Dummit,1991) 
 
Teorema 3.1.6  Misalkan (G,∗ ) adalah grup, dengan subgrup H dan 
K sedemikian sehingga: 
1. H dan K adalah normal di G 
2. H∩K={e}  
maka HK ≅ H×K. 

(Dummit, 1991) 
 
Bukti: HK adalah subgrup pada G (Teorema 2.4.2), maka  h∈H dan 
k∈K. Karena H<G, maka Hhkk ∈−1  dan Hhkkh ∈−− )( 11 , 
dengan cara yang sama Kkhkh ∈−− )( 11 . Karena H∩ K={e} yang 
menunjukkan bahwa { }ehkkh =−− 11 , maka hk=kh sehingga setiap 
elemen H komutatif dengan setiap elemen dari K. 
Sehingga elemen HK dapat ditulis dengan tunggal sebagai product 
hk, dengan h∈H dan k∈K maka pemetaan: 

KHHK ×→:ϕ  
),( khhk a  

Untuk membuktikan bahwa ϕ adalah homomorfisma, untuk setiap   
h1,h2 ∈H dan k1,k2 ∈K,  karena h2 dan k1 komutatif  sehingga dapat  
dinyatakan: ))(( 2211 khkh = ))(( 2121 kkhh  
dan product bisa dinyatakan dengan tunggal ))(( 2211 khkh  pada 
bentuk hk dengan h∈H dan k∈K, ini menunjukkkan bahwa: 

)( 2211 khkhϕ = )( 2121 kkhhϕ  
                      = ),( 2121 kkhh  
  = ),)(,( 2211 khkh  

  = ),(),( 2211 khkh ϕϕ  
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sehingga ϕ  adalah homomorfisma. Homomorfismaϕ adalah bijektif 
karena menggambarkan masing-masing elemen dari HK sebagai 
product hk   tunggal, yang membuktikan bahwa pemetaanϕ  adalah 
isomorfisma, sehingga terbukti HK isomorfik dengan H×K . 

 
 
Contoh 3.1.7 Ilustrasikan bentuk grup direct product (operasi 
korespondensi), misal G1=Z, misal G2=S3, misal G3=GL2(R), di 
mana operasi grup adalah penjumlahan, komposisi, dan perkalian 
matrik, maka operasi G1×G2×G3 didefinisikan dengan: 

),,(),,)(,,( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dscqdrcp
bsaqbrap

rmn
sr
qp

rm
dc
ba

n oσσ
 

 

3.2 Semidirect Product   
 

Dalam matematika khususnya aljabar abstrak, semidirect 
product merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup yang 
isomorfik dengan grup penggandaan, dan irisan dari subgrupnya 
merupakan elemen identitas. Dalam hal ini jika semua subgrupnya 
normal, maka semidirect product menjadi sebuah direct product. 

Teorema 3.2.1 Misalkan H dan K  adalah grup dan  ϕ  adalah 
homomorfisma dari K  ke Aut (H). Misalkan (• ) menyatakan action 
dari K  pada H ditentukan oleh ϕ . Misalkan G adalah himpunan 
pasangan berurutan (h,k) dengan h∈H dan k∈K dan didefinisikan 
penggandaan pada G: 

=∗ ),(),( 2211 khkh ),,( 21211 kkhkh •  maka 
 
1. Penggandaan diatas membuat G adalah grup berorder 

KHG =  

2. Himpunan { }Hheh k ∈),(  dan  { }Kkkeh ∈),(   adalah 

subgrup dari G serta H≅ { }Hheh k ∈),(  dan K≅

{ }Kkkeh ∈),(  
3. H merupakan subgrup normal dari G (H<G). 



 31

4. H∩ K={e}. 
5. Untuk semua h∈H dan Kk ∈ , ).)((1 hkhkkhk ϕ=•=−  

(Dummit, 1991) 
 
Bukti:  1. Akan dibuktikan bahwa (G, ∗ ) adalah grup: 
i. Tertutup. 

Ambil sebarang (h1,k1),(h2,k2)∈G, akan dibuktikan 

),(

),(),(),(

21
1

1211

212112211

kkkhkh

kkhkhkhkh
−=

•=∗
 

Karena grup K  act on H  dapat dinyatakan sebagai konjugasi 
sehingga menunjukkan bahwa penggandaan pada HK  
bergantung hanya pada perkalian di H, sehingga Hkhk ∈−1

121

dan .1 Kkk ∈− Jadi terbukti G tertutup. 
ii. Assosiatif  

Ambil sebarang .),(),,(),,( Gzcybxa ∈ Akan ditunjukkan 
)),(),((),(),()),(),(( zcybxazcybxa ∗∗=∗∗  

      =∗∗ ),()),(),(( zcybxa ),(),( zcxybax ∗•  
             = ),(),( 1 zcxyaxbx ∗−                                            
  = ),( 1 xyzcxyaxbx •−  
  = ),)(( 11 xyzxyxycaxbx −−  
  = ),( 111 xyzyxycxaxbx −−−  
  = ),( 11 xyzyaxbycx −−  
  = ),( 1 xyzbycyax −•  
  = ),(),( 1 yzbycyxa −∗  
                                              = ),(),( yzcbyxa •∗  

      )),(),((),( zcybxa ∗∗=  
iii. Untuk setiap Gzcybxa ∈),(),,(),,( , maka (eh,ek) adalah 

elemen identitas dari G dengan bukti 
        (a,x)∗ (eh,ek )   = (ax• eh, xek) 
  = (axehx-1, xek) 
  = (aeh, xek) 
  = (a,x) 
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(eh,ek )∗ (a,x)  = (ehek• a, ek x) 
   = (eh ek aek

-1,ek x) 
   = (eha,ek x) 
   = (a,x) 

iv. Setiap ,),( Gkh ∈  mempunyai invers berbentuk:  
),(),( 1111 −−−− •= khkkh  

 Bukti : ),(),(),(),( 1111 khkhkkhkh ∗•=∗ −−−−  
  = )),)((( 1111 kkhkhk −−−− ••  
 = )),)((( 1111 kkhkkkhk −−−−  
  = ),( 1111 kkhkkkhk −−−−  
 = ),( 111 kkhkehk k

−−−  

     = ),( 11 kkkeke hk
−−  

     = ),( khk eee  
        = ),( kh ee  

                   ),(),(),(),( 1111 −−−− •∗=∗ khkkhkhkh  
 = )),(( 111 kkhkhk −−− ••  

 = )),(( 111 kkkhkhk −−−•  
 = ),)(( 1111 kkkkhkhk −−−−  
 = ),( 1111 kkkkhhkk −−−−  

  = ),( 11 kkkhhek
−−  

  = ),( khk eee  
     = ),( kh ee  

 
 
Dari pembuktian invers di atas dapat disimpulkan sebuah 

asumsi bahwa Hhhhehe kk ∈∀== ,  demikian juga 
Kkkkeke hh ∈∀== ,  sehingga kh ee = . Bila digambarkan 

dalam diagram venn maka:     
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   G 
 
 
 
 
 
Dari (i)-(iv) terbukti bahwa ),( ∗G  adalah grup. 
 
Selanjutnya akan dibuktikan ordernya: 
Misalkan G = n1n2, berarti banyaknya elemen G adalah n1n2, karena 
G=HK , maka order dari G = order H ×order K, atau dengan kata 
lain banyaknya elemen dari HK adalah n1.n2. 
Sehingga secara langsung 1nH = , berarti banyaknya elemen H 

adalah n1  dan ,2nK = berarti banyaknya elemen K adalah n2. 
Berdasarkan definisi G=HK, maka banyaknya elemen G adalah 

21
11

21

),( nnkhHKG
n

j
ji

n

i
=== ∑∑

==

= KH  

Jadi terbukti bahwa G adalah grup berorder .KHG =           
 
2. a. Diketahui H~ ={ }Hheh ∈),( , dimana e adalah elemen identitas 

dari K, akan dibuktikan H~ adalah subgrup dari G, dalam hal ini akan 
ditunjukkan: 
i. H~ φ≠ , sebab terdapat Heeh

~),( ∈  untuk he  adalah elemen 
identitas dari H. 

 
ii. Jika H~∈α , akan dibuktikan H~1 ∈−α .  Ambil sebarang 

H~∈α , misalkan ),( eh=α , untuk suatu   Hh∈ , dalam hal 

ini akan ditunjukkan bahwa Heh ~),( 1 ∈− , yaitu dengan 
membuktikan ),(),(),( 1

kh eeeheh =∗ − , sehingga diperoleh:  

H K

   e 
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),(
),(

),(),(),(
1

11

kh ee
eeeheh

eehheeheh

=
=

•=∗
−

−−

 

Karena Hh∈ dan Hh ∈−1 , sehingga Heh ~),( 1 ∈− . Jadi 

terbukti jika H~∈α maka H~1 ∈−α . 
 

iii. Jika H~, ∈βα , maka H~∈∗ βα . Ambil sebarang H~∈α , 
misalkan ),( eh=α , untuk suatu  Hh∈ . Ambil sebarang  

H~∈β , misalkan ),( eg=β , untuk suatu  Hg ∈ , maka 

),(
),(
),(

),(),(

1

kehg
eehege
eeghe

egeh

=
=

•=
∗=∗

−

βα

 

 
karena H grup maka Hhg ∈ , sehingga Hehg ~),( ∈=∗ βα . 

Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa H~ adalah subgrup dari G.            
 

b. Diketahui K~ = { },),( Kkke ∈ dimana e adalah elemen identitas 

dari K , akan dibuktikan K~ adalah sub grup dari G, dalam hal ini 
akan ditunjukan: 

i. K~ φ≠ , sebab terdapat Hee k
~),( ∈ , untuk ke  adalah elemen 

identitas dari K . 
 

ii. Jika K~∈α , akan dibuktikan K~1 ∈−α . Ambil sebarang 
K~∈α , misalkan ),( 1ke=α , untuk suatu   Kk ∈1 , dalam 

hal ini akan ditunjukkan bahwa Kke ~),( 1
1 ∈−  yaitu dengan 

membuktikan ),,(),(),( 1
11 kh eekeke =∗ −  maka  
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),(
),(

),(),(),(
1

11

1
111

1
11

k

k

ee
eekek

kkeekkeke

=
=

•=∗
−

−−

 

karena Kk ∈ dan Kk ∈−1 , sehingga Kke ~),( 1 ∈− . Jadi 

terbukti jika K~∈α maka K~1 ∈−α . 
 

iii. Jika K~, ∈βα , maka K~∈∗ βα . Ambil sebarang K~∈α , 
misalkan ),( ke=α , untuk suatu  Kk ∈ . Ambil sebarang  

K~∈β , misalkan ),( ge=β , untuk suatu  Kg ∈ , maka 

),(
),(

),(
),(),(

1

hge
hgeheh

hgeeh
gehe

h=
=

•=
∗=∗

−

βα

 

karena K grup maka ,Khg ∈  sehingga .~),( Khge ∈=∗ βα  

Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa K~ adalah subgrup dari G. 
 
Dari (a)-(b) terbukti bahwa ,~H K~   merupakan subgrup dari G.  

 
Selanjutnya akan dibuktikan ≅H { }Hheh k ∈),(  dan K ≅

{ }.),( Kkkeh ∈  

a. Akan ditunjukkan H ≅ { }Hheh k ∈),(  

Didefinisikan:  →H:ρ { }Hheh k ∈),(  

         ),( kehh a  
i. Akan dibuktikan ϕ  adalah pemetaan, dalam hal ini  jika h1= h2 , 

maka )()( 21 hh ρρ =  
 ),()( 11 kehh =ρ  

              = ),( 2 keh      karena h1= h2 
                     = )( 2hρ  
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Jadi terbukti )()( 21 hh ρρ = , sehingga ρ adalah pemetaan. 
  
ii. Akan dibuktikan ρ  adalah injektif, dalam hal ini jika 

)()( 21 hh ρρ = , maka h1= h2 

→= )()( 21 hh ρρ ),( 1 keh = ),( 2 keh , berdasarkan definisi 
himpunan pasangan terurut maka 21 hh = , sehingga ρ adalah 
injektif. 

 
iii.  Akan dibuktikan ρ  adalah surjektif. Ambil sebarang 

{ }Hheha k ∈∈ ),( , akan dibuktikan terdapat Hb∈ , 

sedemikian sehingga ab =)(ρ  { } ),(),( kk ebaHheha =→∈∈ , untuk suatu Hb∈   

,),()(tetapi aebb k ==ρ  jadi abHb =∋∈∃ )(ρ , sehingga
ρ  adalah surjektif. 

 
iv. Akan dibuktikan ρ adalah homomorfisma, dalam hal ini 

ditunjukkan : Hhhhhhh ∈∀∗= 212121 )()()( ρρρ  
 ),()( 2121 ehhhh =ρ  

  = ),( 1
2

1
1 kkkkk eeeheeh −−  

  = ),( 2
1

1 kkkk eeheeh •−  
  = ),( 21 kkk eeheh •  
  = ),(),( 21 kk eheh ∗  

         = )()( 21 hh ρρ  
Dari (i)-(iv) terbukti bahwa  H ≅ { }.),( Hheh k ∈                      

b. Akan ditunjukkan K≅ { }Kkkeh ∈),(  

 Didefinisikan:  →K:ρ { }Kkkeh ∈),(  

        ),( kek ha  
i. Akan dibuktikan ρ  adalah pemetaan, dalam   hal   ini  jika  

k1= k2, maka )()( 21 kk ρρ =  
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),()( 11 kek h=ρ  
                                                = ),( 2keh       karena k1= k2 

                   = )( 2kρ  
    karena )()( 21 kk ρρ =  maka ρ  adalah pemetaan. 
 
ii. Akan dibuktikan ρ  adalah injektif, dalam hal ini akan 

dibuktikan jika )()( 21 kk ρρ = , maka k1= k2 

→= )()( 21 kk ρρ ),( 1keh = ),,( 2keh  berdasarkan definisi    
himpunan pasangan terurut maka 21 kk = , sehingga ρ  adalah 
injektif.  

iii.  Akan dibuktikan ρ  adalah surjektif. Ambil sebarang 

{ }Kkkea h ∈∈ ),( , akan dibuktikan terdapat Kb∈ , 

sedemikian sehingga ab =)(ρ  

 { } ),(),( keaKkkea hh =→∈∈ , untuk suatu Kb∈   

akeb h == ),()(tetapi ρ , jadi abKb =∋∈∃ )(ρ  
 sehingga ρ  adalah surjektif.   
 iv.  Akan dibuktikan ρ  adalah homomorfisma, dalam hal ini : 

Kkkkkkk ∈∀= 212121 ,,)()()( ρρρ  
),()( 2121 kkekk h=ρ , dengan asumsi hk ee = , maka  

                          ),( 21kkeh  = ),( 21
1

11
1

11 kkkkekke hh
−−  

         = ),( 21
1

11 kkkeke hh
−  

       = ),( 211 kkeke hh •  
         = ),(),( 21 keke hh ∗  

 = )()( 21 kk ρρ  

Dari (i-iv) terbukti bahwa K≅ { }.),( Kkkeh ∈                    
 
3.  Untuk membuktikan subgrup normal maka cukup berdasarkan 

teorema (2.2.4) yang menyatakan bahwa jika  K merupakan 
subgrup dari normalizer H pada G (K ≤NG(H)) dan H juga   
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merupakan subgrup dari normalizer H pada G (H≤NG(H)),  maka 
didapatkan NG(H)=G, sehingga H<G, maka terbukti H<G. 

 
 
4. Telah jelas berdasarkan asumsi, jika H~ ∩ K~  ={e},  maka  H∩

K={e}, sehingga telah terpenuhi bahwa H∩ K={e}.        
 
5.  1),(),(),( −∗∗ keehke  = ),()),(),(( 1−∗∗ keehke  
        = ),(),( 1−∗• kekhk  
  = ),( 1−•• kkehkk  

     = ),( 111 −−− kkkekkhk  
  = ),( 11 −− kkkhk  
  = ),( ehk •  
  

Bukti di atas menunjukkan hkkhk •=−1 , karena (• ) bisa 
dinyatakan sebagai pemetaan homomorfisma. Selanjutnya 
didefinisikan { }HHffHAut →= :hom)( , dan pemetaan 

)(: HAutK →ϕ , dimana      ).(Hk kϕa Karena dalam hal 

ini HHk →:ϕ , maka hkkhkhkhh k •=== −1))(()( ϕϕa , 

untuk .Hh∈∀  Selanjutnya akan dibuktikan Hkhk ∈−1 dan 
)(Hkϕ  merupakan homomorfisma.  

i.   Akan ditunjukkan .1 Hkhk ∈−  
Sebagaimana uraian di atas pada pembuktian aksioma 
tertutup.  

ii. )(Hkϕ  adalah homomorfisma. 

Misalkan 1
11 )( −= kkhhkϕ , 1

22 )( −= kkhhkϕ  

)()(

)(

21

1
2

1
1

1
2121

hh
kkhkkh

khkhhh

kk

k

ϕϕ

ϕ

=
=

=
−−

−

 

terbukti bahwa )(Hkϕ  homomorfisma. 
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Jadi terbukti berlaku untuk semua h∈H dan Kk ∈ , 
.))((1 hkhkkhk ϕ=•=−
         

 
Definisi 3.2.2  Misalkan  G adalah grup, jika H dan K adalah dua 
buah  grup  dan ϕ  adalah suatu homomorfisma  dari K ke Aut(H). 
Dimana G=H×K yang di dalamnya didefinisikan penggandaan : 

),(),( 2211 khkh ∗ = ),( 21211 kkhkh •  
Maka G disebut semidirect product dari H dan K  bersama dengan ϕ  
dan dinotasikan H ϕ× K atau secara singkat ditulis  H K . 

(Dummit, 1991) 
 
Definisi 3.2.3  Jika H adalah subgrup dari G. Maka sebuah subgrup 
K  pada G disebut sebuah komplemen dari H pada G, jika G=HK dan 
H∩K={e}. 

(Dummit, 1991) 
 
Dari definisi diatas dapat disimpulkan bahwa sebuah 

semidirect product bisa dinyatakan secara singkat yakni harus 
terdapat sebuah komplemen dari beberapa subgrup normal sejati dari 
G (proper normal subgrup G).  
 
Definisi 3.2.4 Didefinisikan sebuah grup G=HK, dimana H adalah 
normal di G dan H∩K={e}, maka  G disebut semidirect product 
dari H dan K. Jika K normal pada G, maka semidirect product 
menjadi sebuah direct product.  

(www.math.niu.edu) 
 
Contoh 3.2.5  

{ }2,1),(),( 2 =+=+ ZH  dan { }3,2,1),(),( 3 =+=+ ZK  

Maka { }.)3,2(),2,2(),1,2(),3,1(),2,1(),1,1(=×= KHG  
Akan dibuktikan bahwa ),( ∗×KH  adalah grup, sebelumnya 
didefinisikan terlebih dahulu homomorfismanya. 

HhkhkhkHkk
HAutK

k ∈∀=•==

→
− ,)()(

)(:
1ϕϕ

ϕ

a  
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Selanjutnya untuk membuktikan grup, ambil sebarang x, y, z ∈
KH ×  misalkan: 

x = )3,1( , untuk suatu KH ∈∈ 3,1  

y = )1,1( , untuk suatu KH ∈∈ 1,1  
z = )2,1( , untuk suatu KH ∈∈ 2,1  

Akan ditunjukkan bahwa ),( ∗×KH  memenuhi aksioma: 
 
i. Tertutup.  

),( KHyxKHyx ×∈∗∋×∈∀  

KH

yx

×∈=

=

•=∗=∗
−

)3,1(
)1.3,3.1.3.1(

)1.3,13.1()1,1()3,1()(
1

 

karena H  dan K  bersifat tertutup maka H∈− )3.1.3.(1 1
 dan 

K∈3 ,  jadi .KHyx ×∈∗  
ii. Assosiatif. 

))()(,,( zyxzyxKHzyx ∗∗=∗∗∋×∈∀  
)2,1())1,1()3,1(()( ∗∗=∗∗ zyx  

        = )2,1()13,131( ∗•  

  

)(
))2,1)(1,1)((3,1(

)2.1,1.1.1)(3,1(
)2.13),11.1(3.1(

)2.13),11(0.3.1(

zyx ∗∗=
=

•=

••=

••=

  

iii. Setiap elemennya memiliki elemen identitas  
)( xxeexKHeKHx =∗=∗∋×∈∃×∈∀  

Karena (H,+ ) dan (K,+) grup , sehingga H  dan K  masing 
masing mempunyai elemen identitas berturut-turut e1,e2 . Jadi 
(e1,e2) KH ×∈ . 

=∗ ex ),()2.1( 21 ee∗  
         = ).2,2.1( 21 ee•  
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         = ).2,2..2.1( 2
1

1 ee −  

   = )2,..1( 21 eee  
         = )2,.1( 21 ee  

         
x=

= )2,1(  

=∗ xe )2.1(),( 21 ∗ee  
        = )2,1( 221 eee •  

        = )2.,.1..( 2
1

221 eeee −  

  = )2.,1.( 21 ee  

        
x=

= )2,1(
 

Jadi ),( ∗×KH memiliki elemen identitas yaitu ),( 21 eee =  
iv. Setiap elemen dari ),( ∗×KH memiliki invers 

)!( 111 exxxxKHxKHx =∗=∗∋×∈∃×∈∀ −−−  

Ambil sebarang x∈ H K maka )3,1(=x untuk suatu 

KH ∈∈ 3,1 . Karena H  dan K adalah grup, sehingga setiap 
elemen pada H  dan K  memiliki invers. Dalam hal ini invers 
dari 11 G∈ adalah H∈−11 , invers dari K∈3 adalah K∈−13  
Dengan demikian inversnya KH ×∈• −−− )3,13( 111 . 

       
1−∗ xx = )3,13()3,1( 111 −−− •∗  

   = )3.3),13(3.1( 111 −−− ••  
   = )3.3),3.1.3(.3.1( 111 −−−•  

  = )3.3,3).3.1.3.(3.1( 1111 −−−−
 

= ),.1..1( 221 eee  
=(e1,e2)  asumsi e1=e2 

      =∗− xx 1 )3,1()3,13( 111 ∗• −−−  
   = )33,13).13(( 1111 −−−− ••  
   = )3.3,3.1.3).3.1.3( 1111 −−−−  
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= )3.3,3.1.3.3.1.3( 1111 −−−−   
= )3.3,3.1..1.3( 1

2
11 −−− e  

= ),.(. 221 eee  
=(e1,e2)  asumsi e1=e2 

 
Sehingga terbukti bahwa ( KH × ∗, )  adalah grup. Jadi (G,∗ ) 
adalah semidirect product H K.                          

                                                                  
 
Proposisi 3.2.6 Misalkan H dan K adalah grup dan misalkan

)(: HAutK →ϕ adalah homomorfisma. Maka pernyataan dibawah 
ini ekuivalen: 
(1). Pemetaan identitas dari H×K dan H  K adalah sebuah  grup  

homomorfisma. 
(2). ϕ  adalah trivial homomorfisma dari K into Aut (H). 
(3). K<  H K. 

(Dummit, 1991) 
 
Bukti:  (1)→ (2) Dengan definisi dari operasi grup pada H K 

),(),( 2211 khkh ∗ = ),( 21211 kkhkh •  
untuk semua Hhh ∈21, dan Kkk ∈21, . Dengan asumsi (1) 

))(( 2211 khkh = ),)(( 2121 kkhh dengan menyamakan faktor pertama 
dari pasangan terurut diperoleh 221 hhk =•  untuk h2∈H dan k1∈K, 
sehingga K act trivially on H, dalam hal ini menunjukkan bahwa  
setiap elemen H dipetakan  ke pemetaan identitas automorfisma N, 
atau dinyatakan, { }HHffHAut →= :hom)(  

)(: HAutK →ϕ     
       )(hk kϕa  

Dalam hal ini HHk →:ϕ  

      hkkhkhh k •== −1)(ϕa , untuk Hh∈∀  
 
(2)→ (3) Jika ϕ adalah trivial dalam hal ini dinyatakan dalam 

)(: HAutK →ϕ , maka action dari K pada H adalah trivial, 
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sehingga elemen dari H commute dengan K (Teorema 3.2.1 
pernyataan 5). Maka H normalize  terhadap K. Karena K  normal 
terhadap dirinya sendiri, maka G=HK  normal terhadap K, sehingga 
pernyataan (3) terbukti. 
 
(3)→ (1) Jika K normal pada H K  maka telah dibuktikan pada 
direct product (Teorema 3.1.2),  untuk semua h∈H dan k∈K , 
komutator  [h,k] ∈H∩ K={e} sehingga hk=kh dan action dari K  ke 
H adalah trivial. Penggandaan pada semidirect product adalah sama 
dengan pada direct product:  
                            ),(),( 2211 khkh ∗ = ),( 2121 kkhh  
untuk setiap Hhh ∈21, dan Kkk ∈21, . Sehingga bukti (1) telah 
lengkap.                                                

  
 Proposisi di atas menunjukkan hubungan semidirect product 
dengan direct product. 
 
Teorema 3.2.7  Misalkan (G,∗ ) grup  dan H, K subgrup dari G 
sedemikian sehingga: 
a.   H<G  
b.   H ∩ K={e}  
Misalkan )(: HAutK →ϕ adalah homomorfisma yang memetakan  
k∈K  ke  automorfisma  dari  konjungsi  oleh k  pada  H.  Maka   

≅HK  H K. Khususnya,  jika G=HK dengan H dan K memenuhi 
pernyataan  (a) dan (b), maka G adalah semidirect product dari H dan 
K. 

(Dummit, 1991) 
 
Bukti:  Karena H <G, HK adalah subgrup dari G. Dari Teorema 
3.1.2 dimana setiap elemen HK dapat dinyatakan secara tunggal dari 
hk, untuk h∈H dan k∈K. Definisikan →HKf : H  K maka 
pemetaan hk a (h,k) adalah himpunan yang bijektif dari HK onto H

K, karena grup H muncul sebagai himpunan elemen (h,e) dan K 
muncul sebagai himpunan dari elemen (e,k), sebagaimana telah 
dibuktikan bahwa H  isomorfik dengan himpunan elemen (h,e) dan 
dan K isomorfik dengan himpunan elemen (e,k)  (Teorema 3.2.1). 
Karena isomorfik maka jelas terdapat pemetaan ϕ  yang  merupakan 
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homomorfisma sebagaimana  pembahasan  formulasi dari definisi 
semidirect product.           
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BAB IV 
KESIMPULAN 

 
4.1.  Kesimpulan 

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah 
sebagai berikut :  

 
1. Direct product dari beberapa grup adalah isomorfik pada 

masing-masing subgrup Gi . 
2. Diantara sifat-sifat semidirect product adalah sebagai 

berikut:  
i. merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup 

yang isomorfik dengan grup penggandaan, dan irisan 
dari subgrupnya merupakan elemen identitas.  

ii. Jika semua subgrup pada semidirect product normal, 
maka semidirect product bisa menjadi sebuah direct 
product 

iii. Pada direct product dan semidirect product  terdapat 
hubungan, yaitu  direct product isomorfik dengan 
semidirect product.   
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