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KAJIAN TEORITIS DARI SEMIDIRECT PRODUCT

ABSTRAK

Pada skripsi ini akan dibahas tentang pembuktian beberapa
teorema yang berhubungan dengan direct dan semidirect product
pada grup. Suatu direct product adalah hasil kali kartesius dari
himpunan yang membentuk grup baru atas operasi biner tertentu.
Direct product dibagi dua yaitu internal direct product dan eksternal
direct product yang keduanya isomorfik. Semidirect product
merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup yang
isomorfik dengan grup penggandaan, dimana salah satu subgrupnya
normal dan irisan dari subgrupnya merupakan elemen identitas.
Dalam hal bila semua subgrupnya normal, semidirect product bisa
menjadi sebuah direct product.

Kata kunci: subgrup normal, direct product, semidirect product.
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THEORITICAL STUDY OF SEMIDIRECT PRODUCT

ABSTRACT

In this paper we will discuss about the proof of several theorems
associated with direct product and semidirect product in group. A
direct product is a new group constructed from cartesian product of
sets under a binary operation. Direct product is divided into two
types that are internal direct product and external direct product,
whose both of them are isomorphic. Semidirect product is a group
generated from several subgroups that are isomorphic with
multiplication group, which one of subgroups is normal and
intersection of this subgroups is identity elemen. In this case, if all
subgroups are normal, then the semidirect product becomes a direct
product group.

Keywords: normal subgrup, direct product, semidirect product.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan ilmu aljabar semakin lama semakin kompleks
dan menarik untuk dibahas secara mendalam, terutama aljabar
abstrak yang merupakan salah satu bidang ilmu aljabar yang meliputi
berbagai struktur aljabar dengan masing-masing sifatnya yang
berbeda. Pada dasarnya struktur aljabar dibangun oleh tiga
komponen yaitu himpunan tak kosong, operasi biner dan aksioma-
aksioma. Antara struktur aljabar yang satu dengan yang lain saling
berhubungan dan suatu struktur aljabar lahir dari perkembangan
struktur aljabar yang lain. Contohnya dari grup bisa dibentuk grup
baru yakni direct product dan semidirect product.

Dalam penulisan tugas akhir ini akan dibahas mengenai
direct product dan semidirect product, yang cukup menarik karena
belum ada yang membahas tentang ini serta merupakan
perkembangan grup yang baru. Suatu direct product adalah hasil kali
kartesius dari himpunan yang membentuk grup baru atas operasi
biner tertentu. Direct product dibagi dua yaitu internal direct product
dan eksternal direct product yang keduanya isomorfik. Definisi
Semidirect product bisa lebih dari satu, namun pada dasarnya semua
sama, semidirect product merupakan grup yang dibangun dari
subgrup-subgrup yang isomorfik dengan grup penggandaan, dan
irisan dari subgrupnya merupakan elemen identitas. Dalam hal ini,
jika semua subgrupnya normal, maka semidirect product dapat
menjadi sebuah direct product. Dalam pengertian lain semidirect
product dari grup juga melibatkan homomorfisma.

1.2 Rumusan Masalah

1. Bagaimana bukti dari sifat-sifat tentang direct product pada
grup.

2. Bagaimana bukti dari sifat-sifat tentang semidirect product
pada grup.



1.3 Batasan Masalah

Pada tugas akhir ini akan dibahas definisi dan sifat-sifat
tentang direct product dan semidirect product pada grup, dan tidak
dibandingkan dengan sistem aljabar abstrak yang lainnya.

1.4 Tujuan

Adapun tujuan dari penulisan skripsi ini adalah:

1. Membuktikan sifat-sifat yang berhubungan dengan direct
product pada grup.

2. Membuktikan sifat-sifat yang berhubungan dengan
semidirect product pada grup.
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TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas mengenai hal-hal yang
mendukung pembahasan, meliputi definisi, teorema dan contoh.

2.1 Operasi Biner

Operasi biner merupakan salah satu unsur yang penting
dari pembahasan dalam aljabar, banyaknya operasi dalam
aksioma yang berlaku menjadi pembeda antara struktur aljabar
satu dengan yang lain, berikut adalah definisi operasi biner.

Definisi 2.1.1 (Operasi Biner dan Sifatnya) Misalkan S adalah
suatu himpunan tak kosong. Suatu operasi biner * pada
himpunan S adalah pemetaan yang mengawankan setiap pasangan
terurut (a,b) € SxS ke a*b e S. Ditulis dalam bentuk notasi:
#:SxS —>S
(a,b) — *(a,b) =ax*b.

Diberikan operasi biner * dan e pada suatu himpunan S. Maka
* dikatakan:
a. Komutatif jika X*y=Yy*X ,VX,y €S.
b. Assosiatif jika X*(y*2) =(X*y)*z ,VX,Yy,Z€S.
c. distributif kiri atas e jika

X*(yez)=(X*y)e(X*z), VX,y,Z€S.
d. distributif kanan atas e jika (yez)*x=(y*X)e(z*X),

VX, y,Z€S.

Jika * distributif kiri sekaligus distributif kanan atas e, maka *
disebut distributif atas e .
(Bhattacharya, 1994)

Contoh 2.1.2 Bila A={a; , a», ... , a, } merupakan himpunan
berhingga, operasi biner pada A dapat disajikan dalam Tabel 2.1.
a; * g; terletak pada baris ke-i kolom ke-j.



E* a; adp dj dy
a;

az

d; a* d;

an

Tabel 2.1
2.2 Grup

Dalam aljabar abstrak dikenal istilah grup yang memiliki
peranan mendasar dalam perkembangan ilmu matematika. Grup
merupakan salah satu sistem aljabar yang sederhana dan
didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi
dengan satu buah operasi biner sehingga memenuhi beberapa
aksioma diantaranya tertutup, assosiatif, ~ memiliki elemen
identitas dan elemen invers. Apabila salah satu aksioma tidak
terpenuhi, maka himpunan tersebut bukan merupakan grup.
Selanjutnya definisi grup sebagai berikut.

Definisi 2.2.1 (Grup) Suatu himpunan tak kosong G dengan
operasi biner * dinotasikan dengan (G,*) disebut grup jika
memenuhi aksioma berikut :

1. Tertutup, yaitu Va,b € G berlaku a*beG.

2. Berlaku hukum assosiatif, yaitu Va,b,ceG berlaku
(a*b)*c=a=(b*c).

3. Memiliki elemen satuan (identitas), yaitu VaeG,JeeG
sedemikian sehingga berlaku e*a =a*e = a, selanjutnya e
disebut elemen satuan.

4. Memiliki elemen invers, yaitu Va e G, db G sedemikian
sehingga berlaku a*b=Db=*a=e. Selanjutnya b disebut
invers dari a dan dinotasikan b=a".

Grup (G,*) disebut suatu grup abelian atau grup komutatif jika

berlaku hukum komutatif, yaitu a,b € G berlaku a*b=bx*a.

(Durbin, 1992)



Teorema 2.2.2 Misalkan himpunan G dengan operasi biner
membentuk suatu grup.
1. Elemen identitas dari G adalah tunggal. Jadi, jika edan f

adalah elemen identitas dari G, maka e = f.

2. Setiap elemen dalam grup memiliki invers tunggal. Jadi, jika
X, Yy adalah invers dari a dan e elemen identitas dari G,

maka X =Y.
(Durbin, 1992)

Bukti: 1. Misalkan e elemen identitas dari G . Maka e *a =a

untuk setiap a€ G danex f = f. (@)
Dengan cara yang sama, jika f elemen identitas dari G maka
f *a=a untuk setiap a€ G dan e* f =e. (2

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh f =e* f =e.

2. X=Xx*e (e adalah elemen identitas)
=xx(axy) (axy=e)
=(x*a)*y (assosiatif)
=exy
= y

Definisi 2.2.3 (Order Grup) Jika G sebuah grup berhingga, maka
order dari G adalah banyaknya elemen dari G, ditulis [G]|.
(Kandasamy, 2002)

2.3 Subgrup

Definisi 2.3.1 (Subgrup) Misalkan (G,*) grup dan H himpunan
bagian tak kosong dari grup G. H disebut subgrup dari G jika dan
hanya jika H merupakan grup terhadap operasi yang sama dengan
G. H subgrup dari G dapat ditulis dengan notasi H <G..
(Whitelaw, 1995)



Contoh 2.3.2 Jika G ={1,-1,i,—i}, dimana i = -1, maka
(G,e) merupakan suatu grup, dan {l,—1}adalah subgrup dari
G . Akan tetapi {1,i}bukan merupakan subgrup dari G karena

sifat tertutup terhadap G tidak dipenuhi, yaitu 1-1=—-1¢{Li}.
a

Teorema 2.3.3 Misalkan G grup terhadap operasi *, dan
H < G. H adalah subgrup dari G jika dan hanya jika
(i) H himpunan tak kosong ,
(ii) jika a,b € Hmaka a*b e H dan
(iii) jika ac Hmaka a™* e H.
(Durbin, 1992)

Bukti :(:>: Jika diketahui H subgrup dari G maka harus

diperlihatkan.

(i) H=¢, karena H grup maka terdapat e € H sedemikian
hingga H = ¢.

(i) Karena (—I,*: grup sedemikian hingga
VabeH =a*beH.

(i) YaeH =3beH sedemikian hingga a*b=b*a=e
berdasarkan aksioma ke-3 dari grup, mengakibatkan

b=aeH.
Jadi terbukti (i), (ii) dan (iii) terpenuhi.

(:: Diketahui H subset tak kosong dari G, G,*: grup, H
tertutup terhadap operasi *. Dan berlaku kondisi (i), (ii) dan (iii).
Akan dibuktikan H subgrup G . Untuk membuktikan bahwa H
merupakan grup tinggal dibuktikan bahwa pada H berlaku sifat

assosiatif, memiliki elemen identitas dan setiap elemen di H
memiliki invers.

(1) ambil a,b,ceH, karena HcG maka
a*(b*c)=(a*b)*c berlaku untuk setiap elemen di
H sehingga sifat assosiatif terpenuhi



(2) eeH=eeG dan aeH=aeG mengakibatkan

a*e=e*a=aeH sehingga terbukti adanya elemen
identitas dalam H

(3) dari  kondisi ~ (iii)) yaitu aeH=beH maka
aecH=aeG dan beH =beG mengakibatkan

a*b=b*a=eeH sehingga terbukti setiap elemen di H
mempunyai invers.
Karena H < G maka terbukti bahwa H subgrup dari G . o

2.4 Subgrup Normal, Koset dan Grup Faktor

Definisi 2.4.1 (Subgrup Normal) Misalkan (G,*) adalah grup, N
merupakan subgrup dari G. N disebut subgrup normal dari G

(ditulis N < G), jikaxNx*c N, untuk setiap X € G.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Teorema 2.4.2 Misalkan G grup, jika A subgrup dari G dan B
subgrup normal dari G, maka AB subgrup dari G, dimana

AB= ghlacAbeB.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti: Untuk membuktikan subgrup harus memenubhi:

(i) AB= ¢
Karena A, B merupakan grup, makade.e € AB.Sehingga
terbukti bahwa AB# ¢ .

(i) Jika x, ye AB maka xy e AB.
Ambil sebarang xe AB — x=a,b,, Va, e A b, €B
Ambil sebarangye AB —> y=a,b,, Va, e A’b, e B
Sehingga xy = (a;bs)(azb,)
= azh; azb;
= a,eb,a,b,
= a;a, (2, 'b1a)by



Karena A subgrup, maka a;a,€ A dan karena B subgrup
normal maka a,'b;a,e B, sehingga (a,'bia,)b,€ B. Jadi
xy e AB.
(iii) Jika xe AB maka X™* € AB.Misalkan x=(ab)™
Sehingga diperoleh x =b™a™
=(ab*a') a’ (karena B<G)
=(a'b'a)a’
karenaa™e A dan (a'b’a) € B, maka (ab)" € AB.

Dari (i-iii) terbukti AB< G . a

Teorema 2.4.3 Misakan G adalah grup, N subgrup dari G, maka
pernyataan berikut ekuivalen:
(i) N<«G.
(i) xNx'=N, VxeG.
(iii) xN=Nx, ¥x € G.
(iv) (XN)(YN)=(xy)N, ¥x,y € G.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti : (i) — (ii) Andaikan N <1 G , ambil sebarang X € G, maka
dari definisi subgrup normal xNx* = N, selanjutnya ambil x* € G,
maka x*Nx < N. Karena N=x(x'Nx )x*<xN x*, jadi xNx'<N.
Sehingga terbukti xNx*=N.

(i) = (iii) Nx=( xNx")x= xNx'x= xNe=xN. Sehingga terbukti
bahwa XN=Nx.

(iii) = (iv)Karena XN=NX, maka
(XN)(yN)=x(Ny)N=x(yN)N=xy(NN). Karena N tertutup terhadap
perkalian, maka NN N, dengan kata lain N=eNc NN sehingga
NN=N, jadi (XN)(yN)=(xy)N .

(iv) — (i) Karena (xN)(yN)=(xy)N, maka xNx'= xNx'e < xNx'N.
Sedangkan xNx™N =(xN)x*N= xx*N=eN=N sehingga N < G.

Terbukti pernyataan (i), (ii), (iii) dan (iv) ekuivalen. a



Teorema 2.4.4 Sebarang subgrup H dari suatu grup komutatif
adalah normal .
(Whitelaw, 1995)

Bukti: Misalkan h adalah sebarang elemen dari H dan misalkan g
adalah sebarang elemen dari G. Karena merupakan grup
komutatif maka g'hg=hg’g=h, termasuk H. Sehingga terlihat
bahwa H adalah subgrup normal. a

Definisi 2.4.5 (Koset) Jika H adalah subgrup dari G dan untuk
sebarang a€ G, maka himpunan

aH = {ah| h eH} disebut koset kiri dari H dalam G, himpunan
semua koset kiri dari H dalam G, biasa ditulis G/H .

Ha = {ha| h € H} disebut koset kanan dari H dalam G.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.4.6 (Grup Faktor) Misalkan G grup dan N subgrup
normal dari G, maka G/N disebut grup faktor G oleh N.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.4.7 (Konjugasi dan G-set) Misalkan G adalah sebuah
grup dan X adalah sebuah himpunan. G disebut act on X jika
terdapat pemetaan ¢ :Gx X — X, dimana ¢#(a,x)=aeX,
sedemikian sehingga untuk setiapa,b € G, x € X berlaku:

(i) ae(bex)=(ab)ex

(i) eex=X.

Pemetaan ¢ disebut action dari G on X, dan X disebut sebagai
sebuah G-set . Sedangkan action dari grup G on G dengan
pemetaan ¢ :GxG —>G dimana ¢(a,x)=aex=axa .
Pemetaan ini bisa disebut sebagai konjugasi.

(Bhattacharya, dkk, 1990)



2.5 Homomorfisma Grup

Dalam membandingkan dua grup, diperlukan pemetaan
yang mengawankan setiap elemen dari grup yang satu ke elemen
grup yang lain atas operasi tertentu. Dalam hal ini terdapat
istilah-istilah berikut.

Definisi 2.5.1 (Homomorfisma, Isomorfisma Grup) Misalkan
G dan H adalah grup, sebuah pemetaan ¢:G — H disebut
homomorfisma jika untuk semua x, y € G berlaku:

P(xy) = p(X)e(y)
Selanjutnya jika ¢ bijektif (satu-satu dan onto), maka ¢ disebut

sebagai isomorfisma dari G onto H dan ditulis G=H atau
dikatakan G isomorfik dengan H.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Contoh 2.5.2 Misalkan G adalah grup dari bilangan real atas
penjumlahan, misalkan G’ adalah grup bilangan real positif atas
perkalian. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan¢:G — G', yang

didefinisikan sebagai ¢(a) = 2°, adalah sebuah isomorfisma?

Bukti: Pemetaan ¢ adalah homomorfisma, karena

pla+b) =2"" =2°2" = g(a)$(h)
Selanjutnya, akan ditunjukkan = satu-satu atau  injektif.
Jikag(a) = #(b) = a = b, karenag(a) = ¢(b) = 2* =2°, jadi
a=b. Terbukti bahwa injektif ¢ .
Akan ditunjukkan bahwa ¢ adalah surjektif atau onto. Ambil
sebarang y € G' akan dibuktikan xe G > ¢(x) =y .
yeG'=y=2", ¢(x)=2"=y. Jadi terbukti ¢ surjektif.
Karena terbukti bijektif, maka ¢ merupakan isomorfisma. H

Definisi 2.5.3 Jika sebuah homomorfisma memenuhi pemetaan
injektif, maka disebut homomorfisma injektif.
(Bhattacharya, dkk, 1990)
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Definisi 2.5.4 Jika sebuah homomorfisma memenuhi pemetaan
surjektif, maka disebut homomorfisma surjektif.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.5.5 (Automorfisma Grup) Automorfisma dari G yang
dinotasikan Aut (G) adalah sebuah isomorfisma dari G onto G.
(Scott, 1964)

Teorema 2.5.6 Jika G suatu grup, maka terhadap fungsi
komposisi, Aut (G) membentuk grup.
(Arifin, 2000)

Contoh 2.5.7 Misalkan G adalah sebuah grup, dan didefinisikan
pemetaan  |,:G —> G dimana I, (x)=axa’, Va,xeG

Buktikan I, adalah sebuah automorfisma dari G.

Bukti: (i). Akan dibuktikan homomorfisma, dalam hal ini
I,(xy)=1,0)1,(y),untuk setiap a, x, y eG,sehingga

. (xy) =axya™ = (axa ")(aya ") = I, ()1, (¥).
Terbukti bahwa |, adalah homomorfisma.

(if). Akan dibuktikan |, adalah injektif, dalam hal ini jika
L)L (Y)=x=Y, karena I,(X) =axa "dan
I, (y) =aya, dengan menggunakan hukum kanselasi, dimana
jika axa'=aya' = x=1y. Sehingga terbukti I adalah
injektif

(iif). Akan dibuktikan |, adalah surjektif, dalam hal ini karena
untuk setiap x di G , berlaku x = a(a*xa)a™ = I, (a"*xa) yang
menunjukkan bahwa |, surjektif.

Dari (i)-(iii) Terbukti bahwa |, merupakan automorfisma dari G
yang ditentukan oleh a . a
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Teorema 2.5.8 Misalkan G dan H adalah Grup, sebuah pemetaan
homomorfisma ¢ : G — H maka berlaku:

(i) ¢(e)=¢
(i) ¢(x")=(p(x)" ,VxeG.

(i) p()P(x ") =p(xx ") =pe) =€ ,VxeG.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Definisi 2.5.9 Misalkan G dan H adalah Grup, dan ¢
homomorfisma dari G into H. Kernel dari ¢ didefinisikan sebagai
himpunan berikut: )

Kerg= ReG| g(x)=¢'.
dimana e’ adalah elemen identitas dari H. Sedangkan Ruang peta
(range) atau image dari ¢, ditulis Im ¢

Img = e H|y=4¢() .
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Teorema 2.5.10 Sebuah homomorfisma ¢:G — H adalah
injektif jika dan hanya jika Kerg = € |
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Teorema 2.5.11 (Teorema Isomorfisma Pertama) Jika
¢:G — G adalah homomorfisma dengan Ker ¢, maka
(i). Kerg <G
(ii). G/Kerg = Im ¢
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Bukti:  (i). Dari Teorema 2.5.8 berlaku ¢(e) =¢e', maka
ec Kerg  ambil sebarang xye Kerg dan geG, maka
#(x) =e'dan ¢(y) =€". Sehingga
#(xy) = ¢(x)g(y)
==
=g'
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p(x) = g(x)"
. e.—l
:el
Selanjutnya untuk membuktikan subgrup normal, maka harus
ditunjukkan g(xyx') =e'.
p(xyx ) = g(x)p(Y)P(x ™)
= g(x)e'g(x) "
= (¢()e)p(x) "
= p(x)p(x)"
:e'
Jadi terbukti bahwa Ker ¢ < G.
(i)). Misalkan H subset dari G’ adalah Im¢, dan
didefinisikan sebuah pemetaan:
w:G/Kerg —1Img  dengan  y(XK)=¢(x), dimana
K =Kerg. Selanjutnya akan ditunjukkan adalah
homomorfisma yaitu

w((xK, yK)) = w(xyK)

= #(xy)

= ¢(x)g(y)

= (xK)y (yK)
Selanjutnya akan dibuktikan s injektif, dalam hal ini akan
ditunjukkan jika y/(xK) =y(yK) = xK = yK, untuk setiap X,
ye K. Selanjutnyay/(XK) = y/(yK) = ¢(X) = ¢#(y), karena
w(xK) = ¢(x) =e'dan y(yK) =¢(y) =€' yang menunjukkan
bahwa ¢@(x) = #(y). Dari pernyataan tersebut terbukti bahwa
injektif. Selanjutnya, karena H adalah Im¢, terdapat suatu
x € G sedemikian sehingga #(x)=h. Karena
w(XK) = ¢(x) = h, maka terbuktiy/ adalah surjektif.
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Jadi terbukti bahwa iy adalah sebuah isomorfisma selanjutnya
terbukti bahwa G/Kerg = Im¢. o

2.6 Centralizer dan Normalizer

Dalam aljabar abstrak dikenal pula istilah centralizer dan
normalizer yang berkaitan dengan subgrup normal. Berikut
definisi centralizer dan normalizer.

Definisi 2.6.1 (Centralizer dan Normalizer) Jika S adalah
himpunan bagian dari G, maka centralizer dari S pada G

dinotasikan Cg (S), didefinisikan
Cs(S) ={xe G| jikas € S maka xs=sx}

Sedangkan normalizer dari S pada G dinotasikan
N¢ (S), didefinisikan

N (S)={xe G| xS=Sx}
Jika x adalah satu-satunya elemen dari S , dimana xe G, maka
Co({x}) =C(x)dan N ({x}) = N(x), sehingga bisa

dinyatakan secara langsung N(x)=C(X) .
(Scott, 1964)

Contoh 2.6.2 Misalkan G adalah grup dan H adalah himpunan
bagian dari G yang didefinisikan sebagai berikut :

el 2 365 30620
3
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Dimana A; merupkan grup permutasi dengan elemen bilangan
bulat positif kurang dari 4. Carilah Normalizer dari H pada G?

Jawab:
1 2 3

. Ambil[
12 3
12 3)(123) (123
(123}(321]{321}
12 3123 2
(321}(123] 2

1 2 3\(1 2 3 1 2 3\(1 2 3
Karena =
(l 2 3J (3 2 1) (3 2 1) (l 2 BJ
1

i.  Ambil (1 ] 3JeA3
2 31
12 3)(1 2 3 (123
(2 3 1)(3 2 1}{1 3 zj
12 3)(1 2 3 (123
(3 2 1)(2 3 1]'(2 1 3j
Karena(l 2 3)(1 2 3}{1 2 3}(1 2 3}
2 31){3 21)7(321)(2 31

k123 N (H)
maka
231EG

o

i ampi[f 23 elas [~ 2 3en. )
. mbi  jelas
3 o q) Pl ]eNe
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_ 12 3)(1 2 3
Jadi NG(H):{(1 5 3}(3 ; J}

Teorema 2.6.3 Centralizer dan Normalizer dari sebuah grup G
adalah sebuah subgrup dari G.
(Bhattacharya, dkk, 1990)

Teorema 2.6.4 Jika G adalah grup, dan H adalah subgrup dari G,
maka HcN(H) dimana N(H) adalah subgrup terbesar dari G,
sehingga H adalah normal.

(Scott, 1964)
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BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas tentang definisi-definisi dan teorema-
teorema dari direct product dan semidirect product beserta buktinya.

3.1 Direct Product

Sebelum membahas tentang semidirect product, berikut
akan dibahas tentang direct product yang berkaitan dengan
semidirect product.

Definisi 3.1.1 (Direct Product)
1. Direct product G, xG,....xG, dari grup

(G,,%), (G, *,),.....(G,,*,) adalah himpunan n-tuples (
0,,9,,--..,09,) dimana g, € G, dan ne Z" dengan operasi
yang didefinisikan oleh:
(9 %G * (R ) = (9% 0, Gy %, Mgy % 1)
2. Dengan cara yang sama, direct product G, xG,...... dari grup
(G, *,),(G, *,),....adalah himpunan barisan (g,,0,,.....) di
mana ¢; € G, dengan operasi yang didefinisikan oleh:

(91, 95,)* (N, 0y )=(09, % 0y g, %, hysel)

Pada dasarnya kedua definisi di atas adalah sama, namun
terdapat perbedaan pada banyaknya grup. Definisi pertama
menyatakan direct product dari banyaknya grup yang berhingga,
sedangkan definisi kedua adalah definisi direct product untuk
banyaknya grup yang tak berhingga. Meskipun operasi dari masing-
masing faktor dari direct product (dalam hal ini grup) berbeda, tetapi
secara umum bila grup dinyatakan dalam operasi penggandaan,
maka dinyatakan:

(9,95---8,) (N, hy,eh )= (9,0, 950,09, 0,)

(Dummit,1991)
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Teorema 3.1.2 Jika (G, o) dan (G, ®) keduanya adalah grup, maka
direct product (G, xG,,*) adalah grup terhadap operasi biner yang
didefinisikan sebagai:
%1 (G, xG,)x (G, xG,) > G, xG,
((ay,b,),(az,b,)) = (a;,b,) * (a,,b,) = (a, 0 @,,b, b,)
untuk setiap a,,a, € G;,b,,b, €G,.
(Durbin, 1992)

Bukti: Akan dibuktikan bahwa (G, xG,,*) adalah grup. Ambil
sebarang x, y, z € G, x G, misalkan:
x=(a,,b,), untuk suatu a, € G,,b, € G,
y=(a,,b,), untuk suatu a, e G,,b, € G,
z=(a,,b,), untuk suatu a, € G,,b, € G,

Akan ditunjukkan bahwa (G, xG,,*) memenuhi aksioma dibawah

ini:

1. Tertutup.
(VX,yeG, xG, 3x*xyeG, xG,)
(x*y)=(a,,b)*(a,,b,)=(a,ca,b eb,), karena G, dan
G, bersifat tertutup maka a,ca, e G,dan b, eb, € G,, jadi
X*yeG xG,.

2. Assosiatif.
(VX,¥,2€G, xG, 3 (X*y)*z=x*(y*2))
(X* y) VE = ((al’bl) 4 (az’bz)) o (aa'ba)
= (a,0a,,b, ob,) *(a;,b;)
= ((al ° az) (G a3,(b1 °b2) 'bz)
Karena G, dan G, grup maka:
(X*y)*z = (8 °(a,°a;),b, (b, eb,))
=(a,,b,) *(a, 0 a;,b, eh;)
:x*(y*z)
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3. Memiliki elemen identitas
(VxeG, xG,3e e G, xG, 3 x*e=e*xX=X)
Karena (G;, o) dan (G, ®) grup , sehingga G, dan G, masing
masing mempunyai elemen identitas berturut-turut e;,e, . Jadi
(en,er) €G, xG, .
X*€= (al’bl) *(elvez)
=(a,0€),(b, *e,)
F (allbl)
=X
exx=(e,e,)*(a;,b)
=(e,0a), (e, ohy)
= (allbl)
=X
Jadi (G, x G, ,*) memiliki elemen identitas yaitu e = (¢;,€,)
4. Setiap elemen dari (G, x G, ,*) memiliki invers
(VX eG, xG,aIX " eG, xG, 3 x*Xx ' =x"*x=¢g)
Ambil sebarang xe G, xG, maka Xx=(a,,b,)untuk suatu
a,€G,,b, €G,. Karena G, dan G,adalah grup, sehingga
setiap elemen pada G, dan G, memiliki invers. Dalam hal ini
invers dari a,€ G,adalah a,* € G,, invers dari b, € G, adalah
b' G,
Dengan demikian (a;",b;") € G, xG,.
x*x "= (ag,b;)(a, ", byY)
=(a, °a1_l’b1 .bl_l)
=(e1,62)
XX = (a‘l_l’bl_l)(al’bl)
H (al_l ° al'bl_l ob)
= (e1,€2)
Sehingga terbukti bahwa (G, x G, ,*) adalah grup. a
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Proposisi 3.1.3 Jika G,,....G, adalah grup, maka direct product
G, xG,......x G, merupakan grup berorder |G, |G, |...|G,|.
(Dummit, 1991)

Bukti: Misalkan G; grup berorder ki , akan dibuktikan order dari

G, XG, X..e0.. G, | = |GG oo |G | = Ky Ky - Ky atau

dengan kata lain banyaknya elemen dari G, xG,......x G, adalah

Karena |G,|=k;, maka banyaknya elemenG, adalah k, dan
|GZ| =K, , maka banyaknya elemen G, adalah k, demikian untuk
|G;| =k; , maka banyaknya elemen G, adalah k;
Misalkan: G, = {gl,gz, ..... 9k1}

G, =101, 900 |
Maka hasil kali langsung (direct product) dari G, xG,...... xG, =
{(gi’gj""'ngi eel’gj €eG, 0, eGn}
(9,929, (91, Ggreveer Gy v (90,94 100,)0(95, 91,01,

(gkl’gkz gk)}
dimana i=1,2,..k;, j=1,2,....k;, .....dann=1.2,...k,
Berdasarkan definisi direct product, maka banyaknya elemen adalah

kK k K,

Gy xGyrnxGy = 33, G Gy )= Ky Ky,
=1 j=1 n=1

jadi |G)[G,|...|G,|=k, -k, -k, o
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Proposisi 3.1.4 Misalkan G,,G,,....,G, adalah grup dan

G =G, xG, x....G, merupakan direct product dari G,,G,....,G,,

maka berlaku:
1. Untuk setiap i tetap, misalkan H adalah himpunan yang

elemennya terdiri atas elemen identitas dariG; pada posisi

n

elemen ke j untuk semua j#i dan sebarang elemen dari G,
pada posisi ke- i, maka H membentuk subgrup dari G yang
isomorfik dengan G; :
G, = {(e,e,....,e,gi,e, ..... e)|gi eGi}
(dimana g@; muncul pada posisi ke-i). Jika G, diidentifikasi
dengan subgrup H, maka G, merupakan subgrup normal dari
G(G, <G):
G/G, =G, x....G; ; xG,

2. Untuk setiap i tetap didefinisikan 7z, : G — G, dengan

7 ((91:920-+9,)) = 9
Maka 7; adalah homomorfisma surjektif dengan

g, €G,Vj =i

= G, x....G,_; xG;
(Dimana e muncul pada posisi ke i).
3. Dibawah identifikasi pada bagian (1), jika xeG;, dan ye G;

untuk suatu i # j, makaxy =y x.
(Dummit, 1991)

Bukti: 1. Misalkan H={(e,e,....,e, 9;.8...8)|g; € Gi}, akan

dibuktikan bahwa H adalah subgrup dari G.

i. H # @, telah jelas karena berdasarkan definisi.

ii. Jika he H maka h'e H, untuk i=5. Ambil sebarang heH,
misalkan h=(e,e,...e,gs,e,...e), untuk suatu gs € Gs_sehingga
h'=(e,e,...e,gs.e,...e) ™", untuk suatu gs * € Gs.

Jadi terbukti h™ e H.
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iii. Jika h,g e H maka hge H, untuk i=5. Ambil sebarang he H,
misalkan h=(e,e,...e,gs,e,...€) € H, untuk suatu gs € Gs
untuk i=6, ambil sebarang ge H, misalkan g=(e,e,.e,ge.€,...€)
€ H, untuk suatu gs € Gs,
maka hg=(e,e,...e,gs,e,...e) (€,6,.6,05,€,...€)

=(e,e,.6,050s,€,...€), untuk suatu gs gs € Gs

Jadi hge H.
Sehingga terbukti {(e,e,....,e,gi,e, ..... e)|gi eG} adalah sebuah
subgrup dari G. a

Selanjutnya akan dibuktikan :
G = {(e.e....e,0;,60 e)|g, €G, |
didefiniskan relasi ¢ :G; - H
g, —(e..e0,6...,6)
i. Akan ditunjukkan ¢ adalah pemetaan, akan dibuktikan jika
91= 02, maka ¢(9;)=¢(9,)
»(9,) =(e,....e,0;,€....... e)

ii. Akan ditunjukkan ¢ adalah injektif, dalam hal ini jika @(9,) =

©(9,) maka 9:= 92.

Karena  ¢(9,)=¢(9,), maka (e,....6,0,,6,..,€)=
(e,...,e,0,,€,...,6) yang menunjukkan bahwa g¢;= g,, jadi
terbukti ¢ adalah injektif.

iii. Akan ditunjukkan ¢ homomorfisma, dalam hal ini ditunjukkan
#(9,9,) = »(9,)9(9,), V9,9,€G;
?(9:9,)=0((e.....e. 0;,€,..€)(e,....6,0,,€,.€))
=¢(e,....,6,0,0,,8,....,€)
=(e,...,6,0,0,,6,...,€) =
(e,....6,0;,8,.....€)(6,....,6,0,,€,..,8)
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=p(9,)9(9,)

iv. Akan ditunjukkan ¢ surjektif, dalam hal ini ambil sebarang
y € H, akan dibuktikan terdapat g; € G; sedemikian sehingga
¢(gi):y-

yeH > y=(e,...60;,6...L)
Q’(gi) =(e,...e,gi,e, ----- £)
=
Artinya terdapat ¢; € G,, sedemikian sehinggag(g;)=y. Jadi

terbukti surjektif.
Jadi dari bukti (i-iv) diatas terbukti bahwa terdapat pemetaan

isomorfisma, sehingga G, = {(e,e,....,e,gi,e, ..... e)|g, eGi}. o

Selanjutnya akan ditunjukkan pula bahwa G, merupakan
subgrup normal dari G (G; < G). Untuk membuktikanG; subgrup
normal dari G, harus ditunjukkan:

ghg ™ € G, , untuk semua g € Gdan he G,

Ambil sebarang g € Gdanh € G,, maka g =(g,,0,,-.-,9,) dan h=

(e,...£,0i,6,....8), untuk suatu gieG;. Dimana invers dari
(91, 9,.--.9,)adalah (g,", 9;"......0,)

=(0,8 0,8 --.8i1:0,8) (0. 95" .0, )
=(01, Uy Gineny) (017,950, 050)
=(0,0,",0,05 oGy reer 8, 957)

:(el""lelgi lel""le) € Gi
Jadi G, merupakan subgrup normal dari G (G, < G). a
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa:
G/G, =G, x....G, ; xG

i i i+l
karena pemetaan  ¢; > (e,e, ..... 0.9 2% e) menunjukkan
isomorfisma dari G, dengan subgrup G =G, xG, x...G,.

Sehingga menunjukkan bahwa G, isomorfik pada G (Karena

berdasarkan definisi bahwa bila terdapat sebuah pemetaan
isomorfisma antara dua grup maka grup akan isomorfik).
Sehingga untuk membuktikannya menurut  teorema
isomorfisma pertama secara langsung dapat didefinisikan relasi
dibawah ini:
9:G -G, xG, x..G,, xG,,; x...G,

@(910- 90) = (9p0s G311 oo 91)

i. Akan dibuktikan Q merupakan  pemetaan, jika
(91, 9;-----05) =(hy, h,...h;), maka Ax0:,0,.---0,) =

go(gl, 92"""gn) :(gl""’gi—l' gi+1""’gn)
=(h,...h ,h,....h ) karena gi=h;
~glh, h,....hy)

Jadi terbukti bahwa % pemetaan .

i. Akan dibuktikan @ injektif , dalam hal ini jika #(91:92:-Gn)
— oy, 0y, h ), maka (g Gyeeeridy) =(0, 1y e 1)
#0,,9,......0,) =@, h,,...h)
(gli""1gi—1lgi+1"""gn):(hl1""'hi—l’hi+l""'lhn)
VieN,qg, =h,
Jadi terbukti bahwa (g,,0,,.-...9,) =(h,,h,,....1h,).

24



iii. Akan dibuktikan ¢ surjektif, dalam hal ini ambil sebarang
heG, x..xG_; xG,, x....xG,, akan dibuktikan terdapat x€G,

sedemikian sehingga ¢(x) =h
heG x..GxG,; x...G, = h=(9,,......0;1, %iy----0,)

A©1:950-+-94)) =(91s+-Fi1s Gig-10n)

=h
artinya 3(g,,d,,--- d,) €G , sedemikian sehingga o(x)=h,
sehingga terbukti ¢ surjektif .

iv. Akan dibuktikan ¢ homomorfisma , dalam hal ini akan
ditunjukkan sebagai berikut:

(G- 90) (- 0,)) = 2((91hy.--- 91, ))
=(9:M 9ishiy, 9ishis e 9,00y)
> (gli """ lgi—ligi+l’ """ ’gn)(hl’ """ ’hi—l1hi+1"'hn)
= (9100 9,)@(hy,.. 0y
Jadi terbukti bahwa H membentuk subgrup dari G yang isomorfik
dengan G,; :
G ={ee..e0.6.. e)|g, €G;}
(dimana g; muncul pada posisi ke-i). Selanjutnya terbukti bahwa

berdasarkan teorema pertama isomorfisma:
G/G, =G, x....G;  xG, ; x.....xG, . =]

2. Akan dibuktikan bahwa 7, adalah homomorfisma surjektif.
Definisikan relasi 7, : G — G,
(01,950 90) 2 7((91, 95, 94)) = 9
i. Akan dibuktikan 7z, pemetaan, dalam hal ini ambil sebarang
(g17927“"gn)l(hl’hZ’”"hn) €G, jika
(gl’gzl""gn) B (hl’hZ’.“’hn)’ maka
7((91: 95+ 95)) = 7, ((hy, hy.,.... 1))
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TT; ((gl’ ggl""l gn)) > gi
= , karena g; = h,
=z ((h;,hy,.....hy)
Jadi terbukti 7z; pemetaan.

Akan ditunjukkan 7; homomorfisma, dalam hal ini ambil

sebarang (RPN T M (L ’hn)EG, akan dibuktikan
(@ 80) s N )) = (9 e, 9 ) 77 (Do D)
ZA (R (e 119) EF. A1 (LR P )

=7 (9y,eeee, 9,) 77 (e )
Jadi terbukti 7z; homomorfisma.

Akan dibuktikan 7; surjektif , dalam hal ini ambil sembarang g;
€G, akan dibuktikan terdapat y € G sedemikian sehingga
7 (Y) =9,
yeG > y=(9,,0,,,9,) €6
7 (¥) = 7,((9;. 92+ 9,))
=0;

Artinya terdapat yeG sedemikain sehingga 7z, (y)=0;, jadi

terbukti 7z, surjektif .

Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa 7; homomorfisma surjektif. a

Selanjutnya didefinisikan :

g, €G,Vj=if

Ker(77,)= {(Gys-vs 0 116, Qg1 0,)

Akan ditunjukkan bahwa:

ker(z,) = G; x....G, ; xG,; x....x G, = G,
didefinisikan relasi :
@:Ker(z,)—> G, x....G,_, xG;,; x...... xG,
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(910530 € Gioti0:Gr) > T 02418, Bia o0 97)
(910918 Gisa-8n) P> (@1 Gis Gioarovons G

Akan ditunjukkan ¢ adalah pemetaan, dalam hal ini misalkan
(910091008 Gisareons 9n) = (N Mg 8 g )
sedemikian sehingga g:=hi, gi1=hi....., On= h akan dlbuktlkan
jika  (9yys 9058 Gisgse Gy) = (e by 600 DY)
maka ¢(9;,--8;i 1, Gisgre-0,) = (N, by by b )

P(9y5eees Gi1s Gisgreeess 9,) =(919ia: Gisar---00)
=(h,,...., Ny Ny h,)
=o(h,,....,h_,eh . ,..NH)

Terbukti ¢ adalah pemetaan.

Akan dibuktikan ¢ adalah injektif, dalam hal ini ditunjukkan
jika (9;,-,09,4,8, 0,4, 9,) =@(h,,...h_;,e,h,;,...0h,)
maka (9y,- Gigs Gisaoees §n) = (Do Dy €0 hy)

P(91,-9i4,8 Giyar-0,) =(p(hl' hi. € higeny)
(930014 Giago-00) = (yse iy Byl
P(9;--9i4:€ Qig o 0) =0yl 0, Ry hy)

(9, —hy,.. 9y — iy e—e 09,0 4,0, —h)=0

(9, —hyps Qi =iy e -8, 935049, —hy) € Ker(7;)
Ken(z;) +(9, —hy,-. 9y —h e -8 gih 4,9, —h,) = Ker(r))
(9 =Ny 91y — Dy 0 -6, g|+1h| e @y =Ny ) =0
(910 000 € Gia ey 9p) = (Dy e Ny 8 R )

Akan dibuktikan ¢ adalah surjektif, dalam hal ini ambil
sebarang Yy € G, x.....G,; xG,,;....x G, , terdapat ge Kerr,,
sedemikian sehingga ¢(g) =y.
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yeG, x....G; xG,;...xG, > y=(0;,--,9i1: Fig - 0,)
@(9) = 7;(91s--9i1,8 Giar0y)

= (91-Gi1 ia0n)
SN
Jadi ¢ terbukti surjektif.

iv. Akan dibuktikan ¢ adalah homomorfisma, dalam hal ini
ditunjukkan untuk setiap
(910 9i0:8 Gisarene G ) (N € 0 h)
eG; x....G, ; xG;,; x.....x G, , berlaku:

P((Gy1evves G118 Grog e Gy )Ny Ny B P B )) =
@(931+-9i9,6 Gi11,---0,) @(hy,. by 6,0 ,000)

?((91, 09, 4,8 Giuge-0, )N b 600 )
=§0(91h1’----vgi—lhi—yeeagi+1hi+1'----1gnhn)
=(9:hy s 9ishig, Gl 900D

=(9y1 Gigs Gisgoees ’g)(hl’ ’|—1’h|+11 )

—9(9;,---0,1,8,0,4,----0,) @o(hy,....h_,e,h,..hy)
Jadi terbukti @ homomorfisma .

Dari (i)-(iv) terbukti bahwa ¢ merupakan isomorfisma, sehingga
terbukti bahwa ker (7;) isomorfik dengan Gi. o

3. lJika x=(e..,e, g;,e,...,e)dan y=(e..,9;,€..,6), maka
LRSI (CIWE RGN & )) (CN R § 5\ 1-5)
SLCTECNCTNEIN goncm 1 M ((e)
D e ol L , untuk i< |

Dengan demikian pembuktian Proposisi 3.1.4 ini telah lengkap. H
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Proposisi di atas menjelaskan bahwa direct product
G =G, xG, x....G, adalah isomorfik pada masing-masing Gi.

Definisi 3.1.5 Misalkan (G,*) grup, H dan K adalah subgrup
normal dari G dan HNK={e}, maka HK disebut internal direct
product dari H dan K, sedangkan jika H dan K adalah grup maka H
x K disebut external direct product dari H dan K.

(Dummit,1991)

Teorema 3.1.6 Misalkan (G, *) adalah grup, dengan subgrup H dan
K sedemikian sehingga:
1. H dan K adalah normal di G
2. HnK={e}
maka HK = Hx K.
(Dummit, 1991)

Bukti: HK adalah subgrup pada G (Teorema 2.4.2), maka heH dan
keK. Karena H<G, maka k*hkeH dan h'(k*hk)eH,

dengan cara yang sama (h™'k ‘h)k € K. Karena H ~ K={e} yang

menunjukkan bahwa h~'k hk = {e}, maka hk=kh sehingga setiap

elemen H komutatif dengan setiap elemen dari K.
Sehingga elemen HK dapat ditulis dengan tunggal sebagai product
hk, dengan he H dan ke K maka pemetaan:

¢:HK > H xK

hk - (h,k)
Untuk membuktikan bahwa ¢ adalah homomorfisma, untuk setiap
hi,h, e H dan kq,k, €K, Kkarena h, dan k; komutatif sehingga dapat
dinyatakan: (hk;)(h,k,)=(h,h,)(kKk,)
dan product bisa dinyatakan dengan tunggal (hk;)(h,k,) pada
bentuk hk dengan he H dan ke K, ini menunjukkkan bahwa:

p(hk hk;) =o(h h,kk,)
=(hh,,kky)
=(hy, k;)(hy, k;)
=gp(h, k)p(h, k)
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sehingga ¢ adalah homomorfisma. Homomorfisma ¢ adalah bijektif

karena menggambarkan masing-masing elemen dari HK sebagai
product hk tunggal, yang membuktikan bahwa pemetaan ¢ adalah

isomorfisma, sehingga terbukti HK isomorfik dengan Hx K .
a

Contoh 3.1.7 llustrasikan bentuk grup direct product (operasi
korespondensi), misal G;=Z, misal G,=S;, misal G3;=GL,(R), di
mana operasi grup adalah penjumlahan, komposisi, dan perkalian
matrik, maka operasi G; x G, x Gz didefinisikan dengan:

(nva’(i SJ)(m,r,(E 2}):(n+m,00r,(ap+br aq+bsj)

cp+dr cg+ds

3.2 Semidirect Product

Dalam matematika khususnya aljabar abstrak, semidirect
product merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup yang
isomorfik dengan grup penggandaan, dan irisan dari subgrupnya
merupakan elemen identitas. Dalam hal ini jika semua subgrupnya
normal, maka semidirect product menjadi sebuah direct product.

Teorema 3.2.1 Misalkan H dan K adalah grup dan ¢ adalah

homomorfisma dari K ke Aut (H). Misalkan (e ) menyatakan action
dari K pada H ditentukan oleh ¢ . Misalkan G adalah himpunan

pasangan berurutan (h,k) dengan heH dan ke K dan didefinisikan
penggandaan pada G:

(hy, k) * (hy,k;) = (hk, o h,,k/k,), maka
1. Penggandaan diatas membuat G adalah grup berorder
6] =|H]K]
2. Himpunan {(h,ek)|h € H} dan {(eh,k)|k € K} adalah
subgrup dari G serta Hz {(h,ek)|h € H} dan Kz

{e, Kk e K}
3. H merupakan subgrup normal dari G (H< G).
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4.
5.

HN K={e}.
Untuk semua he H dan k € K, khk™ =k e h = po(k)(h).
(Dummit, 1991)

Bukti: 1. Akan dibuktikan bahwa (G, *) adalah grup:

Tertutup.
Ambil sebarang (hy,ky),(ha,ko) € G, akan dibuktikan

(h11 kl) % (hz ) kz) —y (hlkl % h2 1 klkz)
o (h1k1h2k171’ k1k2)

Karena grup K act on H dapat dinyatakan sebagai konjugasi
sehingga menunjukkan bahwa penggandaan pada HK

bergantung hanya pada perkalian di H, sehingga klhzkl_l eH
dan kk ' e K. Jadi terbukti G tertutup.

i. Assosiatif

Ambil sebarang (@, x), (b, y),(c,z) € G.Akan ditunjukkan
((a,x)* (b, y)) *(c,z) = (a,x) * ((b, y) * (¢, 2))
((a,x)*(b,y)) *(c,z) = (ax eb,xy)*(c,z)
= (axbx ", xy) * (c, 2)
= (axbx "xy e c, xyz)
= (axbx 'xyc(xy) *, xyz)
= (axbx 'xycx 'y, xyz)
= (axbycx 'y, xyz)
= (ax e bycy ™, xyz)
=(a,x) * (bycy ™, y2)
=(a,x) *(by ¢, yz)
= (a,x) *((b, y) = (c,2))
Untuk setiap (a,x),(b,y),(c,z) € G, maka (eex) adalah
elemen identitas dari G dengan bukti
(aX)* (enex) = (axeey, xel
axenx, xey)

(
(aen, xex)
(ax)
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(enex)* (@X) = (enex®a, exx)
= (ene,ae e X)
= (ena,exX)
=(ax)
iv. Setiap (h,k) € G, mempunyai invers berbentuk:

(hkK)'=(k eh™t k™)

Bukti : (h,k) " *(h,k) =(k™"eh™ k™*)*(hKk)
= (k" eh™) (k" eh),k'k)
=((k*h'k)(k *hk), k k)
= (k*h~'kk "hk, k k)
= (k*h~'e, hk,k k)
=(e, ke, k,k k)
= (ecey,€)
=(ey.&)

(h,k)*(h,k)™ =(h,k)*(k™"eh™ k™)
=(hke (k™ eh™),k™k)
= (hk e (k *h k), k k)
= (hk(k"h Kk ™, k'k)
= (hkk "hkk ™, k 'k)
=(he, h 'k, k k)
=(eey.€)
= (€. &)

Dari pembuktian invers di atas dapat disimpulkan sebuah

asumsi  bahwa he, =e,h=h, YVheH  demikian

juga

ke, =e,k =k, VkeK sehingga e, =e,. Bila digambarkan

dalam diagram venn maka:
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H K

COD

Dari (i)-(iv) terbukti bahwa (G,*) adalah grup.

Selanjutnya akan dibuktikan ordernya:
Misalkan |G| = nin,, berarti banyaknya elemen G adalah n;n,, karena

G=HK , maka order dari G = order H xorder K, atau dengan kata
lain banyaknya elemen dari HK adalah n;.n,.

Sehingga secara langsung |H|= n,, berarti banyaknya elemen H

adalah n; dan |K| = n,, berarti banyaknya elemen K adalah n,.
Berdasarkan definisi G=HK, maka banyaknya elemen G adalah

m

G=HK=> >(h.k;)=nn,=H|K]

-1 j=1

Jadi terbukti bahwa G adalah grup berorder |G| = |H|K]|. o

2. a. Diketahui H = {(h,e)|h eH } dimana e adalah elemen identitas

dari K, akan dibuktikan H adalah subgrup dari G, dalam hal ini akan

ditunjukkan:

i. H #¢, sebab terdapat (e,,e) € H untuk e, adalah elemen
identitas dari H.

ii. Jika ae H~, akan dibuktikan ¢ e H . Ambil sebarang
a € H , misalkan « = (h,e), untuk suatu h € H , dalam hal

ini akan ditunjukkan bahwa (h™' e) e H, yaitu dengan
membuktikan (h,e)* (h™*,e) = (e, ,€, ), sehingga diperoleh:
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(h,e)x(h™*,e) = (heeh™, ee)
= (heh'e,ee)
. (eh’ek)
Karena h € H dan h™ € H , sehingga (h™',e) e H . Jadi
terbukti jika & € H maka ¢ * e H .

iii. Jika a,f € I:|, maka a * [ € H . Ambil sebarang o € H ,
misalkan « = (h,e), untuk suatu he H . Ambil sebarang

pe H , misalkan £ =(g,e),untuk suatu g € H, maka
ax*p=(he)=(g,e)
= (he e g,ee)
= (hege ™, ee)
= (hg,e,)

karena H grup maka hg € H , sehingga « * § = (hg,e) € H .
Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa H adalah subgrup dari G. a

b. Diketahui K = {(e, k)|k € K}, dimana e adalah elemen identitas

dari K , akan dibuktikan R adalah sub grup dari G, dalam hal ini
akan ditunjukan:

i. K¢, sebab terdapat (e,e ) € H . untuk e, adalah elemen
identitas dari K .

ii. Jika ae K , akan dibuktikan « ' € IZ. Ambil sebarang
a € K, misalkan « = (e, k;), untuk suatu  k, € K, dalam

hal ini akan ditunjukkan bahwa (e, k;") e K yaitu dengan
membuktikan (e,k,) * (e,k,") = (e, ,€, ), maka
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(e: kl) % (e: klil) T (6k1 *€, k1k171)
s (eklekliaek)
= (e’ek)
karena k € Kdan k™' e K, sehingga (e,k™)eK. Jadi

terbukti jika & € K maka o * € K .

iii. Jika a,pf € }Z, maka o * f € K . Ambil sebarang « € K ,
misalkan « = (e,K), untuk suatu k e K. Ambil sebarang

pe K , misalkan B =(e,g),untuk suatu g € K, maka
ax*f=(eh)=(eQ)
= (ehee, hg)
= (eheh ™, hg)
= (eh J hg)
karena K grup maka hg € K, sehingga « * = (e,hg) K.
Jadi dari (i)-(iii) terbukti bahwa K adalah subgrup dari G.

Dari (a)-(b) terbukti bahwa I:|, K merupakan subgrup dari G. &

Selanjutnya akan dibuktikan H = {(h,ek )h e H} dan K=
{Ee, Kk ek}
a. Akan ditunjukkan H = {(h,ek )he H}
Didefinisikan: p:H — {(h,e,)heH}

h— (h,e,)
i. Akan dibuktikan ¢ adalah pemetaan, dalam hal ini jika h;=h;,
maka p(h,) = p(h,)
p(hl) = (hl’ek)
=(h,,e,)  karenah;=h,

=p(h,)
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v,

b.
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Jadi terbukti p(h;) = p(h,), sehingga p adalah pemetaan.

Akan dibuktikan p adalah injektif, dalam hal ini jika
p(h) = p(h,), maka hy=h,

o) =p(h,) > (h,e.)=(h,,e,), berdasarkan definisi
himpunan pasangan terurut maka h, =h,, sehingga p adalah
injektif.

Akan dibuktikan p adalah surjektif. Ambil sebarang
ac{he)heH} akan dibuktikan terdapat beH,
sedemikian sehingga p(b) =a

ae {(h,ek)|h € H}—) a=(be), untuk suatu beH
tetapi  p(b)=(b,e,)=a, jadi IbeH > p(b) =a, sehingga
£ adalah surjektif.

Akan dibuktikan padalah homomorfisma, dalam hal ini
ditunjukkan : p(h,h,) = p(h,) * p(h,) Vhh, e H
p(hh,) = (hh,,e)
C (h1elz1ek hzelzlek &)
r (hlelzlek ehe.e)
=(he, oh,,ee,)
=(h;,e,)*(h,,€,)
= p(hy)p(h,)
Dari (i)-(iv) terbukti bahwa H = {(h,e,)lh e H} o
Akan ditunjukkan K = {(eh,k)|k € K}
Didefinisikan: p: K — {(e, ,k)k e K |
ki (e,, k)
Akan dibuktikan p adalah pemetaan, dalam hal ini jika
ki= ko, maka p(k,) = p(k,)



k) = (&, k)
=(e,,k,)  karenak;=k,
=p(k,)
karena p(k,) = p(k,) maka p adalah pemetaan.

ii.  Akan dibuktikan o adalah injektif, dalam hal ini akan
dibuktikan jika p(k,) = p(k,), maka k;= k;
pk,) = pk,) > (e,,k)=(e,,Kk,), berdasarkan definisi
himpunan pasangan terurut maka k, =k, , sehingga p adalah
injektif.

iii. Akan dibuktikan o adalah surjektif. Ambil sebarang
ae {(eh,k)|k € K}, akan dibuktikan terdapat be K,
sedemikian sehingga p(b) =a
ae {(eh,k)|k € K}—) a=(e,,k), untuk suatu beK
tetapi  p(b) = (e, ,k) =a,jadi Ibe K> p(b) =a
sehingga p adalah surjektif.

iv. Akan dibuktikan p adalah homomorfisma, dalam hal ini :

pkk;) = p(k)o(k;) vk k, e K
p(kk,) = (e, kKk,), dengan asumsi e, =e, , maka
(en, kik,) = (&, klk{leh klkl&’ k;K)
:(ehklehk£11klk2)
=(enk; 0 €y, kik;)
=(ey. k,) * (e, k,)
= p(k;) p(k,)
Dari (i-iv) terbukti bahwa K = {(e, , k)k K} o

3. Untuk membuktikan subgrup normal maka cukup berdasarkan
teorema (2.2.4) yang menyatakan bahwa jika K merupakan
subgrup dari normalizer H pada G (K <Ng(H)) dan H juga
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merupakan subgrup dari normalizer H pada G (H<Ng(H)), maka
didapatkan Ng(H)=G, sehingga H < G, maka terbukti H <1 G.
a

4. Telah jelas berdasarkan asumsi, jika H K ={e}, maka HM

5.
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K={e}, sehingga telah terpenuhi bahwa H~"K={e}. &

(e.k)=(h,e)*(e, k)™  =((e,k)*(h,e))*(e,k™)
=(k o h,k) * (e,k )
=(k o hk e &, kk )
= (khk "“kek %, kk ™)
= (khk *, kk )
=(k e h,e)

Bukti di atas menunjukkan khk * =keh, karena () bisa
dinyatakan sebagai pemetaan homomorfisma. Selanjutnya

didefinisikan Aut(H) = {f|f hom:H — H}, dan pemetaan
¢:K — Aut(H), dimana K — ¢, (H).Karena dalam hal
ini @, :H —H, maka h ¢, (h) = p(k)(h) =khk ™" =k eh,
untuk Vhe H . Selanjutnya akan dibuktikan khk ™" e H dan
@, (H) merupakan homomorfisma.

i. Akan ditunjukkan khk ™ e H .

Sebagaimana uraian di atas pada pembuktian aksioma
tertutup.
ii. ¢ (H) adalah homomorfisma.

Misalkan ¢, (h,) = khlkfl, o (h,) = khzkf1
@, (hh,) = khlhzkil
= khlk_lkhzk_1

= ¢, (h)e, (h,)
terbukti bahwa ¢, (H) homomorfisma.



Jadi terbukti berlaku untuk semua heH dan keK,
khk ' =k eh = g(k)(h) . o

Definisi 3.2.2 Misalkan G adalah grup, jika H dan K adalah dua
buah grup dan ¢ adalah suatu homomorfisma dari K ke Aut(H).

Dimana G=Hx K yang di dalamnya didefinisikan penggandaan :

(hy, k) * (hy, k,) = (hk, e hy,kik, )
Maka G disebut semidirect product dari H dan K bersama dengan ¢
dan dinotasikan Hx K atau secara singkat ditulis HxIK .

(Dummit, 1991)

Definisi 3.2.3 Jika H adalah subgrup dari G. Maka sebuah subgrup
K pada G disebut sebuah komplemen dari H pada G, jika G=HK dan
HN K={e}.

(Dummit, 1991)

Dari definisi diatas dapat disimpulkan bahwa sebuah
semidirect product bisa dinyatakan secara singkat yakni harus
terdapat sebuah komplemen dari beberapa subgrup normal sejati dari
G (proper normal subgrup G).

Definisi 3.2.4 Didefinisikan sebuah grup G=HK, dimana H adalah
normal di G dan Hn K={e}, maka G disebut semidirect product
dari H dan K. Jika K normal pada G, maka semidirect product
menjadi sebuah direct product.

(www.math.niu.edu)

Contoh 3.2.5

(H+)=(Z,+)= {I, 5} dan (K,+)=(Z;,+) = {I, 2, §}

Maka G = H xK = {(1,1),(1,2),(1.3). (2.1), (2,2), (2,3)}.
Akan dibuktikan bahwa (H xK,*) adalah grup, sebelumnya

didefinisikan terlebih dahulu homomorfismanya.
9. K — Aut(H)

ki (k)= o (H) =k eh =khk X, Vh e H
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Selanjutnya untuk membuktikan grup, ambil sebarang X, y, z €
H x K misalkan:

|

x=(1,3), untuk suatu 1 e H,3 e K
y=(1,1), untuk suatu 1 € H,1 e K
2=(1,2), untuk suatu 1 € H, 2 e K

| Wl

Akan ditunjukkan bahwa (H x K,*) memenuhi aksioma:

40

Tertutup.
(VXx,ye HxK>x*ye HxK)

(x*y)=(1,3)*(1,1)=(1.31,3.1)
~(1.3.1313.1)
=(1,3) e HxK
karena H dan K bersifat tertutup maka 1.(3.1.3") e H dan
3eK, jadi x*yeHxK.
Assosiatif.
(VX,y,ze HxK 3 (x*y)*z = x*(y*2))
(x*y)*z =((1,3)*(1,1))*(1,2)
= (13e1,31)%(1,2)
= (1.3.00(101),31.2)

—(1.3e(1.101),31.2)

=(1,3)((1,1)(1,2))
=X*(y=*2)
Setiap elemennya memiliki elemen identitas
(WeHxK FeeHxK>x*e=e*X=X)

Karena (H,+) dan (K,+) grup , sehingga H dan K masing
masing mempunyai elemen identitas berturut-turut e;,e, . Jadi
(61,92) e HxK.

X*e= (I-E)*(el’ez)
=(T3ee, 2e,)



=(1.2¢,.2"28,)
=(1.ee, 2¢e,)
=(1e,,2e,)
=(1,2)
=X
exx=(e,e,)*(1.2)
=(e,e, 01,8, 2)
=(e,e,.18,7,6,.2)
=(e,.1,e,.2)
=(1,2)
=X
Jadi (H x K ,*) memiliki elemen identitas yaitu e = (e, €,)
Setiap elemen dari (H x K,*) memiliki invers
(VxeHxK FIx'TeHxKaxxx'=x"'xx=¢)
Ambil sebarang xe HXK maka X= (I,§) untuk suatu
1eH,3eK. Karena H dan Kadalah grup, sehingga setiap
elemen pada H dan K memiliki invers. Dalam hal ini invers
dari 1€ G, adalah 1™ € H , invers dari 3 eKadalah 37 e K
Dengan demikian inversnya(3e17",3")e H xK .
xxX*=(1,3)*(3el1",31)

=(1.3.¢(37.1%3),3.3
=(1.3.(3%11"3).37,
_(le.le,,8,)
=(e1,6,) asumsi e;=e;
xtxx = (3" el1,37M) (1,
=((37e1)3"e
=(31113).3"1.

I—‘|
ool wl
N

f |
3,
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(37 Tg% .3,3.31
So(fEe? e
=(e1,€;) asumsi e;=e;

3 1. B2 A5
e,.1.3,3.37)

Sehingga terbukti bahwa (H x K ,*) adalah grup. Jadi (G,*)

adalah semidirect product H K.
a

Proposisi 3.2.6 Misalkan H dan K adalah grup dan misalkan
¢ K — Aut(H) adalah homomorfisma. Maka pernyataan dibawah

ini ekuivalen:

(1). Pemetaan identitas dari HxK dan H x K adalah sebuah grup
homomorfisma.

(2). @ adalah trivial homomorfisma dari K into Aut (H).

(3). K< HXK.
(Dummit, 1991)

Bukti: (1) — (2) Dengan definisi dari operasi grup pada H K
(hy,k,) * (h,, ky) = (hk, eh,,k k)

untuk semua h;,h, e Hdan k;,k, € K. Dengan asumsi (1)

(h,k,)(h,k,)=(hh,)(k.K,),dengan menyamakan faktor pertama

dari pasangan terurut diperoleh k; h, =h, untuk h,e H dan k; e K,

sehingga K act trivially on H, dalam hal ini menunjukkan bahwa
setiap elemen H dipetakan ke pemetaan identitas automorfisma N,

atau dinyatakan, Aut(H) = {f|f hom:H — H|
¢:K — Aut(H)
k> ¢, (h)
Dalam hal ini ¢, :H —> H
his g, (h) = khk* =Kk s h, untuk Vh & H

(2)—>(3) Jika @adalah trivial dalam hal ini dinyatakan dalam
¢:K — Aut(H), maka action dari K pada H adalah trivial,
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sehingga elemen dari H commute dengan K (Teorema 3.2.1
pernyataan 5). Maka H normalize terhadap K. Karena K normal
terhadap dirinya sendiri, maka G=HK normal terhadap K, sehingga
pernyataan (3) terbukti.

(3)— (1) Jika K normal pada HXK maka telah dibuktikan pada
direct product (Teorema 3.1.2), untuk semua heH dan keK ,
komutator [h,k] € H " K={e} sehingga hk=kh dan action dari K ke
H adalah trivial. Penggandaan pada semidirect product adalah sama
dengan pada direct product:

(hy, k) * (hyik,) = (hh,, kik,)
untuk setiap h;,h, € H dan k;,k, € K. Sehingga bukti (1) telah
lengkap. a

Proposisi di atas menunjukkan hubungan semidirect product
dengan direct product.

Teorema 3.2.7 Misalkan (G,*) grup dan H, K subgrup dari G
sedemikian sehingga:
a. H<G
b. H nK={e}
Misalkan ¢ : K — Aut(H) adalah homomorfisma yang memetakan
ke K ke automorfisma dari konjungsi oleh k pada H. Maka
HK = HXxK. Khususnya, jika G=HK dengan H dan K memenuhi
pernyataan (a) dan (b), maka G adalah semidirect product dari H dan
K.

(Dummit, 1991)

Bukti: Karena H <G, HK adalah subgrup dari G. Dari Teorema
3.1.2 dimana setiap elemen HK dapat dinyatakan secara tunggal dari
hk, untuk heH dan ke K. Definisikan f :HK —H » K maka

pemetaan hk — (h,k) adalah himpunan yang bijektif dari HK onto H
XK, karena grup H muncul sebagai himpunan elemen (h,e) dan K
muncul sebagai himpunan dari elemen (ek), sebagaimana telah
dibuktikan bahwa H isomorfik dengan himpunan elemen (h,e) dan
dan K isomorfik dengan himpunan elemen (g,k) (Teorema 3.2.1).
Karena isomorfik maka jelas terdapat pemetaan ¢ yang merupakan

43



homomorfisma sebagaimana pembahasan formulasi dari definisi

semidirect product.
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BAB IV
KESIMPULAN

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari pembahasan adalah

sebagai berikut :

1.

P

Direct product dari beberapa grup adalah isomorfik pada

masing-masing subgrup G; .

Diantara sifat-sifat semidirect product adalah sebagai

berikut:

i. merupakan grup yang dibangun dari subgrup-subgrup
yang isomorfik dengan grup penggandaan, dan irisan
dari subgrupnya merupakan elemen identitas.

ii. Jika semua subgrup pada semidirect product normal,
maka semidirect product bisa menjadi sebuah direct
product

iii. Pada direct product dan semidirect product terdapat
hubungan, yaitu direct product isomorfik dengan
semidirect product.
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