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KARAKTERISTIK FUNGSI SET-VALUED
YANG MONOTON MAKSIMAL

Abstrak

Dalam skripsi ini dibahas karakteristik fungsi set-valued
yang monoton maksimal di ruang Hilbert real. Jika X adalah ruang
Hilbert real dan ser-valued F:D(F) — P,(X) monoton maksimal,
maka karakteristik set-valued tersebut adalah sebagai berikut: set-
valued F monoton dan himpunan int(D (F )) serta D(F) konveks. Di
samping itu, set-valued F terbatas lokal di setiap titik dalam
int(D (F )), tetapi tidak terbatas lokal di batas D(F). Selanjutnya,
untuk setiap x € D(F), himpunan F(x) tertutup dan konveks,
sehingga grafik Gr(F) tertutup dalam X X X. Akibatnya, himpunan
F(x) kompak di setiap x € int(D (F )), tetapi himpunan F(x) tidak
kompak di batas D (F).

Kata Kunci: karakteristik, set-valued, monoton maksimal, terbatas
lokal, kompak dan konveks.
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A CHARACTERISTIC OF SET-VALUED FUNCTION
WHICH MAXIMAL MONOTONE

Abstract

In this paper we discuss a characteristic set-valued function
which maximal monotone in real Hilbert space. If X is real Hilbert
space and set-valued F: D(F) — P,(X) is maximal monotone, then
characteristics of the set-valued are as following: set-valued F is
monotone and the sets int(D (F )) and also D(F) are convex.
Besides, the set-valued F is locally bounded in every point of
int(D (F )), but not locally bounded in boundary D (F). Furthermore,
for each point x € D(F), a set F(x) is closed and convex, so that the
graph Gr(F) closed in X X X. Consequently, the set F(x) is compact
in each point x € int(D (F )), but the set F(x) is not compact in
boundary D (F).

Keyword: characteristic, set-valued, maximal monotone, locally
bounded, compact and convex.
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BAB1I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara umum fungsi dikelompokan menjadi dua kelompok
yaitu fungsi bernilai tunggal (single-valued function) dan fungsi
bernilai himpunan (set-valued function). Fungsi bernilai tunggal
adalah fungsi yang memiliki satu nilai untuk setiap titik pada daerah
asalnya. Sedangkan fungsi set-valued adalah fungsi yang memiliki
lebih dari satu nilai untuk setiap titik pada daerah asalnya. Dengan
demikian fungsi set-valued merupakan perumuman dari fungsi
single-valued.

Fungsi set-valued banyak dibahas oleh para ahli, diantaranya
Borges, 1967 memperkenalkan konsep-konsep dasar fungsi set-
valued. Borwein dan Aubin, 1992 memaparkan analisis fungsi sez-
valued dan penerapannya dalam ilmu aplikasi. Konsep-konsep dasar
dan analisis tentang fungsi set-valued yang dipaparkan oleh Borges
dan Aubin memberikan terobosan baru untuk perkembangan analisis
fungsi set-valued. Dalam perkembangannya diperkenalkan suatu
fungsi set-valued yang monoton yang merupakan konsep dasar dari
fungsi set-valued yang monoton maksimal. Fungsi set-valued yang
monoton maksimal memberikan peranan penting dalam ilmu analisis
dan ilmu aplikasi.

Peranan fungsi sef-valued yang monoton maksimal dalam
ilmu analisis dan ilmu aplikasi diantaranya sebagai konsep dasar
untuk masalah pertidaksamaan variasi dan masalah equilibrium yang
merupakan teori dasar dari teknik optimasi, linier programming,
transportasi dan ekonomi (Phelps, 1993, Luc, 1996, Hassouni, 2003,
Kaplan, 2003 dan Beldiman, 2007). Di samping itu, fungsi set-
valued yang monoton maksimal juga mempunyai peranan penting
dalam analisis solusi persamaan diferensial nonlinier (Apreutesei,
2003).

Fungsi set-valued yang monoton maksimal juga banyak
dibahas dan dipopulerkan oleh para ahli. Sebagai contoh, Browder,
1967 dan Brezis, 1976 memaparkan perkembangan teorema fungsi
set-valued yang monoton dan monoton maksimal. Weyer, 1976
membahas tentang karakter domain fungsi sef-valued yang monoton
maksimal. Rockafellar, 1968 mengemukakan kekonveksan domain

1



fungsi set-valued yang monoton maksimal. Di samping itu,
Rockafellar, 1968 juga memaparkan keterbatasan lokal dari fungsi
set-valued yang monoton maksimal di setiap titik interior
domainnya. Phelps, 1993 mengemukakan teorema-teorema tentang
fungsi set-valued yang monoton maksimal. Crouzeix, 2006
mengkonstruksi fungsi set-valued yang monoton maksimal dari
fungsi set-valued yang monoton. Dan Lohne, 2007 membahas
karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal.

Berdasarkan uraian di atas fungsi set-valued yang monoton
maksimal sangat penting untuk dibahas. Untuk mengetahui lebih
detil tentang fungsi sef-valued yang monoton maksimal dibahas
karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal pada ruang
Hilbert real.

1.2 Rumusan Masalah

Masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana
karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal pada ruang
Hilbert real.

1.3 Batasan Masalah

Dalam skripsi ini hanya dibahas karakteristik fungsi set-valued
yang monoton maksimal pada ruang Hilbert real.

1.4 Tujuan

Tujuan yang akan dicapai dalam penulisan skripsi ini adalah
memperoleh karakteristik fungsi sef-valued yang monoton maksimal.

1.5 Manfaat

Manfaat dari skripsi ini adalah menambah wawasan dan
pengetahuan tentang ilmu analisis fungsional, khususnya analisis
fungsi set-valued yang monoton maksimal.



BABII
TINJAUAN PUSTAKA

Sebagai konsep dasar untuk bab pembahasan nantinya
diberikan beberapa definisi berikut:

2.1 Ruang Metrik

Definisi 2.1.1 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Misalkan X adalah
himpunan objek-objek. Fungsi d: X X X — R, disebut metrik atau
fungsi jarak jika untuk setiap x,y, z € X memenuhi aksioma-aksioma
berikut:

() d(xy) 20,

(i) dx,y) =0 x =y,

(i) d(x, y) = d(y, %),

(iv)d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Definisi 2.1.2 (Heil, 2006 dan Anonim®, 2008). Himpunan objek-
objek yang dilengkapi dengan metrik disebut ruang metrik. Ruang
metrik X yang dilengkapi dengan metrik d dinotasikan dengan
X, d).

Contoh 2.1.3 Himpunan RX yang dilengkapi dengan metrik
d(x,y) = \/|x1 -y |2+ [xy — 52+ 4 |xp —yi|?, di  mana
untuk setiap i=1,2-,k, x;,y; €ER dan x = (xq,xp,*, %),
y = (¥1,¥2, -, V) € R¥ adalah ruang metrik.

Bukti: Ambil sembarang x,y,z € RX. Akan ditunjukkan himpunan
RX memenuhi aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.1.1
(i) Karena untuk setiap i = 1,2+, k, |x; — y;|?> = 0 maka
A0, y) = lxs = y12 + 12 = y2 12 + -+ 1 — 72 2 0.
%B (=) Misalkan d(x,y) = 0. Akan ditunjukkan x = y. Karena

d(x,y) = \/|x1 —yil?2 +lx =y |2 4 4 |x — v = 0,

maka 1 = 1 |% + [xz = y21? + -+ |x — yie|* = 0.
Sehingga untuk setiap i =1,2-:,k, x; =y;. Akibatnya
x=y.



(<) Misalkan x = y. Akan ditunjukkan d(x,y) = 0. Karena
x =y, maka untuk setiap i =1,2---,k, x; = y;. Sehingga
d(x,y) = lxg = y11? + |xz — yo |2 + - + [xg — |2 =0.
(iii) d(x,y) = lxg — 1% + [xz — y212 + - + I — Y |?
= VIy1 =212 + lyz — %212 + -+ |y — %2
=d(y, x).
(iv) d(x,y) = \/lxl — Y112 + |xp =y 2 + -+ |x — yi|?
=Jlx1 — 21 + 23 — 11?2 + ok |3 — 23 + 23 — |2
SVl =212 + | = 22 + o+ g = 212 +
\/|Zl —nl? +zy = y21% + o + |z — yil?
=d(x,z) +d(zy). &l

Definisi 2.1.4 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Barisan {x,,},en
dalam ruang metrik (X,d) disebut konvergen ke x € X, jika untuk
setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap
n = N, berlaku d(x,, x) < ¢.

Contoh 2.1.5 Misalkan (R, d) adalah ruang metrik dengan metrik
d(x,y) = |x — y|. Barisan {x,},ey € R yang didefinisikan oleh
X, =1+ % adalah barisan yang konvergen ke 1.

Bukti: Tentukan sembarang N € N sedemikian sehingga & = %
Maka untuk setiap n > N berlaku |1 + % ~ 1| = |%| < &. Terbukti
bahwa barisan x,, = 1 + 2 konvergen ke 1 atau lim,, o0 (1 + %) AL |

Definisi 2.1.6 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Barisan {x,,}nen
dalam ruang metrik (X, d) disebut barisan Cauchy, jika untuk setiap
€ > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N,
berlaku d (x,,, x,) < €.

Contoh 2.1.7 Misalkan (R,d) ruang metrik, dengan metrik
d(x,y) = |x — y|. Barisan {x;;},eny € R yang didefinisikan oleh
(b—a)
n

X, =a-+ , untuk setiap a,b € R sedemikian sehingga b > a

dan setiap n € N adalah barisan Cauchy.



Bukti: Ambil sembarang a,b € R sedemikian sehingga b > a dan
N € N sedemikian sehingga € = b;]—a, maka untuk setiap m,n > N,
sehingga berlaku

] = [0 + 0 (a9
_|M_M|

| |+| |<2——25

Karena nilai & sembarang, maka untuk setiap m,n =N,

|x;, —x,| < &. Akibatnya, untuk setiap n€N, x, =a+-—— e

adalah barisan Cauchy. o

Setiap barisan yang konvergen adalah barisan Cauchy. Hal
tersebut tercermin dalam Teorema 2.1.8. Tetapi barisan Cauchy
belum tentu barisan konvergen. Hal tersebut ditunjukkan pada
Contoh 2.1.9.

Teorema 2.1.8 (Heil, 2006 dan Anonims, 2008). Jika barisan
{xn}neny dalam ruang metrik (X, d) konvergen maka barisan tersebut
adalah barisan Cauchy.

Bukti: Misalkan (X,d) adalah ruang metrik dan {x,},ey adalah
barisan yang konvergen ke x € X. Akan ditunjukkan {x,,},ey adalah
barisan Cauchy. Karena {x,}, ey adalah barisan yang konvergen ke
x € X, maka untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga
untuk setiap n = N, berlaku d(x,,x) < e. Karena & sembarang,
maka untuk setiap m,n = N berlaku d(x,,, x) < 2 dan d(x,,x) <:.
Karena (X,d) adalah ruang metrik maka d(x;,, X,) < d(x;,, x) +
d(x,x,) = d(xp, x) + d(xp, x) <3+ = e Terbukti bahwa setiap
barisan yang konvergen adalah barlsan Cauchy ]

Contoh 2.1.9 Misalkan untuk setiap n € N, x,, =

a,b € R sedemikian sehingga b > a adalah barisan yang termuat
dalam ruang metrik (a, b]. Barisan tersebut adalah barisan Cauchy
tetapi tidak konvergen, karena tidak ada a € (a,b] sedemikian
sehingga x,, konvergen ke a.

b—a .
( - ), di mana



Definisi 2.1.10 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Ruang metrik
(X,d) disebut ruang metrik lengkap (complete metric space), jika
untuk setiap barisan Cauchy dalam X konvergen.

Contoh 2.1.11 Himpunan R¥ yang dilengkapi dengan metrik
d(x,y) = /X 1|x; — y;|? adalah ruang metrik lengkap. Karena
setiap barisan Cauchy dalam R¥ konvergen.

2.2 Ruang Vektor

Definisi 2.2.1 (Joy, 2000 dan Anonim’, 2008). Misalkan X adalah
himpunan. X disebut ruang vektor atau ruang linier jika untuk setiap
X,y € X dan skalar a, f memenuhi aksioma-aksioma berikut:

i x+yekX,

(i1) ax € X,

(i) x+y=y+x,

iv) x+y)+z=x+(y+2),

(v) terdapat vektor O € X, sedemikian sehingga x + 0 = x,

(vi) terdapat —x € X, sedemikian sehingga x + (—x) = 0,

(vii) a(Bx) = (af)x,

(viii) 1x = x,

(ix) (a+ B)x = ax + Bx dan

x) alx+y) =ax+ ay.

Contoh 2.2.2 Himpunan RX dengan skalar @, 8 € R adalah ruang
vektor. Di samping itu, himpunan C* dengan skalar a, € C juga
merupakan ruang vektor.

2.3 Ruang Bernorma dan Ruang Banach

Definisi 2.3.1 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Misalkan X adalah
ruang vektor. Fungsi ||-|[: X - R, disebut norm pada X jika untuk
setiap x, y € X dan skalar « memenuhi aksioma-aksioma berikut:

@ Ilxll =0,

(i) [[x[[=0ex=0,

(i) [lex|l = lalllx|| dan

@v) Ilx +yll < llxll + lIyl.



Definisi 2.3.2 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Ruang vektor yang
dilengkapi dengan norm disebut dengan ruang bernorma (normed
space).

Contoh 2.3.3 Ruang vektor R yang dilengkapi dengan norm

x| = \/|x1|2 + |x,|? + -+ + [x,|? adalah ruang bernorma.

Bukti: Ambil sembarang x € RK dan skalar a € R. Akan
ditunjukkan aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.3.1 terpenuhi.
(i) Karena untuk setiap i=12,--,k, |x]?>0 maka
|12 + |21 + -+ + |x|? = 0. Akibatnya
lxll = /1|2 + 2|2 + -+ + [x, |2 = 0.
(ii) (=) Misalkan ||x|| = 0. Akan ditunjukkan x = 0. Karena
lcll = Vg2 + 312 + o+ o [2 =0, maka | |* +
|25]2 + -+ + |x,|? = 0. Karena untuk setiap i = 1,2,--,k,
|x;|> = 0, maka untuk setiap i = 1,2,---,k, x; = 0. Karena
untuk setiap i = 1,2, -+, k, x; = 0, maka x = 0.
(=) Misalkan x = 0. Akan ditunjukkan ||x|| = 0. Karena
x = 0, maka untuk setiap i = 1,2,---,k, x; = 0. Sehingga
lix|l = V0% + 02 + --- 4+ 02 = 0.
(i) [lax|l = lax; |? + [ax,|? + - + |ax|?
= V0al2(x11? + [ ]2 + -+ [2[?)
= laly/lxg |2 + [x2]2 + - + [xe[2 = |l 1]
(V) llx + il = y1xq + 7112 + x5 + yo |2 + - + g + yiel?
< \/lel2 + 252 + - 4+ |x |2
+/1y1 1% + [721% + = + lyi[?
= |lx|l + llyll. O

Definisi 2.3.4 (Heil, 2006 dan Anonim3, 2008). Ruang bernorma X
disebut ruang Banach, jika untuk setiap barisan Cauchy dalam X
konvergen.

Contoh 2.3.5 Ruang bernorma RX pada Contoh 2.3.3 adalah ruang
Banach, karena setiap barisan Cauchy dalam R¥ konvergen.



2.4 Ruang Pre-Hilbert dan Ruang Hilbert

Definisi 2.4.1 (Heil, 2006, Kajotoni, 2007 dan Anonim’, 2008).
Misalkan X adalah ruang vektor. Fungsi (-):X X X — C disebut
inner product pada X jika untuk setiap x,y,z € X dan skalar «,f
memenuhi aksioma-aksioma berikut:

@ {x,x)=0,

() (x,x)=0=x =0,

(iii) {x, y) = (y, x),

(iv) {ax,y) = a{x,y) dan

V) (x+y,2) =(x,2) +(y,2).

Definisi 2.4.2 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Ruang vektor yang
dilengkapi dengan inner product disebut ruang inner product atau
ruang pre-Hilbert.

Contoh 2.4.3 Ruang vektor C" yang dilengkapi dengan inner
product (x,y) = 2.7, x; ¥, adalah ruang pre-Hilbert.

Bukti: Ambil sembarang x € C* dan skalar a € C. Akan
ditunjukkan aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.4.1 terpenuhi.
(i) Karena untuk setiap i=1,2,--,n x;X, = |x;|> >0 maka
(x,x) = Xiz1 %, = 0.
(i) (=) Misalkan (x,x) = 0. Akan ditunjukkan x = 0. Karena
(x,x) =21 x%, =0 dan untuk setiap i=12,,n,
x;X, = 0 maka untuk setiap i =1,2,:--,n, x; = 0. Karena
untuk setiap i = 1,2,---,n, x; = 0 maka x = 0.
(&) Misalkan x = 0. Akan ditunjukkan (x,x) = 0. Karena
x =0 maka untuk setiap {=1,2,---,n, x; = 0. Sehingga
(x,x) =2 %%, =X, 00=0.
(i) (x,y) = Xizy X%, = Xiza 5y, = Liza X = (¥, x).
(iv) (ax,y) = Xily ax;iy, = a Li=y X9, = alx, y).
V) (x+y,2) = Y10 +¥)7, = Xizi 07, + ¥iZ,
= Yit1 XiZ + Xity ViZy = (X, 2) + (¥, 2). O

Lemma 2.4.4 (Heil, 2006, Kajotoni, 2007 dan Anonim’, 2008). Jika
(+,+) adalah inner product pada X, maka untuk setiap x, y € X berlaku
llx + ylI> = llxll* + [lylI*.



Bukti: Karena z + Z = 2Re z maka
lx +ylI> = (x +y,x +y) = x> + (x, ) + (v, ) + |lylI?
= ||x]I? + 2Re (x, y) + llyll>. O

Teorema 2.4.5 (Kajotoni, 2007 dan Anonim®, 2008). Jika (-,-) adalah
inner product pada X maka untuk setiap x,y € X berlaku

1<, )< Il

Bukti: Ambil sembarang x,w € X. Karena (-,-) adalah inner inner
product pada X, maka (x — w,x — w) > 0. Sehingga diperoleh
(x—w,x —w)=(x,x —w)— (W, x —w)
= (x,x) — {x,w) — (W, x) + (w,w)
= (x,x) — 2Re (x,w) + (w,w) = 0.
Dengan demikian (x,x) = 2Re (x,w) — (w,w). Misalkan y # 0
< )

sedemikian sehingga w = on?: maka
(x y) xy) o (xy)
> M) Ty Y27
(%) = 2Re <x< 27 = G ¥ oY
_ e (2 ) )
= 2Re ( ) x y)) vy o, v.y) y)
(EZ0) _ @y
= 2Re ( .y x y)) V) vy) 0.y
_ (xy) _(Kx)I?
B ( (¥.y) x, y)) ((y.y)2 ) .y
ey _ Kaey)? _ [xy)l?
¥.y) >y (.9) ¢
Dengan demikian diperoleh (x, x) > i 3;” sehingga
(x| < IIXIIIIYH O

Teorema 2.4.6 (Kajotoni 2007). Jika (-,-) adalah inner product pada
X maka untuk setiap x, y € X berlaku

llx + ylI2 + llx = y112 = 2(IxI1? + ly]1).

Bukti:

lx +yll2+llx—yl? =x+y,x+y) + (x -y, x —y)
=(xx+y)+t@x+y)+txx—y)—(y,x—y)
= (x,x) + (x,¥) + (¥, x) + (¥, )

+(x, x) — (x,y) — (¥, x) + (v, y)
= 2(¢x, x) + (v, ) = 2(lIx]1* + [y lI*). O



Lemma 2.4.7 (Anonim’, 2008). Setiap ruang pre-Hilbert adalah
ruang bernorma, di mana norm pada ruang bernormanya
didefinisikan

llx|l = (x, x)=.

Bukti: Misalkan X adalah ruang pre-Hilbert. Akan ditunjukkan X
adalah ruang bernorma. Ambil sembarang x,y € X dan sembarang
skalar a.

(i) Berdasakan definisi, [|x|| = (x,x)%. Karena X adalah ruang

pre-Hilbert maka (x, x) = 0. Sehingga ||x|| = (x,x)% > 0.
(i) (=) Misalkan ||x|| = 0. Akan ditunjukkan x = 0. Karena

[lx]| = (x,x)% = 0, maka (x,x) = 0. Karena X adalah ruang
pre-Hilbert dan (x, x) = 0 maka x = 0.
(<) Misalkan x = 0. Akan ditunjukkan ||x|| = 0. Karena
x =0 maka ||x|| = [|0]] = (0,0)% = 0. Dengan demikian,
jika x = 0 maka ||x|| = 0.

(iii) Berdasarkan definisi

[lax]|| = (ax, ax)% = (a{x, ax))% = (a(ax, x))%
= (aa(x, x))% = (aa(x, x))%

1 1
= (a@)z(x, x)z = |allx]|.
(iv) Berdasarkan definisi
lx +ylI> = x +y,x+y) =(x,x+y) + (v, x + y)

= (x,x) +{x,y) + (v, x) + (v, ¥)

= [lxll* + 2Re(x, y) + lIyll?
x> + 2|¢x, )| +ly Il
llx]1? + 2[lxlllly 1+l 11>

= (llx]l + llyID?,

sehingga diperoleh ||x + y|| < [|x]| + ||y]|. Karena aksioma (i)-(iv)
pada Definisi 2.3.1 terpenuhi maka terbukti bahwa X adalah ruang
berorma. ]

IA A

Definisi 2.4.8 (Heil, 2006 dan Anonim®, 2008). Ruang pre-Hilbert X
disebut ruang Hilbert jika untuk setiap barisan Cauchy dalam X
konvergen.
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Contoh 2.4.9 C" yang dilengkapi dengan inner product
(x,y) = X, x;¥ adalah ruang Hilbert. Karena C" adalah ruang
inner product dan setiap barisan Cauchy dalam C™ konvergen.

2.5 Himpunan Tertutup, Terbatas dan Kompak

Definisi 2.5.1 (Heil, 2006 dan Done, 2008). Misalkan X adalah ruang
bernorma.
(1) Bola terbuka (open ball) pada X dengan pusat x dan jari-jari
r > 0 adalah himpunan
B.(x) ={y € X:llx —yll <r}.
(i) Himpunan A € X disebut terbuka jika untuk setiap x € 4,
terdapat r > 0 sedemikian sehingga B, (x) S A.
(iii)Himpunan F € X disebut tertutup jika F€¢ terbuka.

Definisi 2.5.2 (Heil, 2006, Done, 2008 dan Anonim?, 2008).
Misalkan X adalah ruang bernorma.

(i) Titik a € X disebut titik interior dari A € X, jika terdapat
r > 0 sedemikian sehingga B,(x) € A. Himpunan semua
titik interior dari A dinotasikan dengan int(A).

(i1) Titik x disebut titik limit dari A € X, jika untuk setiap r > 0,
AN(B,(x)\{x}) # @. Himpunan semua titik limit dari A
dinotasikan dengan A'.

(iii) Closure dari A adalah union dari A dan titik limitnya, atau
A =AU A'. Closure dari A dinotasikan dengan A.

(iv) Himpunan A disebut dense jika A = X.

Lemma 2.5.3 Himpunan A terbuka jika dan hanya jika untuk setiap
titik dalam A adalah titik interior.

Bukti: (=) Misalkan himpunan A terbuka. Akan ditunjukkan setiap
titik dalam A adalah titik interior. Ambil sembarang x € A. Akan
ditunjukkan terdapat r > 0 sedemikian sehingga B,.(x) € A. Karena
himpunan A terbuka maka terdapat r > 0 sedemikian sehingga
B,.(x) € A. Dengan demikian, x adalah titik interior dari A. Karena
x adalah sembarang titik dalam A, maka setiap titik dalam A adalah
titik interior.
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(<) Misalkan semua titik pada A adalah titik interior. Akan
ditunjukkan himpunan A terbuka, yaitu int(4) = A. Karena
int(A) = {x € A: x titik interior}, maka int(A) c A. Langkah
selanjutnya akan ditunjukkan int(A) D A. Karena untuk setiap x € A
adalah titik interior dari A maka A c int(4) = {x € A:x titik
interior}. Dengan demikian int(A) = A. Terbukti bahwa himpunan
A terbuka. =

Lemma 2.5.4 (Heil, 2006 dan Done, 2008). A adalah himpunan
tertutup terkecil yang memuat A. Dengan kata lain
A =N{F c X:F 2 Adan F tertutup}.

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan bahwa himpunan A
tertutup. Menurut definisi, himpunan A tertutup jika himpunan A°
terbuka. Selanjutnya akan ditunjukkan A€ terbuka. Jika x € A maka
x ¢ A. Karena A memuat semua titik limit dari 4 dan x € A maka x
bukan titik limit untuk A. Sehingga terdapat r > 0 sedemikian
sehingga B,(x) € A° dan B,(x)NA=@. Karena B.(x) tidak
memuat titik limit A maka B,.(x) N4 = @. Dengan demikian
himpunan A€ terbuka.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A = N{F c X:F 2 A
dan F tertutup}. Misalkan F adalah himpunan tertutup dan F 2 4.
Karena himpunan F tertutup maka menurut definisi himpunan F€¢
terbuka. Misalkan x € F€, maka menurut definisi terdapat r > 0
sedemikian sehingga B, (x) € F€. Karena himpunan F€¢ terbuka dan
x € F¢, maka x € A dan B,(x)NA = @. Sehingga x bukan titik limit
dari A. Karena A € F maka F¢ € A€ dan F¢ C A€, sehingga A C F.
Terbukti bahwa A = N{F € X:F 2 A dan F tertutup}. 1

Lemma 2.5.5 (Heil, 2006). Misalkan X adalah ruang bernorma dan
F € X. Himpunan F tertutup jika dan hanya jika F memuat semua
titik limitnya.

Bukti: (=) Jika himpunan F tertutup, maka himpunan F memuat
semua titik limitnya. Misalkan himpunan F tertutup. Andaikan ada
titik limit dari F yang tidak termuat dalam F, yaitu terdapat barisan
{x, ) nen © F sedemikian sehingga x, konvergen ke x dan x € F€.
Akan ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Karena himpunan
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F tertutup maka himpunan F€¢ terbuka, sehingga terdapat r > 0
sedemikian sehingga B, (x) € F€. Karena barisan x,, konvergen ke x
maka terdapat x, € B.(x), sehingga x, € F¢. Karena barisan
X, € F¢ dan x € F¢, maka himpunan F€¢ tertutup. Hal tersebut
kontradiksi dengan pernyataan. Sehingga pengandaian harus
diingkari.

(&) Jika himpunan F memuat semua titik limitnya, maka
himpunan F tertutup. Jika {x;, },en € F sedemikian sehingga barisan
X, konvergen ke x maka x € F. Misalkan y € F¢ sedemikian
sehingga untuk suatu r > 0, B.(y) N {x} = @. Karena y bukan titik
limit F maka untuk setiap y € F¢, terdapat terdapat r >0
sedemikian sehingga B,(x) € F€. Dengan demikian, himpunan F€¢
terbuka. Sehingga himpunan F tertutup.

Contoh 2.5.6 Misalkan X adalah ruang bernorma dan x € X. Setiap
B,(x) € X, dengan r > 0 adalah himpunan terbuka. Di samping itu,
dan B,.(x) = {y € X:|[x — y|| < r} adalah himpunan tertutup.

Definisi 2.5.7 (Nachbar, 2007 dan Done, 2008). Misalkan X adalah
ruang bernorma dan C € X.

(i) A disebut selimut terbuka (open cover) untuk C jika untuk

setiap A € A, himpunan A terbuka dan
C S UgeqA.

(i1)) Misalkan A adalah selimut terbuka untuk C. B ©€ A
disebut subselimut (subcover) dari A untuk C jika untuk
setiap B € B, himpunan B terbuka dan

C c U BEeB B 4

Definisi 2.5.8 (Heil, 2006, Done, 2008 dan Anonim?, 2008).
Misalkan X adalah ruang bernorma dan C € X.
(i) Himpunan C disebut kompak (compact), jika untuk setiap
selimut terbuka untuk € memuat subselimut berhingga.
(ii)) Himpunan C disebut terbatas (bounded), jika terdapat
M < oo dan terdapat p € X sedemikian sehingga untuk
setiap x € C, ||x — p|| < M.

Teorema 2.5.9 (Done, 2008). Misalkan X adalah ruang bernorma
dan himpunan € kompak. Jika himpunan F tertutup dan F € C,
maka himpunan F kompak.
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Bukti: Misalkan A adalah selimut terbuka untuk F. Berdasarkan
definisi,

F € UgeqA.
Akan ditunjukkan selimut terbuka <A memuat subselimut berhingga.
Karena himpunan F tertutup maka himpunan F¢ terbuka. Sehingga
{F°} U A adalah selimut terbuka untuk C.

Dengan demikian berlaku

C € F°U (Ugeqd).
Karena himpunan C kompak, maka himpunan ¢ memuat subselimut
berhingga. Jika B € A merupakan subselimut berhingga dari A
untuk C, maka

C € F°U (UgesB).
Dengan demikian, F € Ugeg B atau selimut terbuka <4 memuat
subselimut berhingga yang menyelimuti F. U

Teorema 2.5.10 (Heil, 2006 dan Anonim’, 2008). Misalkan X adalah
ruang bernorma dan C € X. Pernyataan berikut ekivalen:

(i) C kompak,

(i) C terbatas dan tertutup.

Bukti: (i) = (ii) Misalkan himpunan C kompak. Akan ditunjukkan
C adalah himpunan yang terbatas dan tertutup. Karena himpunan C
kompak maka setiap selimut terbuka untuk ¢ memuat subselimut
berhingga. Misalkan A = {B,(x):x € C,r > 0} adalah sembarang
selimut terbuka untuk C. Akan ditunjukkan terdapat M < co dan
terdapat p € X sedemikian sehingga untuk setiap x € C,
[lx —p|ll < M. Karena himpunan C kompak, maka terdapat
subselimut berhingga dari A untuk C, misalkan B = {B, (x;):
x; € C,i = 1,2,---,n}. Karena B adalah subselimut berhingga dari A
untuk €, maka dapat dipilih x; dan 7; sedemikian sehingga
C< U?Zl B‘r‘i(xi)'

Berdasarkan Definisi 2.5.1 (i), untuk setiap i=1,2,-:-,n,
B, (x;) = {y € X:|lx; — yll <7;}. Dengan demikian, dapat dipilih
p € C sedemikian sehingga untuk setiap x € C, [|[x —p|l < X, 7.
Karena i berhingga, maka terdapat M < oo sedemikian sehingga
Y=, 1; = M. Akibatnya, untuk sembarang x € C, ||x — p|| < M.
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan C tertutup.
Menunjukkan bahwa himpunan C tertutup, cukup ditunjukkan bahwa
C¢ adalah himpunan terbuka. Karena himpunan C kompak maka
untuk setiap selimut terbuka untuk ¢ memuat subselimut berhingga.
Misalkan untuk setiap selimut terbuka A, B = {B,,(x;):x; € C,
i=12,---,n} adalah subselimut berhingga dari A untuk C.
Misalkan untuk sembarang titik y € C¢, dipilih S > 0 sedemikian
sehingga untuk setiap x € C, x tidak termuat dalam B,(y). Karena B
adalah subselimut berhingga dari A untuk C maka C € Ui, B, (x;),
di mana i = 1,2,-:-,n. Selanjutnya, B U {B;(y)} adalah subselimut
berhingga dari C sedemikian sehingga C € U;_, B, (x;) U Bs(y).
Dengan demikian, y adalah titik interior dari C¢. Karena y
sembarang maka semua titik pada C¢ adalah titik interior. Sehingga
C°¢ adalah himpunan terbuka.

(ii) = (i) Misalkan himpunan C terbatas dan tertutup. Akan
ditunjukkan himpunan C kompak. Karena himpunan C terbatas,
maka terdapat M < oo dan terdapat p € X sedemikian sehingga
untuk setiap x € C, ||x — p|l < M. Tentukan sembarang selimut
terbuka A, yaitu A = {B,(x): x € C,r > 0} sedemikian sehingga

Cc UBr(x)Ec/l B, (x).
Selanjutnya, akan ditunjukkan selimut terbuka <4 memuat subselimut
berhingga. Karena himpunan C tertutup, maka himpunan C¢ terbuka.
Sehingga C S Up_(x)eq B-(x) U CC. Akibatnya, A U {C} adalah
selimut terbuka untuk C. Berdasarkan Lemma 2.5.5, himpunan C
memuat semua titik limitnya. Karena himpunan C terbatas dan
memuat semua titik limitnya, maka dapat dipilih titik behingga
dalam C sedemikian sehingga C S U?lerl. (x;), di mana
i=12,-,n. Dengan demikian, B = {B,,(x;):x; €C,
i =1,2,---,n} adalah subselimut berhingga dari A untuk C. A

Akibat 2.5.11 Misalkan X adalah ruang bernorma dan C kompak.
Jika F tertutup maka F N C kompak.

Bukti: Berdasarkan Teorema 2.5.10, jika himpunan C kompak maka
himpunan C tertutup dan terbatas. Karena himpunan F tertutup dan
irisan antar himpunan tertutup adalah tertutup maka F N C adalah
himpunan tertutup. Karena F N C subset C maka menurut Teorema
2.5.9, F N C adalah himpunan kompak. A
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Contoh 2.5.12 Misalkan X adalah ruang bernorma. Himpunan
B-(0) c X, di mana r < oo adalah himpunan terbatas. Selanjutnya,
himpunan B, (0) = {y € X:||y|| < r} adalah himpunan kompak.

2.6 Himpunan Konveks

Definisi 2.6.1 (Schutt, 2006, Venkatasubramanian, 2007 dan
Anonim', 2008). Misalkan X adalah ruang bernorma. Himpunan
A € X disebut konveks (convex) jika untuk setiap p, g € A dan setiap
0 < A < 1berlaku Ap + (1 — 1)q € A.

Lemma 2.6.2 (Schutt, 2006, Venkatasubramanian, 2007 dan

Anonim', 2008). Himpunan A € X konveks jika dan hanya jika

untuk  setiap i=12,---,n,4; =20  sedemikian sehingga
* 1 A; = 1dan p; € Aberlaku Y7, A;p; € A.

Bukti: (=) Misalkan himpunan A konveks. Akan ditunjukkan
untuk setiap i = 1,2,-++,n, 4; = 0 sedemikian sehingga ).\ 1; =1
dan p; € A berlaku Y™, A;p; € A. Jika n =1 dan p; € A, maka
A4 =1 dan p;A; = p; € A. Misalkan untuk n = k, pernyataan
tersebut benar, yaitu untuk setiap i = 1,2,-:-,k, 4; = 0 sedemikian
sehingga ¥X ,1; =1 dan p; € A berlaku Y¥ , A;p; € A. Akan
ditunjukkan bahwa untuk setiap i=1,2---,k,k+1, 4,20
sedemikian  sehingga Z{-‘:ll A4=1 dan p;€A berlaku

{-‘:11 A;p; € A adalah pernyataan yang benar. Dengan demikian,

YT Aipi = X Aibi + Ai1Disr-
Karena Y¥*1 A, = 1, maka A;,, = 1 — ¥, A;. Sehingga
Y Aip = Xy Api + (1= X% A)pisa
Karena 2{;:11 Ai =1, maka 1 — Zf-;l/li = 0. Karena Z{-;l/lipi €A
maka Y X¥1 A;p; € A.

(&) Misalkan untuk setiap i=1,2,-,n, 4;=0
sedemikian sehingga Y/, A4; = 1 dan p; € A berlaku }; A;p; € A
terpenuhi. Akan ditunjukkan himpunan A konveks. Tentukan
sembarang 0 <A < 1. Pilih 44 =24 dan 4, = (1 — 1), sehingga

2 A; =1 terpenuhi. Selanjutnya tentukan sembarang p;,p, € A
sehingga Y% ; A;p; € A. Karena A sembarang, maka terbukti bahwa
himpunan A konveks. i}
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Contoh 2.6.3 Misalkan X adalah ruang bernorma. Untuk setiap
r > 0 dan setiap x € X, himpunan B, (a) adalah himpunan konveks.
Di samping itu, himpunan B, (a) adalah himpunan konveks. Dengan
demikian, himpunan konveks tidak harus himpunan terbuka atau
tertutup. Untuk suatu u,uy € X, himpuan {au + u, € X:Va € R}
adalah himpunan konveks dan tidak terbatas. Dengan demikian,
himpunan konveks tidak harus himpunan yang terbatas. Sehingga
himpunan konveks tidak harus himpunan kompak.

Definisi 2.6.4 (Schutt, 2006 dan Anonim', 2008). Misalkan X adalah
ruang bernorma.
(i) Separuh garis (half-line) atau ray adalah himpunan
{x€X:x=oaua= 0}
untuk suatu u # 0 € X. Jika x, adalah titik yang dilalui
separuh garis, maka separuh garis yang melalui x, dengan
arah u adalah himpunan
{xeX:x=au+x,a=0}
untuk suatuu # 0 € X.
(i) Hyperplane adalah himpunan
{x € X:(ux)=0}
untuk suatu u # 0 € X. Jika x, merupakan titik dalam
hyperplane, maka hyperplane yang melalui x, dengan arah u
adalah himpunan
{x € X:(u,x — x,) = 0},
untuk suatu u # 0 € X.

Teorema 2.6.5 (Freund, 2004 dan Nachbar, 2008). Jika himpunan C
tidak kosong dan konveks serta X adalah titik batas €, maka terdapat
supporting hyperplane pada C di X, yaitu terdapat u # 0 € X
sedemikian sehingga untuk setiap x € C berlaku

(u, x) < (u,x).

Bukti: Misalkan ¥ adalah titik batas C dan barisan {y,},ey € C €,
sedemikian sehingga 1y, konvergen ke Xx. Karena himpunan C
konveks maka himpunan C konveks dan tertutup. Karena himpunan
C konveks maka terdapat u, # 0 € X sedemikian sehingga untuk
setiap x € C, (uy, x) < 0 dan (uy,,),) > 0. Misalkan untuk setiap
neN, u, ="Zﬁ. Jika barisan y, konvergen ke X dan dipilih

17



subbarisan dalam {u,},eny sedemikian sehingga subbarisan tersebut
konvergen ke suatu titik % € X. Maka untuk setiap x € C,
(Up, x) < 0 < (uy, y,) atau (uy,, x) < (U, y,). Selanjutnya, jika n
menuju oo, maka untuk setiap x € C, (i, x) < (i, X). O

Definisi 2.6.6 (Freund, 2004, Nachbar, 2008 dan Anonim', 2008).
Misalkan X adalah ruang bernorma dan A € X. Konveks hull A
adalah himpunan konveks terkecil yang memuat A. Konveks hull A
dinotasikan dengan co(A).

Lemma 2.6.7 Misalkan X adalah ruang bernorma. Irisan semua
himpunan konveks subset X adalah himpunan konveks.

Bukti: Misalkan C = {4; € X: untuk i € N, A; himpunan konveks}.
Akan ditunjukkan [ = Nj2; A; adalah himpunan konveks. Ambil
sembarang p,q € I dan sembarang 0 < A < 1. Akan ditunjukkan
Ap + (1 —A)q € I. Karena p,q € I dan untuk setiap i € N, [ € 4;
maka setiap i € N, p, g € A;. Karena untuk setiap i € N, 4; konveks
maka untuk sembarang 0 < A <1, berlaku Ap + (1 —A)q € 4;.
Karena untuk setiap (€N, Ap+(1—-2A)g€A; maka
Ap+ (1 —-Aqel U

Lemma 2.6.8 Misalkan A c X. Himpunan co(A) adalah irisan
semua himpunan konveks subset X yang memuat A.

Bukti: Misalkan co(A) adalah konveks hull A. Didefinisikan koleksi
semua himpunan konveks subset X yang memuat A, yaitu himpunan
C = {C4 c X: C, adalah himpunan konveks yang memuat A4} .

Misalkan I = N¢,ec ¢ C4. Akan ditunjukkan bahwa I = co(4), yaitu
I € co(A) dan co(A) c I. Karena himpunan co(A) adalah himpunan
konveks yang memuat A, maka [ C co(A4). Selanjutnya akan
ditunjukkan co(A) c I. Karena himpunan co(A4) adalah himpunan
konveks terkecil yang memuat A maka untuk setiap C4 € C,
co(A) c C,. Karena untuk setiap C4 € C, himpunan C, konveks,
maka menurut Lemma 2.6.7, himpunan [ konveks. Karena untuk
setiap C4 € C, co(A) c C4 maka co(A) c I. Terbukti bahwa
I = co(4). O

18



Contoh 2.6.9 Jika A = {1:n € N}, maka co(4) = (0,1]. Selanjutnya,
jika A = {:n € N} U {0}, maka co(4) = [0,1].

2.7 Fungsi Set-valued

Definisi 2.7.1. (Minty, 1961, Borges, 1976 dan Rockafellar, 1968).
Misalkan X adalah ruang Hilbert dan P,(X) ={A c X:A #+ 0}.
F:X - P,(X) disebut set-valued (fungsi bernilai himpunan) pada X.

Misalkan F:X — P,(X) adalah sef-valued. Domain set-
valued F adalah himpunan D(F) = {x € X: F(x) € P,(X)} dan
jangkauan (range) set-valued F adalah himpunan

R(F) = Uxep(r) F (%).
di mana F(x) =A€P,(X) atau F(x) =Ac X (Minty, 1961,
Borges, 1976, Rockafellar, 1968, Phelps, 1993, dan Kun, 1997).

Contoh 2.7.2 Misalkan X = R dan D(F) = [—1,1] € R. Fungsi
F:D(F) - P,(R) yang didefinisikan oleh
Flx) = {[{0},x =—1ldanx =1

01—|x|],-1<x<1
adalah fungsi sef-valued.

Definisi 2.7.3 (Borges, 1976 dan Phelps, 1993). Misalkan
F:D(F) - P,(X) fungsi set-valued. Grafik set-valued F adalah
himpunan

Gr(F) ={(x,y) EX X X:y € F(x)}.

Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.2 adalah sebagai
berikut.

Y

Grafik 2.7.1 Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.2
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Definisi 2.7.4 (Borges, 1976 dan Park, 1991). Misalkan
F:D(F) — P,(X) adalah set-valued dan B c X. Invers atas (upper
inverse) F pada B adalah himpunan
F*(B)={x € X:F(x) N B # 0}.
Invers bawah (lower inverse) F pada B adalah himpunan
F~(B) ={x € X:B c F(x)}.

Definisi 2.7.5 Set-valued F: D(F) — P,(X) disebut tertutup dalam X,
jika untuk setiap x € D(F), himpunan F (x) tertutup.

Lemma 2.7.6 Set-valued F: D(F) — P,(X) disebut tertutup dalam X,
jika dan hanya jika Gr(F) tertutup dalam X X X.

Bukti: (=) Misalkan {y,},eny € F(x) sedemikian sehingga vy,
konvergen ke y. Karena set-valued F tertutup dalam X maka
y € F(x). Ambil sembarang barisan {(x, y,)}neny € Gr(F)
sedemikian sehingga (x,y,) konvergen ke (x,y). Karena y € F(x)
dan (x,y,) konvergen ke (x,y) maka (x,y) € Gr(F). Terbukti
bahwa grafik Gr(F) tertutup.

(&) Misalkan {(x, ;) }neny € Gr(F) sedemikian sehingga
(x, y,) konvergen ke (x,y). Karena himpunan Gr(F) tertutup, maka
(x,y) € Gr(F). Dengan demikian y € F(x). Terbukti bahwa set-
valued F tertutup. ]

Misalkan X adalah ruang Hilbert real dengan inner-product
(+,) dan D(F) c X. Didefinisikan set-valued yang monoton sebagai
berikut.

Definisi 2.7.7 (Rockafellar, 1968, Kartsatos, 1997 dan Borwein,

2005). Set-valued F:D(F) — P,(X) disebut monoton jika untuk

setiap x,y € D(F) dan setiap u € F(x),v € F(y) berlaku
(u—v,x—y)=0.
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Contoh 2.7.8 Misalkan X = R dan D(F) = R. Inner produt pada R
didefinisikan oleh (x,y) = xy, untuk setiap x,y € R. Set-valued
F:R — P,(R) yang didefinisikan oleh

{-1}, x <0

9!
Fix)=4[-3.3].x =0,
{1}, x>0
adalah set-valued yang monoton.

Bukti: Ambil sembarang x € (—0,0), y € (0,00) dan sembarang

u€F(x), veF(y). Akan ditunjukkan (u—v,x—y)=>0.

Berdasarkan definisi, F(x) = {—1} dan F(y) = {1}, schingga

u=—-1€F(x)danv =1 € F(y). Dengan demikian
u-—vx-—y)=(-1-1Lx-y)=(-2,x—-y)

Karena x < y maka (—2,x —y) > 0.

Misalkan x =0 dan y € (0,0). Akan ditunjukkan
(u—v,x —y) = 0. Berdasarkan definisi, F(x) = [—%, %] dan
F(y) ={1}. Ambil sembarang u € F(x) = [—%, %] dan
v=1€ F(y).Karenau < v dan x < y maka (u — v,x —y) > 0.

Misalkan x =0 dan y € (—o0,0). Berdasarkan definisi,
F(x) = [—%, %] dan F(y) = {-1}. Ambil sembarang
u€eF(x)= [—%%] dan v=1€ F(y). Karena v<u dan y<x
maka (u — v, x —y) > 0.

Misalkan x,y pada (—oo,0) atau (0, ). Karena set-valued
F bernilai konstan pada (—,0) atau (0,0) maka
(u — v, x — y) = 0. Terbukti bahwa set-valued F monoton. U

Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.8
ditunjukkan oleh grafik berikut. L

el W

\

Grafik 2.7.2 Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.8
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Contoh 2.7.9 Misalkan X = R, D(F) = [—1,1] dan inner produt
pada R didefinisikan oleh (x,y) = xy, untuk setiap x,y € R. Set-
valued F: D(F) = P,(R) yang didefinisikan oleh
\ {0}, x=—1danx =1
A\ {[—1 Yl 1—xl-1<x<1
adalah set-valued yang tidak monoton.

Bukti: Membuktikan bahwa set-valued F tidak monoton cukup
dibuktikan terdapat x,y € D(F) dan u € F(x),v € F(y) sedemikian
sehingga (u —v,x —y) <0. Pilih x = —> dan y = 2. Sehingga
F(-)=F@® =[-%3 Piih u=2€F(-) dan v=-1€FQ®
sehingga

(u—vx—y)=¢- (—%),—% - =(-11)=-1<0.
Terbukti bahwa set-valued F tidak monoton. £

Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.9 adalah sebagai
berikut.

Grafik 2.7.3 Grafik G (F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.9.

Jika D(F) € R dan set-valued F:D(F) — P,(R) monoton
maka F adalah fungsi yang monoton naik, karena untuk setiap
x,y € D(F) sedemikian sehingga x <y, dan setiap u € F(x),
v € F(y) berlaku u < v . Selanjutnya, set-valued F: D(F) — P,(R)
adalah fungsi yang monoton turun, jika untuk setiap untuk setiap
x,y € D(F) sedemikian sehingga x <y, dan setiap u € F(x),
v € F(y) berlaku u=>v. Dengan kata lain, set-valued
F:D(F) — P,(R) monoton turun jika untuk setiap x,y € D(F) dan
setiap u € F(x), v € F(y) berlaku

(u—v,x—y)<0
(John, 1997).
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Misalkan fungsi single-valued F:D(F) » R konveks
(konkav), yaitu untuk setiap x,y € D(F) dan setiap 0 <A <1
berlaku

FAx+ (A -Dy) () AFx)+ (1 - DF()
(Popa, 2003) adalah fungsi yang tidak monoton. Karena terdapat
x,y € D(F) dan terdapat u € F(x), v € F(y) sedemikian sehingga
(u—v,x—y)=>0 tidak dipenuhi. Selanjutnya, set-valued
F:D(F) — P,(X) disebut konveks jika untuk setiap x,y € D(F) dan
setiap 0 < A < 1 berlaku
FAx+(1—-AD)y)2 IF(x)+ (1 - AD)F(y)
(Popa, 2003) adalah set-valued yang tidak monoton.

Definisi 2.7.10 (Kartsatos, 1997 dan Borwein, 2005). Misalkan
F:X - P,(X) fungsi set-valued. Grafik Gr(F) monoton jika set-
valued F monoton.

Definisi 2.7.11 Misalkan D c X dan F,G:D — P,(X) fungsi set-
valued. Set-valued F disebut relatif sama dengan set-valued G (set-
valued G relatif sama dengan set-valued F) pada D, jika

Gr(F) c Gr(G) atau Gr(F) o Gr(G).

Definisi 2.7.12 (Phelps, 1993 dan Borwein, 2005). Set-valued F yang
monoton disebut monoton maksimal (maximal monotone), jika F
adalah sef-valued yang maksimal pada keluarga set-valued yang
monoton.

Misalkan F = {G: G set-valued yang monoton dan relatif
sama pada D}. Set-valued F disebut monoton maksimal, jika untuk
setiap G € F, Gr(G) c Gr(F).

Definisi 2.7.13 (Kartsatos, 1997, Phelps, 1993 dan Borwein, 2005).
Misalkan F: D(F) — P,(X) adalah set-valued. Grafik Gr(F) disebut
monoton maksimal jika

Gr(F) = Uger Gr(G).
Berdasarkan Definisi 2.7.10, grafik Gr(F) monoton maksimal jika
set-valued F monoton maksimal.
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Contoh 2.7.14 Misalkan inner produt pada R didefinisikan oleh
(x,y) = xy, untuk setiap x,y € R. Ser-valued F:D(F) — P,(R)
dengan D(F) = [—1,1] yang didefinisikan sebagai berikut
[1, ), x=1
Fix)={{x?},-1<x<1
(=00, —1],x = -1
adalah set-valued yang monoton maksimal.

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan set-valued F monoton.
Ambil sembarang y € (—1,1), x =1 dan sembarang u € F(x),
v € F(y). Akan ditunjukkan (u —v,x —y) = 0. Berdasarkan
definisi, F(x) = [1,0) dan F(y) = {y3}, maka u € F(x) = [1, )
dan veEF(y)={y3}. Karena v<u dan y<x maka
(u—v,x—y)>0.

Misalkan x =1 dan y=-—1. Akan ditunjukkan
(u—v,x —y)=0. Berdasarkan definisi, F(x) =[1,0) dan
F(y) = (—o,—1]. Ambil sembarang u € F(x) =[1,0) dan
vEF(y) =(—o,—1]. Karena v<u dan y<x maka
(u—v,x—y)>0.

Misalkan x = —1 dan y € (—1,1). Berdasarkan definisi,
F(x) = [1,) dan F(y) = {y3}. Ambil sembarang
u€ F(x) = (—o,—1] dan v € F(y) = {y®}. Karena u <v dan
x <ymaka(u—v,x—y)>0.

Jika x =y =1 atau x =y = —1 maka (u —v,x —y) = 0.
Misalkan x,y € (—1,1). Jika x <y maka u <wv. Sehingga
(u — v,x — y) > 0. Terbukti bahwa set-valued F monoton.

Langkah selanjutnya akan ditunjukkan set-valued F monoton
maksimal. Misalkan F = {G: G set-valued yang monoton dan relatif
sama pada interval [—1,1]}. Tentukan sembarang G € F dengan
D(G) c [-1,1]. Akan ditunjukkan Gr(G) c Gr(F). Karena set-
valued F monoton, grafik Gr(F) tertutup dan R(F) = R, maka untuk
setiap G € F berlaku Gr(G) c Gr(F). Karena set-valued G
sembarang, maka untuk setiap sef-valued G € F berlaku
Gr(G) c Gr(F). Terbukti bahwa set-valued F monoton maksimal. [J
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Grafik Gr(F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.14
ditunjukkan oleh grafik berikut.

A
y

A

-1

A\

Grafik 2.7.4 Grafik Gr (F) dari set-valued F pada Contoh 2.7.14

Contoh 2.7.15 Misalkan inner produt pada R didefinisikan oleh
(x,y) = xy, untuk setiap x,y € R. Ser-valued F:D(F) — P,(R)
dengan D(F) = [0,1] yang didefinisikan sebagai berikut

[1, ), x=1

[ 1 1] 1 e
p y T X =TT/, V1
F(x) = i+11i i+1

1 1 1
{—},, <x<-,VieN
i+1 i

i
(_Ool 0]; x=0
adalah set-valued yang monoton maksimal.

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan set-valued F monoton.

Ambil sembarang i,j € N sedemikian sehingga l_%l <x <% dan
j+i1 <y< % serta sembarang u € F(x) dan v € F(y). Akan
ditunjukkan (u—v,x—y)=0. Jika i =], maka
F(x) =F(y) = {l} Sehingga u=v € F(x) = {1} Akibatnya,

l L
(u—v,x—y)=0. Jika i #j dan x >y maka u > v.Akibatnya,
(u—v,x—y)>0.

Misalkan untuk sembarang i,j € N, 1%1 <x< % dan
1 . R _M
Y= Jika i=j, maka untuk u€F(x)= {} dan

l
vEF(y) = [ﬁ,ﬂ berlaku v < u. Karena y < x dan v < u maka
(u—v,x—y)=0. Jika i #j dan x >y maka u > v. Akibatnya,
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(u—v,x—y)>0. Jika i # j dan y > x maka v > u. Akibatnya,
(u—v,x—y)>0.

Dengan teknik pembuktian yang serupa dapat ditunjukkan
untuk kasus-kasus yang lainnya. Selanjutnya, dengan teknik
pembuktian tersebut dapat ditunjukkan bahwa kriteria kemonotonan
pada ser-valued F terpenuhi. Sehingga untuk setiap x,y € [0,1] serta
sembarang u € F(x) dan v € F(y) berlaku (u — v,x —y) = 0.

Langkah selanjutnya akan ditunjukkan set-valued F monoton
maksimal. Misalkan F = {G: G set-valued yang monoton dan relatif
sama pada interval [0,1]}. Tentukan sembarang G € F dengan
D(G) < [0,1]. Akan ditunjukkan Gr(G) < Gr(F). Karena set-valued
F monoton, grafik Gr(F) tertutup dan R(F) = R, maka untuk setiap
G € F berlaku Gr(G) c Gr(F). Karena set-valued G sembarang,
maka untuk setiap ser-valued G € F berlaku Gr(G) c Gr(F).
Terbukti bahwa set-valued F monoton maksimal.

Contoh 2.7.16 Set-valued F pada Contoh 2.7.8 tidak monoton
maksimal.

Bukti: Set-valued F pada Contoh 2.7.8 telah dibuktikan monoton.
Selanjutnya akan dibuktikan tidak maksimal. Pilih set-valued
G:(—,0] - P,(R) yang monoton dan relatif sama dengan set-

valued F pada R yaitu
{-1}, x <0

=[] e

Akan ditunjukkan Gr(G) ¢ Gr(F). Karena untuk setiap u € [—1, %],

{(0,u)} c Gr(G) dan {(0,u)} & Gr(F) maka Gr(G) & Gr(F).
Terbukti bahwa set-valued F tidak monoton maksimal. 2]
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BAB II1
PEMBAHASAN

Set valued yang dibahas pada bab ini adalah sef-valued yang
monoton maksimal dari X ke P,(X), di mana X adalah ruang Hilbert
real yang dilengkapi dengan inner product (:,-). Set-valued selalu
dinotasikan dengan F:D(F) — P,(X), di mana D(F) c X. B,(x)
adalah bola terbuka dengan pusat x dan jari-jari 7.

Pembahasan selanjutnya lebih spesifik pada karakteristik sez-
valued yang monoton maksimal di ruang Hilbert real. Adapun
karakteristik tersebut dinyatakan oleh Lemma, Teorema dan Akibat
berikut.

Definisi 3.1 Misalkan f:X — X fungsi single-valued. f disebut
kontinu pada x5 € X, jika untuk setiap & > 0 terdapat § >0
sedemikian sehingga untuk setiap x € X dengan |lx — x,|l <6
berlaku || f(xg) — f(0)]|| < €.

Lemma 3.2 Jika himpunan C € X kompak dan konveks serta
himpunan M € X X C monoton, maka terdapat u € C dan x € X
sedemikian sehingga himpunan {(x, )} U M monoton.

Bukti: Andaikan kesimpulan dari Lemma tersebut salah, yaitu tidak
ada u € C dan x € X sedemikian sehingga himpunan {(x,u)} U M
monoton. Andaikan untuk setiap (y,v) € M dan setiap x € X,
didefinisikan himpunan

Ulwy,v)={fueC:(u—v,x—y) <0} 3.1
Akan ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Karena himpunan
C terbatas dan untuk setiap (y,v) € M, himpunan U(y, v) memenuhi
(3.1), maka himpunan U(y,v) terbatas dan terbuka subset C.
Berdasarkan (3.1) diperoleh

C =U{UW,v):(y,v) € M}. (3.2)
Dengan demikian, koleksi {U (y,v):(y,v) € M} adalah selimut
terbuka untuk €. Karena himpunan C kompak, maka terdapat
1, v1), 2, v2), -+, Y, Vi) dalam M sedemikian sehingga
C = Uit {U(y;, vi)}-

Dengan kata lain, himpunan {U(y;,v;): (y;,v;) € M} adalah
subselimut berhingga untuk C. Misalkan ¢4, @5, :*, ¢, adalah partisi
untuk C sedemikian sehingga berkorespondensi satu-satu dengan
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subselimut  berhingga  untuk €.  Sehingga  himpunan
{p;:i=12,---,n} adalah selimut terbuka untuk C. Misalkan
B1i, B2, -+, Bn adalah fungsi-fungsi real yang kontinu pada
®1, P2, *, P, sedemikian sehingga untuk setiap i = 1,2,---,n, dan
setiapu € ¢;, 0 < B;(w) < 1, %7, B;(w) = 1 dan
{fueC:p;(w) >0} c U@y, vy).
Misalkan K = co({v;}) c C, untuk i = 1,2, -+, n. Karena himpunan
K memuat semua titik limitnya maka himpunan K tertutup. Karena
himpunan € kompak dan K adalah himpunan tertutup subset C, maka
menurut Teorema 2.5.9, himpunan K kompak. Sehingga himpunan K
kompak dan konveks. Karena himpunan K konveks maka dapat
didefinisikan fungsi kontinu p: K — K sedemikian sehingga untuk
setiap u € K,
p(w) = Ty Bi(w) vy, (33)
Selanjutnya, digunakan teorema eksistensi titik tetap pada K,
yaitu terdapat w € K sedemikian sehingga p(w) = w. Teorema
tersebut akan dibuktikan terlebih dahulu. Pilih w € K sedemikian
sehingga B;(w) = 1, untuk i = 1 dan B;(w) = 0, untuk i # 1. Jika
v, = w, dan untuk setiap i = 2,3, ---, n, tentukan sembarang v; € K.
Maka dari persamaan (3.3) diperoleh p(w) = Yi=; Bi(w) v; = w.
Jika p(w) = w, maka
(pwW) —w, Xien (W) (y; — 2)) = 0.
Dari persamaan (3.3) dan p(w) = w diperoleh
Sien B W) Wi —w), T jen B; W) (y; — 2))
= YijenBiw) B;(w){v; —w,y; — z) = 0. (3.4)
Selanjutnya, inner product pada persamaan (3.4) akan diselesaikan
terlebih dahulu.
(wi—w,y; —z) +{v; —w,y; — 2)
= —w,y; —z) + (v — v,y —yi) + v —w,y; — 2).
Karena himpunan M monoton, maka untuk setiap i,j = 1,2,---,n,
(vi —vj,yi — ¥;) = 0. Sehingga (v; — v, y; — y;) < 0.
Dengan demikian diperoleh
(vi —w,y; —2) + (v; —w,y; — 2)
<(vi—w,y;—2)+ (v, —w,y; — z). (3.5)
Untuk penyederhanaan penulisan didefinisikan
ai_]- = ('Ui 7R W,yj T Z).
Sehingga pertidaksamaan (3.5) menjadi
ai_]- P aj‘i =a;; P ('Ui — vi'Yj 2 y]> + aj']- < ai,i+aj,j.
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Karena untuk setiap i,j = 1,2, -
Bi (W)ﬂ] (W) = ,Bj w)B;(w)

maka
Biw)BiwWa; j + Bi(w)B;(w)a;; = B;(w)B;(w) (auw} l)
+ﬁz(W)ﬁ]( w) (au+a1 l)

Sehingga persamaan (3.4) menjadi

X3 j=1 Biw)BjW)ayj = X j—1 Bi(W)B; (w )(a”+a] L) X\

dan

1 oa B w) B w) (B22) > o, (3.6)
Karena untuk setlap i=12,,n, g;(w) >0 dan ;(w) > 0 maka
Bi(w)B;(w) > 0. Sehingga
weUly;,v)N U(yj,vj).
Dari persamaan (3.1) diperoleh a;; < 0 dan @; ; < 0, sehingga

1oy Biw) B (w) (22) < 0. 37
Dari pertidaksamaan (3.6) dan (3.7) diperoleh bahwa untuk setiap
L,j=12,-,n, B;(w)Bj(w) = 0. Hal tersebut kontradiksi dengan
kekonvekan pada C. Sehingga tidak mungkin untuk setiap
i=12-,n, f;(w)=0. Haruslah Y7 ,B;(w)=1. Dengan
demikian, pernyataan (3.1) harus diingkari, sehingga himpunan
{(x,u)} U M monoton. u

Lemma 3.3 Diberikan set-valued F:D(F) — P,(X) dan himpunan
BcX  sedemikian = sehingga  R(F)NB # @.  Misalkan
F~(B) ={x € X:B c F(x)} dan F*(B) ={x € X:B N F(x) # 0}.
Jika set-valued F monoton maka set-valued F* dan F~ monoton.

Bukti: Misalkan set-valued F:D(F) — P,(X) monoton. Karena set-
valued F monoton maka untuk setiap x,y € D(F) dan setiap
u € F(x),v € F(y) berlaku
(u—v,x—y)=0.

Diberikan B € X sedemikian sehingga R(F) N B # @. Karena untuk
setiap x,y € D(F) sedemikian sehingga F(x) € B dan F(y) C B,
serta untuk setiap u € F(x) dan setiap v € F(y) berlaku
(u—v,x —y) >0, maka ser-valued F~ monoton pada B. Karena
untuk setiap x,y € D(F) sedemikian sehingga F(x) N B # @ dan
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F(y)NB # @, serta untuk setiap u € F(x) NB dan setiap
vE€F(y)NB berlaku (u—v,x—y) >0, maka set-valued F?*
monoton pada R(F) N B. O

Definisi 3.4 Set-valued F:D(F) — P,(X) disebut terbatas lokal
(locally bounded) di x € D(F), jika terdapat r > 0 sedemikian
sehingga himpunan F (B, (x)) terbatas.

Lemma 3.5 Jika set-valued F:D(F) — P,(X) monoton dan
himpunan B c X terbatas sedemikian sehingga untuk setiap y €
D(F), F(y) N B # @. Maka untuk setiap x € X, terdapat u € X
sedemikian sehingga untuk setiap y € D(F) dan setiap v € F(y) N B
berlaku

(y—x,v—u)=0.

Bukti: Misalkan himpunan B C X terbatas sedemikian sehingga
untuk setiap y € D(F), F(y) N B # @. Selanjutnya didefinisikan
fungsi invers atas (upper inverse) F pada B, yaitu himpunan
F*(B)={y e X:F(y) nB # ¢}.
Menurut Lemma 3.3, F* adalah set-valued yang monoton dari
R(F) N B ke P,(D(F)) dengan D(F*) c B. Karena set-valued F*
monoton maka menurut Definisi 2.7.10, grafik Gr(F*) adalah
himpunan monoton subset X X B. Karena himpunan B terbatas maka
himpunan co(B) kompak dan konveks, sehingga B < co(B). Jika B
adalah sembarang himpunan terbatas subset X sedemikian sehingga
untuk setiap y € D(F), F(y) N B # @, maka berdasarkan Lemma
3.2, terdapat u € co(B) dan x € X sedemikian sehingga himpunan
{(x,u)} U Gr(F*) monoton. Karena himpunan {(x,u)}U Gr(F")
monoton maka teknik pembuktian di atas dapat dikonstruksi
himpunan monoton {(x;,u;)}U Gr(F*), untuk setiap i € N.
Akibatnya, untuk setiap x € X, terdapat u € X sedemikian sehingga
untuk setiap y € D(F) dan setiap v € F(y) N B berlaku
(y—x,v—u)=0. O

AKkibat 3.6 Jika set-valued F: D(F) — P,(X) monoton dan himpunan

B c X terbatas. Maka untuk setiap x € X, terdapat u € X sedemikian

sehingga untuk setiap y € F*(B) dan setiap v € F(y) N B berlaku
(y—x,v—u)=0.
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Bukti: Misalkan himpunan B c X terbatas. Jika R(F) N B = @,
maka F(B) = @. Karena himpunan F*(B) = @, maka kesimpulan
Akibat 3.6 terpenuhi. Selanjutnya, jika R(F) N B # @ maka menurut
Lemma 3.3, F* adalah set-valued yang monoton pada R(F) N B. Di
samping itu, untuk setiap y € F*(B), F(y) N B # @. Berdasarkan
Lemma 3.5, kesimpulan Akibat 3.6 terpenuhi. "]

Teorema 3.7 Jika set-valued F:D(F) — P,(X) monoton maksimal
sedemikian sehingga untuk setiap x,y € D(F) dan setiap u € F(x)
berlaku

(y—x,v—u)=0,
maka v € F(y).

Bukti: Misalkan F = {G: G set-valued yang monoton dan relatif
sama pada D(F)}. Tentukan sembarang x,y € D(F) dan sembarang
u € F(x) sedemikian sehingga (y—x,v—u)=0. Akan
ditunjukkan v € F(y). Misalkan F,, = {G: G € F terdefinisi pada y}.
Karena untuk setiap set-valued G € F,, monoton maka untuk setiap
v € G(y) berlaku
(y—x,v—u)=0.

Karena set-valued F monoton maksimal maka G(y) c F(y). Karena
v € G(y) dan G(y) c F(y) maka v € F(y). O

Lemma 3.8 Jika ser-valued F:D(F) - P,(X) monoton maksimal,
maka untuk setiap himpunan B yang tertutup dan terbatas subset X,
himpunan

F*(B) = {x € X: B nF(x) # 0}
tertutup dalam X.

Bukti: Misalkan himpunan B C X terbatas dan tertutup (kompak)
sedemikian sehingga R(F) N B # @ dan {y,},ecy adalah sembarang
barisan dalam F*(B) sedemikian sehingga barisan y,, konvergen ke
y. Akan ditunjukkan y € F*(B). Karena barisan y,, konvergen ke v,
maka untuk setiap r > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk
setiap n >N berlaku |y, —y|l <r. Jika untuk setiap r > 0,
Yo €EB.(y) NFT(B) maka F(B,.(y)\{y})nNB+#®. Karena
himpunan B < X tertutup dan terbatas (kompak), maka berdasarkan
Akibat 2.5.11, himpunan F(B,(y)\{y}) N B kompak. Misalkan G,
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adalah koleksi semua himpunan F(B,.(y)\{y}) N B dengan r > 0,
yaitu himpunan
€, = {F(Br(y)\{y}) NBcX:vr> 0}.

Karena untuk setiap r > 0, F(B.(y)\{y}) N B # @. Maka irisan
himpunan-himpunan kompak elemen subkoleksi berhingga subset
€, adalah himpunan yang tidak kosong. Selanjutnya, irisan
himpunan-himpunan kompak elemen koleksi €, adalah himpunan
yang tidak kosong. Sehingga terdapat beberapa v € B sedemikian
sehingga v termuat dalam F(B,(y)\{y}), untuk setiap r > 0.
Selanjutnya akan ditunjukkan v € F(y).

Misalkan z € D(F) dan w € F(z). Untuk setiap & > 0,
terdapat 11, 7, > 0 sedemikian sehingga

l(x —y,w)| <3, Vx € B,, (), (3.8)
[z =y, u—v)| <%, Vu € B, (v). (3.9)

Karena himpunan B terbatas, maka
[{x — y,u)| Sg, Vx € B, (y), Vu € B. (3.10)

Misalkan u € F(B,, O\ n B,,(v) N B, sedemikian sehingga
dengan pemilihan v € X, F (Br1 (y)\{y}) N B, (v) N B # @. Karena
set-valued F monoton, maka untuk x € B, (v) sedemikian sehingga
u € F(x) berlaku

(z—x,w—u)=0. (3.11)
Dengan pertidaksamaan (3.8), (3.9), (3.10) dan (3.11) diperoleh

z—yw—-v)=Z-x,w—-u)+(x—yw)
+<Z —y,u— 17) N (X 7 y,u)
& &

&
=0-S-Z-% =y
3 3 3

Karena &€ > 0 sembarang maka untuk setiap z € D(F) dan setiap
w € F(2),

(z—y,w—v)=0.
Karena set-valued F monoton maksimal, maka menurut Teorema
37, veEF(y). Karena F(y) #® maka y € F*(B). Dengan
demikian, himpunan F*(B) tertutup dalam X. O

Lemma 3.9 Misalkan set-valued F:D(F) — P,(X) monoton
maksimal dan himpunan D(F) konveks. Jika int(D(F )) # @ dan
x €& int(D (F )), maka himpunan F(x) memuat paling sedikit satu
separuh garis.
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Bukti: Karena int(D (F )) # @, maka D(F) memuat titik interior.
Karena x ¢ int(D (F )) maka x adalah titik batas D (F). Berdasarkan
Teorema 2.6.5, terdapat supporting hyperplane pada D (F) di x, yaitu
terdapat v # 0 € X sedemikian sehingga untuk setiap z € D(F),
berlaku (z, v) < (x, v) atau
(x — z,v) > 0. (3.12)
Misalkan u € F(x). Dengan menggunakan kemomotonan
pada F dan pertidaksamaan (3.12), maka untuk setiap A1 =0,
u + Av € X berlaku
(z—x,w—(U+Av)) =(z—-—x,w—u)+{(z—x,—Av)
=(z—x,w—u)—AMz—x,v)
=(z—x,w—u)+ AMx—zv) =0,
(3.13)
untuk setiap z € D(F) dan setiap w € F(z). Karena set-valued F
monoton maksimal dan memenuhi (3.13), maka menurut Teorema
3.7, u+ Av € F(x). Akibatnya, himpunan F(x) memuat separuh
garis, yaitu himpunan
{fu+ Av: 1 =0} O

Teorema 3.10 Jika set-valued F: D(F) — P,(X) monoton maksimal,
himpunan S € D(F) dan himpunan A c X terbatas sedemikian
sehingga untuk setiap x €S, F(x) N A # @ serta salah satu dari
kondisi berikut terpenuhi:

(i) int(S) # 0,

(ii) int(co(S)) # @ dan sup,es SUpyeal{x, u)| < .
Maka

(i) himpunan int(D (F )) tidak kosong, terbuka dan konveks,

(ii) himpunan D (F) tidak kosong, tertutup dan konveks dan

(iii) set-valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int D (F) dan

tidak terbatas lokal di batas D (F).

Bukti: Pilih himpunan S c D(F) dan himpunan terbatas A c X
sedemikian sehingga untuk setiap x € S, F(x) N A # @ dan kondisi
(i) terpenuhi. Jika int(S) # @ maka int(co(S)) # (. Jika himpunan
A dan S terbatas maka

SUPyes SUPyeal (X, u)| < co.
Sehingga kondisi (ii) terpenuhi. Pembuktian selanjutnya diasumsikan
kondisi (ii) terpenuhi.
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Karena int(co (S)) # @ maka himpunan
int(D(F)) # @ dan int (co(D(F))) # 0.
Menurut Lemma 2.5.3, himpunan int(D (F )) terbuka. Selanjutnya
akan ditunjukkan himpunan int(D(F)) konveks. Menunjukkan
int(D (F )) adalah himpunan konveks cukup ditunjukkan bahwa
int(D(F)) = int (co(D(F))). yaitu
int(D(F)) c int (co(D (F))) dan int(D(F)) o int (co(D (F))).

Pertama akan ditunjukkan bahwa

int(D (F)) C int (co(D (F))). Tentukan sembarang x € int(D (F)).

Akan ditunjukkan x € int (co (D (F ))) Karena himpunan co (D (F ))
adalah himpunan konveks terkecil yang memuat D(F) maka
X € int (co (D (F ))) Karena x adalah sembarang elemen dalam
int(D (F )), maka setiap elemen dalam int(D (F )) merupakan
elemen dari int (co (D(F ))) Akibatnya

int(D(F)) C int (co(D(F))).

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa
int(D (F )) D int (CO(D (F ))) Dalam hal ini, akan ditunjukkan juga
bahwa set-valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int(D (F )).
Tentukan sembarang X € int (co (D (F ))) Akan ditunjukkan set-
valued F terbatas lokal di X dan X € int(D (F )), tetapi set-valued F
tidak terbatas di batas D (F).

Jika kondisi (ii) terpenuhi, yaitu int(co(S)) # (@, maka
himpunan int(co (s )) memuat suatu elemen. Tentukan sembarang

% € int(co(S)). (3.14)
Akan ditunjukkan set-valued F terbatas lokal di X dan
X € int(D (F )). Misalkan B adalah himpunan terbatas subset X
sedemikian sehingga untuk setiap z € D(F), F(z) N B # @ dan
untuk setiap B didefinisikan himpunan
Fg(x)={fueX:(z—x,w—-—u)=>0,vze D(F),Vw € F(z) n B}.
(3.15)
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Selanjutnya, dengan Lemma 3.5 dan kemonotonan pada F, diperoleh
bahwa untuk setiap x € D(F) berlaku

F(x) € Fy(x) # 0. (3.16)
Dari persamaan (3.15) diperoleh Fgz(x) adalah himpunan tertutup
dalam X.

Untuk menunjukkan set-valued F terbatas lokal di £,
didefinisikan fungsi Fg:x — Fg(x), di mana B = A. Dari (3.14), X
adalah titik interior dari co(S), sehingga dapat dipilih r > 0
sedemikian sehingga

£ + 2B,(0) < co(S), (3.17)
di mana X+ 2B.(0) = {X + 2a:a € 2B,.(0)}. Dan untuk setiap
pemilihan r > 0, B,(0) adalah himpunan konveks. Sehingga
X + 2B,(0) adalah himpunan konveks. Misalkan
H = SUPyes SUPweal(x, w)| < oo, (3.18)
dan untuk setiap w € A, didefinisikan
U={x€X:|(x,w)| <u}.
U adalah himpunan tertutup, konveks dan memuat S. Sehingga
himpunan U memuat co(S). Selanjutnya, dari (3.18) diperoleh
bahwa untuk setiap x € co(S), dan setiap w € A berlaku
[(x, w)| < p. (3.19)
Pilih x € X + B,(0) dan u € F,(x). Dari (3.17) dan (3.19) diperoleh
bahwa untuk setiap z € S dan setiap w € F(z) N A berlaku
(z—x,u) < (z—x,w) < |(z,w)]| + |(x,w)| < 2.
Selanjutnya
Sc{zeX:(z—x,u) <2u}. (3.20)
Sehingga dari (3.17) dan (3.20) diperoleh
X+ B.(0) c X+ 2B,(0) c co(S) c{z € X:(z—x,u) < 2u}.
Oleh karena itu, untuk setiap a € B,.(0) berlaku (a, u) < 2u. Dengan
demikian, terdapat s > 0 sedemikian sehingga
u € (2p + 1)B(0),
di mana Bg(0) adalah himpunan terbatas subset X. Sehingga
(2u+ 1)Bs(0) adalah himpunan terbatas subset X. Karena
X € X + B-(0) dan u € F;(x), maka dari (3.16) diperoleh
F(% + B.(0)) = U{F(x):x € (£ + B,(0))}
c U{F,(x):x € (% + B.(0))}
< (2p + 1B, (0).
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Karena himpunan (2u+ 1)Bg(0) terbatas, maka himpunan
F (J? + B, (O)) =F (Br (3?)) terbatas. Sehingga set-valued F terbatas
lokal di X.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa % € int(D(F)).
Misalkan Fp adalah koleksi semua himpunan Fz(X), di mana B
adalah himpunan terbatas subset X yang memuat A. Untuk setiap
himpunan B, himpunan Fz(X) tidak kosong dan tertutup. Sehingga
irisan (interseksi) himpunan-himpunan dalam subkoleksi berhingga
Fp adalah himpunan yang tidak kosong. Selanjutnya akan
ditunjukkan irisan semua himpunan dalam koleksi Fp adalah
himpunan yang tidak kosong. Karena B adalah himpunan terbatas
subset X yang memuat A, maka untuk setiap himpunan B, himpunan
Fg(X) kompak (terbatas dan tertutup) dan termuat dalam F,(X).
Sehingga interseksi semua himpunan dalam koleksi 5 tidak kosong.

Misalkan @i adalah sembarang elemen dari interseksi semua
himpunan dalam koleksi Fp. Dari (3.15) diperoleh bahwa untuk
setiap z € X dan setiap w € F(z) berlaku

(z—%,w—1)=>0.
Karena set-valued F monoton maksimal, maka menurut Teorema
3.7, i € F(X). Karena F(X) # @ dan 4 € F(X) maka X € D(F).
Karena % adalah sembarang elemen dalam int(co (S)), maka
int(co(S)) c D(F). Karena X adalah titik interior co(S), maka
int(co(S)) c int(D(F)).

Dengan memanfaatkan pembuktian di atas, ditentukan
sembarang X € int (CO(D (F ))) Akan ditunjukkan set-valued F
terbatas lokal di X dan X € int(D (F )). Jika
X€E int( co(S)) C int (co(D(F))), maka menurut (3.14) telah
dibuktikan.  Selanjutnya, jika X € int (co (D(F ))), untuk

X € int( CO(S)), akan dikonstuksi himpunan S* c D(F) dan
himpunan terbatas A* c X sedemikian sehingga untuk setiap x € S*
berlaku F(x) N A* # @ dan kondisi (ii) terpenuhi. Sehingga dapat
ditentukan sembarang
% € int(co(S™)). (3.21)

Dari bukti sebelumnya, himpunan D(F) memuat
int(co(S )), yaitu himpunan tidak kosong, terbuka dan konveks serta
set-valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int(co (s )).
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Dari dari hal tersebut dapat ditarik suatu perumuman, yaitu terdapat
himpunan yang tidak kosong, terbuka dan konveks W < D(F)
sedemikian sehingga himpunan F (W) terbatas.

Misalkan F adalah koleksi semua subset berhingga dari
D(F). Didefinisikan himpunan

E = Urepint(coW U T)).
Maka himpunan E tidak kosong, terbuka dan konveks serta
himpunan E memuat D (F). Sehingga
int (co(D(F))) c int(E) = E.
Dengan demikian X € E. Selanjutnya terdapat elemen-elemen
X1, X3, , X, dalam D (F) sedemikian sehingga
% € int(coW U {xy, x3, -+, X })). (3.22)
Jika untuk i = 1,2,---,n, dipilih sembarang u; € F(x;) sedemikian
sehingga
A" = FW) U {ug, g, Un}s
maka himpunan A* terbatas. Karena himpunan W konveks dan
memenuhi (3.22) maka terdapat x, € W sedemikian sehingga untuk
setiapr > 0,
XE€E int(co(Br(xo) U {xq, x5, ---,xn})).
Diberikan bola terbuka B,.(x,) sedemikian B,.(x,) termuat dalam
himpunan W sedemikian sehingga
S* = B.(x,) U{xy,x,,,x,} € D(F).

Maka (3.21) terpenuhi dan untuk setiap x € S*, F(x) N A* # Q.
Karena S* c D(F) dan A* adalah himpunan terbatas subset X
sedemikian sehingga untuk setiap x € S*, F(x) N A* # @ serta
int (co(S*)) # @, maka dengan teknik pembuktian sebelumnya set-

valued F terbatas lokal di ¥ dan X € int(D (F )). Karena X adalah
sembarang elemen dalam int (CO(D (F ))) dan % juga elemen dalam
int(D (F )) maka

int(D(F)) o int (co(D (F))).
Dengan demikian, himpunan int(D(F)) konveks dan set-valued F

terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(F)). Selanjutnya, karena
himpunan int(D(F)) konveks, maka himpunan

D(F) = mt(D(F)) = nt (co(D(F)))

adalah himpunan tidak kosong, tertutup dan konveks.

37



Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ser-valued F tidak
terbatas lokal di batas D(F). Misalkan y titik pada batas D(F).
Andaikan set-valued F terbatas lokal di y, yaitu terdapat r > 0
sedemikian sehingga himpunan F (Br (y)) terbatas. Selanjutnya akan

ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Jika B = F(B,(y)),
maka himpunan B kompak (terbatas dan tertutup). Berdasarkan
Lemma 3.8, himpunan F*(B) tertutup. Sehingga
D(F)NB,.(y) c F*(B) c D(F)
dan y € D(F). Karena y adalah titik batas D(F) maka
y € int(D (F )). Berdasarkan pembuktian sebelumnya,
int(D(F)) = int (co(D(F))) # 0.

Karena himpunan int(D(F )) dan D(F) konveks, maka himpunan
D(F) konveks. Berdasarkan Lemma 3.9, himpunan F(y) memuat
paling sedikit satu separuh garis. Akibatnya, himpunan F(y) tidak
terbatas. Di lain sisi, karena F(y) € F(B,(y)) dan himpunan
F(B,(y)) terbatas, maka haruslah himpunan F(y) terbatas. Sehingga
y bukan titik batas D(F). Karena y € D(F) dan bukan titik batas
maka y € int(D(F)). Hal tersebut kontradiksi dengan y adalah titik
batas D (F). Dengan demikian, pengandaian harus diingkari. O

Akibat 3.11 Misalkan ser-valued F:D(F) — P,(X) monoton
maksimal. Jika terdapat x € int(D(F )) sedemikian schingga set-
valued F terbatas lokal di x, maka kesimpulan Teorema 3.10
terpenuhi.

Bukti: Misalkan x € int(D(F )) Pilih r > 0 sedemikian sehingga
B.(x) € D(F) dan himpunan F (Br(x)) terbatas subset X. Jika

S=B,(x) dan A=F(B,(x)) maka kesimpulan Teorema 3.10
terpenuhi. U

AKkibat 3.12 Misalkan set-valued F: D(F) — P,(X) monoton (tidak
harus maksimal) dan himpunan C c D(F) terbuka. Jika set-valued F
terbatas lokal di beberapa titik dalam C, maka set-valued F terbatas
lokal di setiap titik dalam C.
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Bukti: Misalkan ser-valued F:D(F) - P,(X) monoton dan
himpunan B c X terbatas sedemikian sehingga untuk setiap
x €D(F), F(x)NB=+@. Berdasarkan Lemma 3.2, dapat
dikonstruksi fungsi set-valued F dari set-valued F sedemikian
sehingga  Gr(F) o Gr(F). Dengan demikian, grafik Gr(F) dapat
dikonstruksi menjadi grafik yang monoton maksimal, yaitu
Gr(F) ={(x,w) EXXX:(z—x,w—u) = 0,YG(F)}.

Jika grafik G (ﬁ ) monoton maksimal, maka set-valued F monoton
maksimal. Misalkan U adalah himpunan yang tidak kosong dan
terbuka subset dari C sedemikian sehingga himpunan F(U) terbatas.
Jika set-valued F monoton maksimal, S = U dan A = F(U). Maka
syarat cukup Teorema 3.10 dipenuhi. Dengan demikian, set-valued F

terbatas lokal di setiap titik dalam int (D(F )) Karena

C cint (D(ﬁ )) maka set-valued F terbatas lokal di setiap titik
dalam C. A

Teorema 3.13 Jika set-valued F:D(F) — P,(X) monoton maksimal
dan himpunan

int (co(D(F))) + Q.

Maka kesimpulan Teorema 3.10 terpenuhi.

Bukti: Misalkan C = int (CO(D (F ))) # @ dan untuk setiap n € N,
didefinisikan
Sp ={x € D(F): ||x|| < ndanu € F(x) sehingga ||u|| < n}.

Jika

D(F) = U, Sy,
maka

C c Up=;co(Sy). (3.23)

Karena himpunan € memenuhi (3.23), maka himpunan C tidak
kosong, terbuka dan konveks subset X. Sehingga untuk beberapa
n €N,

int(co(S,)) # 9.
Jika S=5, dan A={u€X:||lul| <n}, untuk suvatu n €N
sedemikian sehingga int(co (Sn)) # (@, maka syarat cukup Teorema
3.10 terpenuhi. Sehingga kesimpulan Teorema 3.3 terpenuhi. O
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Akibat 3.14 Misalkan syarat cukup untuk Teorema 3.13 terpenuhi,
maka himpunan int(D(F)) dan D(F) konveks. Jika D(F) dense
dalam X, maka D(F) = X.

Bukti: Berdasarkan Teorema 3.13, himpunan int(D (F )) dan D(F)
konveks. Selanjutnya, himpunan
int(ﬁ) = int(D(F)),
Karena himpunan D (F) dense dalam X, maka D(F) = X. Sehingga
int(D(F)) = int(X) = X  D(F).
Di lain sisi, untuk setiap D(F), D(F) € X. Karena X c D(F) dan
D(F) c X maka D(F) = X. O

Akibat 3.15 Misalkan ser-valued F:D(F) — P,(X) monoton
maksimal dan himpunan D(F) konveks. Jika x € D(F) dan set-
valued F terbatas lokal di x, maka x € int(D (F )).

Bukti: Misalkan set-valued F:D(F) — P,(X) monoton maksimal
dan himpunan D(F) konveks. Karena himpunan D (F) konveks dan
int(D(F))  D(F) = int (co(D(F))), maka himpunan int(D(F))
konveks. Jika x € D(F) dan set-valued F terbatas lokal di x, maka
terdapat r > 0 sedemikian sehingga himpunan F (Br(x)) terbatas.
Pilih himpunan terbuka W < B,.(x), maka himpunan F (W) terbatas.
Karena W #@® dan W c int(D(F)), maka int(D(F)) * Q.
Sehingga syarat cukup Teorema 3.13 terpenuhi. Menurut Teorema
3.13, set-valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int(D (F )) dan
tidak terbatas lokal di batas D(F). Di samping itu, menurut bukti
Teorema 3.10, x € int(D(F)). Akibatnya, jika set-valued F terbatas
lokal di x € D(F), maka x € int(D(F)). =

Akibat 3.16 Misalkan ser-valued F:D(F) — P,(X) monoton
maksimal dan himpunan

int (co(D(F))) * Q.
x € int(D(F)) jika dan hanya jika x € D(F) dan terdapat L < o
sedemikian sehingga untuk setiap u € F(x), ||u|| < L.
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Bukti: (=) Jika x € int(D (F)), maka x € D(F). Berdasarkan
Teorema 3.13, untuk setiap x € int(D (F )), terdapat r > 0
sedemikian sehingga himpunan F (Br(x)) terbatas. Karena F(x) c
F (Br (x)) dan himpunan F (Br(x)) terbatas, maka himpunan F(x)
terbatas. Sehingga terdapat L < oo sedemikian sehingga untuk setiap
u€F(x),|lull L.

(=) Misalkan x € D(F) dan terdapat L < oo sedemikian
sehingga untuk setiap u € F(x), |lul]| < L. Dengan demikian, ser-
valued F terbatas lokal di x. Berdasarkan Teorema 3.13 dan Akibat
3.15, x € int(D(F)). O

Teorema 3.17 Jika set-valued F: D(F) — P,(X) monoton maksimal,
maka untuk setiap x € D(F), himpunan F(x) tertutup dan konveks.
Dengan kata lain set-valued F tertutup dalam X, sehingga grafik
Gr(F) tertutup dalam X X X.

Bukti: Tentukan sembarang x € D(F). Misalkan F = {G: G set-
valued yang monoton dan relatif sama pada D(F)} dan
F.={G:G €F terdefinisi pada x}. Misalkan barisan
{u,}neny © F(x) sedemikian sehingga u, konvergen ke u. Akan
ditunjukkan u € F(x). Karena koleksi F, memuat semua sezr-valued
yang monoton dan terdefinisi pada x, maka terdapat G € F,
sedemikian sehingga u € G(x). Karena ser-valued F monoton
maksimal, maka G(x) c F(x). Karena u € G(x) dan G(x) c F(x),
maka u € F(x). Menurut Lemma 2.5.5, himpunan F (x) tertutup.

Karena untuk setiap x € D(F), set-valued F(x) tertutup
maka menurut Definisi 2.7.5 set-valued F tertutup dalam X. Karena
set-valued F tertutup dalam X, maka menurut Lemma 2.7.6 grafik
Gr(F) tertutup dalam X X X.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap x € D(F),
himpunan F(x) konveks. Tentukan sembarang x € D(F) dan
sembarang u,v € F(x). Misalkan 0 < 1< 1. Akan ditunjukkan
Au+ (1 —2A)v € F(x). Tentukan sembarang y € D(F) dan
sembarang w € F(y). Jika A = 0 atau A = 1, maka v € F(x) atau
u € F(x). Selanjutnya akan ditunjukkan untuk A # 0 atau A # 1.
Karena set-valued F monoton maka

(x —y,u—w)=>0dan (x —y,v —w) = 0.
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Karena A > 0 dan 0 < A < 1, maka
A(x_y'u—W)ZOdan(l—/l)(x_y’v_w)20

atau
(x—y,Au—Aw) =20dan{(x —y,(1 —A)v—- (1 —-A)w) = 0.
Sehingga

(x—y,lu—w)+{x—y,1—-ADv—(1-1w) = 0.
Berdasarkan sifat dari inner product diperoleh
x—yAu—Aw+@A-Dv—-(1-1w)=0.
Dengan demikian diperoleh
(x—y,Au+1-ADv—-—w)=>0.
Karena set-valued F monoton maksimal, maka menurut Teorema
3.7, u+ (1 — v € F(x). g

Teorema 3.18 Jika set-valued F: D(F) — P,(X) monoton maksimal
dan int (co (D (F))) # @, maka untuk setiap x € int(D (F)),

himpunan F(x) kompak. Jika x titik batas D(F), maka himpunan
F(x) tidak kompak.

Bukti: Menurut Teorema 3.10 dan 3.13, untuk setiap x €
int(D(F)), terdapat r > 0 sedemikian sehingga himpunan F (B, (x))
terbatas. Karena x € B,.(x) dan F(x) Cc F (Br (x)), maka himpunan
F(x) terbatas. Selanjutnya dengan Teorema 3.17, untuk setiap
x € D(F), himpunan F(x) tertutup. Akibatnya, untuk setiap
x € int(D(F)), himpunan F(x) tertutup. Karena himpunan F(x)
tertutup dan terbatas, maka menurut Teorema 2.5.10, himpunan F (x)
kompak. Misalkan x titik batas D(F). Menurut Lemma 3.9,
himpunan F(x) memuat paling sedikit satu separuh garis, sehingga
menurut Teorema 3.10, himpunan F(x) tidak terbatas. Karena
himpunan F(x) tertutup tetapi tidak terbatas maka himpunan F(x)
tidak kompak. £]
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Berdasarkan Teorema-teorema di atas, jika ser-valued
F:D(F) - P,(X) monoton maksimal, himpunan S € D(F) konveks
sedemikian sehingga int(S) # @, dan himpunan A C X terbatas
sedemikian sehingga untuk setiap x € S, F(x) N A # @, maka

1. set valued F monoton,
2. himpunan int(D (F )) dan D (F) konveks,
3. set valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int(D(F))

tetapi tidak terbatas lokal di batas D (F),

4. untuk setiap x € D(F), himpunan F (x) tetutup dan konveks.

Dengan kata lain, sef-valued F tertutup dalam X, sehingga

grafik Gr(F) tertutup dalam X X X,

5. untuk setiap x € int(D(F)), himpunan F (x) kompak. Tetapi

himpunan F (x) tidak kompak di batas D (F).

Akibat 3.19 Jika set-valued F:D(F) — P,(X) monoton maksimal
maka karakteristik set-valued F adalah kelima kriteria di atas.

Bukti: Karena setiap set valued yang monoton maksimal adalah setz-
valued yang monoton, maka kriteria yang pertama terpenuhi.

Misalkan himpunan int (co(D (F ))) = (. Berdasarkan Teorema
3.13, int (CO(D(F))) = int(D(F)). Sehingga himpunan
int(D (F )) = (. Karena set-valued F terdefinisi pada D(F) maka
terdapat x € D(F) sedemikian sehingga F(x) # @. Karena
int(D (F )) = (@, maka x adalah titik pada batas D(F). Dengan
demikian, F(x) # @, untuk x titik pada batas D(F) dan F(x) = 0,
untuk yang lainnya. Karena sef-valued F monoton maksimal dan x
adalah titik pada batas D(F), maka himpunan F(x) tidak terbatas
lokal. Sehingga kriteria kedua, ketiga, keempat dan kelima terpenuhi.

Misalkan himpunan int (CO(D (F ))) # @. Berdasarkan

Teorema 3.13, kriteria pertama sampai dengan kriteria kelima
terpenuhi. Selanjutnya, jika ditinjau dari Teorema 3.10, setiap set-
valued yang monoton maksimal memuat himpunan konveks subset
D(F) dan himpunan terbatas subset X sedemikian sehingga syarat
cukup Teorema 3.10 terpenuhi. ]
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Contoh 3.20 Diberikan set-valued F:D(F) — P,(R) dengan
D(F) = [—1,1] sebagai berikut
[1,0), x=1
F(x) =4 x3,-1<x<1
(—o,—1], x=-1
Berdasarkan Contoh 2.7.14, set-valued F monoton maksimal.

Selanjutnya, set-valued F akan diselidiki karakteristiknya
dengan menggunakan teorema-teorema di atas. Karena himpunan

int (CO(D(F))) # @, maka menurut Teorema 3.10 dan 3.13,
himpunan
int(D(F)) = int (co(D(F))) = int {{-1,1]} = (-1,1)

tidak  kosong, terbuka dan konveks serta  himpunan
D(F) = mt(D(F)) = wnt (co(D(F))) =[-1,1] tidak kosong,
tertutup dan konveks. Di samping itu, set-valued F terbatas lokal di
setiap titik dalam (—1,1) dan tidak terbatas lokal di x = —1 dan
x = 1. Menurut Teorema 3.17, untuk setiap x € [—1,1], himpunan
F(x) tertutup dan konveks, sehingga set-valued F dan grafik G(F)
tertutup. Berdasarkan Teorema 3.18, untuk setiap x € (—1,1),
himpunan F(x) kompak, tetapi untuk x = 1 dan x = —1, himpunan
F (x) tertutup, tetapi tidak terbatas, sehingga F (x) tidak kompak.
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Misalkan X adalah ruang Hilbert real. Jika set-valued
F:D(F) — P,(X) monoton maksimal, maka karakteristik set-valued
tersebut adalah sebagai berikut:

1. set-valued F monoton,
2. himpunan int(D (F )) dan D (F) konveks,
3. set valued F terbatas lokal di setiap titik dalam int(D (F )),

tetapi tidak terbatas lokal di batas D (F),

4. untuk setiap x € D(F), himpunan F(x) tetutup dan konveks.

Dengan kata lain sef-valued F tertutup dalam X sehingga

grafik Gr(F) tertutup X X X,

5. untuk setiap x € int(D (F )), himpunan F (x) kompak. Tetapi

himpunan F (x) tidak kompak di batas D (F).

4.2 Saran
Berdasarkan beberapa uraian di atas, disarankan untuk

diadakan analisis lanjutan tentang karakteristik fungsi set-valued
yang monoton maksimal di ruang dual.
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