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KARAKTERISTIK FUNGSI SET-VALUED 

YANG MONOTON MAKSIMAL 

 

Abstrak 

 

Dalam skripsi ini dibahas karakteristik fungsi set-valued 

yang monoton maksimal di ruang Hilbert real. Jika � adalah ruang 

Hilbert real dan set-valued ������ � �	��� monoton maksimal, 

maka karakteristik set-valued tersebut adalah sebagai berikut: set-

valued � monoton dan himpunan 
��
����� serta ����������� konveks. Di 

samping itu, set-valued � terbatas lokal di setiap titik dalam 


��
�����, tetapi tidak terbatas lokal di batas ����. Selanjutnya, 

untuk setiap � � ����, himpunan ���� tertutup dan konveks, 

sehingga grafik ����� tertutup dalam � � �. Akibatnya, himpunan 

���� kompak di setiap � � 
��
�����, tetapi himpunan ���� tidak 

kompak di batas ����. 
 

Kata Kunci: karakteristik, set-valued, monoton maksimal, terbatas 

lokal, kompak dan konveks. 
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A CHARACTERISTIC OF SET-VALUED FUNCTION 

WHICH MAXIMAL MONOTONE 

 

Abstract 

 

In this paper we discuss a characteristic set-valued function 

which maximal monotone in real Hilbert space. If � is real Hilbert 

space and set-valued ������ � �	��� is maximal monotone, then 

characteristics of the set-valued are as following: set-valued � is 

monotone and the sets 
��
����� and also ����������� are convex. 

Besides, the set-valued � is locally bounded in every point of 


��
�����, but not locally bounded in boundary ����. Furthermore, 

for each point � � ����, a set ���� is closed and convex, so that the 

graph ����� closed in � � �. Consequently, the set ���� is compact 

in each point � � 
��
�����, but the set  ���� is not compact in 

boundary ����. 
 

Keyword: characteristic, set-valued, maximal monotone, locally 

bounded, compact and convex. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xi 

 

 

KATA PENGANTAR 

 

Segala puji syukur ke hadirat Allah SWT yang memberikan 

anugrah dan hidayah kepada penulis sehingga penulis dapat 

menyelesaikan  skripsi yang berjudul ”Karakteristik Fungsi Set-

valued yang Monoton Maksimal”. Skripsi ini disusun dan diajukan 

sebagai syarat untuk memperoleh gelar sarjana di Program Studi 

Matematika, Jurusan Matematika, Fakultas MIPA, Universitas 

Brawijaya. 

Skripsi ini dapat diselesaikan dengan baik atas dukungan dari 

berbagai pihak. Oleh karena itu, ucapan terima kasih penulis 

sampaikan kepada: 

1. Dr. Abdul Rouf A., M.Sc selaku dosen pembimbing I dan Drs. 

M. Muslikh, M.Si selaku dosen pembimbing II, atas segala 

ilmu, perhatian, nasehat, kesabaran, bantuan dan bimbingannya 

selama penulisan skripsi ini. 

2. Dr. Agus Suryanto, M.Sc dan Dr. Wuryansari Muharini K, M.Si 

selaku Ketua Jurusan Matematika dan Ketua Program Studi 

Matematika. 

3. Dra. Trisilowati, M.Sc selaku dosen Penasehat Akademik atas 

nasehat dan saran selama penulis menempuh studi. 

4. Drs. M. Aruman Imron, M.Si, Prof. Dr. Marjono, M.Phil dan 

Dra. Ari Andari, M.S selaku dosen penguji yang telah banyak 

memberi masukan dan saran untuk skripsi ini.  

5. Segenap dosen Jurusan Matematika FMIPA UNIBRAW atas 

transfer ilmu yang diberikan dan staf Tata Usaha Jurusan 

Matematika atas segala bantuannya selama penulis menempuh 

studi. 

6. Bapak dan Ibu tersayang yang senantiasa memberikan 

dukungan, semangat dan berdoa kepadaNya untuk kesuksesan 

penulis. 

7. Kakak tercinta yang senantiasa memberikan motivasi dan 

semangat kepada penulis. 

8. Semua teman-teman Matematika 2005 dan teman-teman 

MathCom Inc. atas doa, dukungan dan semangatnya. 

9. Semua pihak yang telah membantu penulis dalam penyusunan 

skripsi ini yang tidak dapat penulis sebutkan satu persatu. 



xii 

 

Penulis menyadari adanya kekurangan dalam penulisan skipsi 

ini. Oleh karena itu, kritik dan saran dari pembaca sangat penulis 

perlukan untuk perbaikan penulisan ke depan. Penulis mengharapkan 

semoga skripsi ini dapat bermanfaat bagi penulis khususnya dan 

pembaca pada umumnya. 

 

 

 

Malang, 14 April 2009 

 

 

Penulis 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xiii 

 

 

DAFTAR ISI 

 

Halaman 

HALAMAN JUDUL.....................................................................  i 

HALAMAN PENGESAHAN ......................................................  iii 

HALAMAN PERNYATAAN ......................................................  v 

ABSTRAK .....................................................................................    vii 

ABSTRACT ..................................................................................  ix 

KATA PENGANTAR ..................................................................  xi 

DAFTAR ISI .................................................................................  xiii 

DAFTAR GRAFIK ......................................................................  xv 

DAFTAR SIMBOL ......................................................................  xvii 

BAB I PENDAHULUAN .............................................................  1 

1.1 Latar Belakang .............................................................  1 

1.2 Rumusan Masalah .......................................................  2 

1.3 Batasan Masalah ..........................................................  2 

1.4 Tujuan ..........................................................................  2 

1.5 Manfaat ........................................................................  2 

BAB II TINJAUAN PUSTAKA ..................................................  3 

2.1 Ruang Metrik ...............................................................  3 

2.2 Ruang Vektor ...............................................................  6 

2.3 Ruang Bernorma dan Ruang Banach ...........................  6 

2.4 Ruang Pre-Hilbert dan Ruang Hilbert .........................  8 

2.5 Himpunan Tertutup, Terbatas dan Kompak ................  11 

2.6 Himpunan Konveks .....................................................  16 

2.7 Fungsi Set-Valued ........................................................  19 

BAB III PEMBAHASAN .............................................................  27 

BAB IV KESIMPULAN ..............................................................  45 

 4.1 Kesimpulan ..................................................................  45 

4.2 Saran ............................................................................  45 

DAFTAR PUSTAKA  ..................................................................  47 



xiv 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xv 

 

 

DAFTAR GRAFIK 

 

 Halaman 

Grafik 2.7.1 Grafik ���� dari set-valued � pada Contoh 2.7.2 ....  19 

Grafik 2.7.2 Grafik ���� dari set-valued � pada Contoh 2.7.8 ....  21 

Grafik 2.7.3 Grafik ���� dari set-valued � pada Contoh 2.7.9 ....  22 

Grafik 2.7.4 Grafik ���� dari set-valued � pada Contoh 2.7.14 ..  25 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xvi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xvii 

 

 

DAFTAR SIMBOL 

 

Simbol Keterangan 

�  elemen dari 

� bukan elemen dari 

�  untuk setiap   

� jika dan hanya jika 

� operasi penggabungan himpunan 

� himpunan bagian dari 

�  tidak sama dengan 

��  komplemen dari 
�������  barisan �� 

�  himpunan bilangan asli 

   himpunan bilangan real 

 ! himpunan bilangan real nonnegatif 

"   himpunan bilangan kompleks 

#��$��  metrik  
%�%  norm 
&�$�'  inner product 

()  real dari 

*+��� bola terbuka (open ball) dengan pusat � dan 

jari-jari � 
,  himpunan kosong 

- .  penutup (closure) dari 


����� himpunan titik interior dari 

�� himpunan titik limit dari 

/ irisan (interseksi) antara 

0 gabungan (union) antara 

12���  konveks hull dari 

���� domain dari 

�	��� koleksi himpunan bagian tidak kosong dari 

(���  daerah hasil (range) dari 

�� � � �	��� fungsi set-valued dari � ke �	��� 
�3���  invers bawah (lower inverse) � pada 

�!���  invers atas (upper inverse) � pada 

����� grafik dari fungsi 

 pembuktian selesai 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

  

 Secara umum fungsi dikelompokan menjadi dua kelompok 

yaitu fungsi bernilai tunggal (single-valued function) dan fungsi 

bernilai himpunan (set-valued  function). Fungsi bernilai tunggal 

adalah fungsi yang memiliki satu nilai untuk setiap titik pada daerah 

asalnya. Sedangkan fungsi set-valued adalah fungsi yang memiliki 

lebih dari satu nilai untuk setiap titik pada daerah asalnya. Dengan 

demikian fungsi set-valued merupakan perumuman dari fungsi 

single-valued. 

 Fungsi set-valued banyak dibahas oleh para ahli, diantaranya 

Borges, 1967 memperkenalkan konsep-konsep dasar fungsi set-

valued. Borwein dan Aubin, 1992 memaparkan analisis fungsi set-

valued dan penerapannya dalam ilmu aplikasi. Konsep-konsep dasar 

dan analisis tentang fungsi set-valued yang dipaparkan oleh Borges 

dan Aubin memberikan terobosan baru untuk perkembangan analisis 

fungsi set-valued. Dalam perkembangannya diperkenalkan suatu 

fungsi set-valued yang monoton yang merupakan konsep dasar dari 

fungsi set-valued yang monoton maksimal. Fungsi set-valued yang 

monoton maksimal memberikan peranan penting dalam ilmu analisis 

dan ilmu aplikasi. 

 Peranan fungsi set-valued yang monoton maksimal dalam 

ilmu analisis dan ilmu aplikasi diantaranya sebagai konsep dasar 

untuk masalah pertidaksamaan variasi dan masalah equilibrium yang 

merupakan teori dasar dari teknik optimasi, linier programming, 

transportasi dan ekonomi (Phelps, 1993, Luc, 1996, Hassouni, 2003, 

Kaplan, 2003 dan Beldiman, 2007). Di samping itu, fungsi set-

valued yang monoton maksimal juga mempunyai peranan penting 

dalam analisis solusi persamaan diferensial nonlinier (Apreutesei, 

2003). 

 Fungsi set-valued yang monoton maksimal juga banyak 

dibahas dan dipopulerkan oleh para ahli. Sebagai contoh, Browder, 

1967 dan Brezis, 1976 memaparkan perkembangan teorema fungsi 

set-valued yang monoton dan monoton maksimal. Weyer, 1976 

membahas tentang karakter domain fungsi set-valued yang monoton 

maksimal. Rockafellar, 1968 mengemukakan kekonveksan domain 
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fungsi set-valued yang monoton maksimal. Di samping itu, 

Rockafellar, 1968 juga memaparkan keterbatasan lokal dari fungsi 

set-valued yang monoton maksimal di setiap titik interior 

domainnya. Phelps, 1993 mengemukakan teorema-teorema tentang 

fungsi set-valued yang monoton maksimal. Crouzeix, 2006 

mengkonstruksi fungsi set-valued yang monoton maksimal dari 

fungsi set-valued yang monoton. Dan Lohne, 2007 membahas 

karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal. 

 Berdasarkan uraian di atas fungsi set-valued yang monoton 

maksimal sangat penting untuk dibahas. Untuk mengetahui lebih 

detil tentang fungsi set-valued yang monoton maksimal dibahas 

karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal pada ruang 

Hilbert real. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 

Masalah yang dibahas dalam skripsi ini adalah bagaimana 

karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal pada ruang 

Hilbert real. 

 

1.3 Batasan Masalah 

  

 Dalam skripsi ini hanya dibahas karakteristik fungsi set-valued 

yang monoton maksimal pada ruang Hilbert real. 

 

1.4 Tujuan 

  

 Tujuan yang akan dicapai dalam penulisan skripsi ini adalah 

memperoleh karakteristik fungsi set-valued yang monoton maksimal. 

 

1.5 Manfaat 

  

 Manfaat dari skripsi ini adalah menambah wawasan dan 

pengetahuan tentang ilmu analisis fungsional, khususnya analisis 

fungsi set-valued yang monoton maksimal. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

Sebagai konsep dasar untuk bab pembahasan nantinya 

diberikan beberapa definisi berikut: 

 

2.1 Ruang Metrik 

 

Definisi 2.1.1 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Misalkan � adalah 

himpunan objek-objek. Fungsi �� � � � � �� disebut metrik atau 

fungsi jarak jika untuk setiap �	 
	 � � �
 
memenuhi aksioma-aksioma 

berikut: 

 (i) �
�	 
� � �, 

 (ii) �
�	 
� � � � � � 
,
 

 (iii) �
�	 
� � �

	 ��, 
 (iv) �
�	 
� � �
�	 �� � �
�	 
�. 
 

Definisi 2.1.2 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Himpunan objek-

objek yang dilengkapi dengan metrik disebut ruang metrik. Ruang 

metrik � yang dilengkapi dengan metrik � dinotasikan dengan 
�	 ��. 
 

Contoh 2.1.3 Himpunan �� yang dilengkapi dengan metrik �
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
���, di mana 

untuk setiap � � �	�� 	  , �! 	 
! � � dan � � 
��	 ��	 � 	 ���, 
 � 

�	 
�	 � 	 
�� � �� adalah ruang metrik. 

 

Bukti: Ambil sembarang �	 
	 � � ��. Akan ditunjukkan himpunan �� memenuhi aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.1.1 

(i) Karena untuk setiap � � �	�� 	  , ��! � 
!�� � � maka 

(ii) 

�
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � �. 

 
(ii)  
"� Misalkan �
�	 
� � �. Akan ditunjukkan � � 
. Karena �
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � �, 

maka ��� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � �. 

Sehingga untuk setiap � � �	�� 	  , �! � 
!. Akibatnya  � � 
. 
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#� Misalkan � � 
. Akan ditunjukkan �
�	 
� � �. Karena � � 
, maka untuk setiap � � �	�� 	  , �! � 
!. Sehingga   �
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� �0. 

(iii) �
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
���$ � ��
� � ���� � �
� � ���� ��� �
� � ���� � �

	 ��. 
(iv) �
�	 
� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � ���� � �� � �� � 
��� ��� ��� � �� � �� � 
��� � ���� � ���� � ��� � ���� ��� ��� � ���� � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � �
�	 �� � �
�	 
�. 

 

Definisi 2.1.4 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Barisan %�&'&�( 

dalam ruang metrik 
�	 �� disebut konvergen ke � � �, jika untuk 

setiap ) * � terdapat + � ( sedemikian sehingga untuk setiap , � +, berlaku �
�&	 �� - ). 

 

Contoh 2.1.5 Misalkan 
�	 �� adalah ruang metrik dengan metrik �
�	 
� � �� � 
�. Barisan %�&'&�( . � yang didefinisikan oleh �& � � � �& adalah barisan yang konvergen ke 1. 

 

Bukti: Tentukan sembarang + � ( sedemikian sehingga ) � /0. 

Maka untuk setiap , � + berlaku 1� � /2 � �1 � 1/21 - ). Terbukti 

bahwa barisan �& � � � /2 konvergen ke 1 atau 345&�67� � /28 � �. 

 

Definisi 2.1.6 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Barisan %�&'&�( 

dalam ruang metrik 
�	 �� disebut barisan Cauchy, jika untuk setiap ) * � terdapat + � ( sedemikian sehingga untuk setiap 9	 , � +, 

berlaku �
�:	 �&� - ). 

 

Contoh 2.1.7 Misalkan 
�	 �� ruang metrik, dengan metrik �
�	 
� � �� � 
�. Barisan %�&'&�( . � yang didefinisikan oleh �& � ; � 
<=>�& , untuk setiap ;	 ? � � sedemikian sehingga ? * ; 

dan setiap , � ( adalah barisan Cauchy. 
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Bukti: Ambil sembarang ;	 ? � � sedemikian sehingga ? * ; dan + � ( sedemikian sehingga ) � <=>@ , maka untuk setiap 9	 , � +, 

sehingga berlaku ��: � �&� � A; � 
<=>�: � B; � 
<=>�& CA. � A
<=>�: � 
<=>�& A. � A<=>: A � A<=>& A - � <=>@ � �). 

Karena nilai ) sembarang, maka untuk setiap 9	 , � +,               ��: � �&� - ). Akibatnya, untuk setiap , � (, �& � ; � 
<=>�&  

adalah barisan Cauchy. 

 

 Setiap barisan yang konvergen adalah barisan Cauchy. Hal 

tersebut tercermin dalam Teorema 2.1.8. Tetapi barisan Cauchy 

belum tentu barisan konvergen. Hal tersebut ditunjukkan pada 

Contoh 2.1.9. 

 

Teorema 2.1.8 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Jika barisan %�&'&�( dalam ruang metrik 
�	 ��  konvergen maka barisan tersebut 

adalah barisan Cauchy. 

 

Bukti: Misalkan 
�	 �� adalah ruang metrik dan %�&'&�( adalah 

barisan yang konvergen ke � � �. Akan ditunjukkan %�&'&�( adalah 

barisan Cauchy. Karena %�&'&�( adalah barisan yang konvergen ke � � �, maka untuk setiap ) * � terdapat + � ( sedemikian sehingga 

untuk setiap , � +, berlaku �
�&	 �� - ). Karena ) sembarang, 

maka untuk setiap 9	 , � + berlaku �
�:	 �� - DE dan �
�& 	 �� - DE. 
Karena 
�	 �� adalah ruang metrik maka �
�:	 �&� � �
�:	 �� ��
�	 �&� � �
�:	 �� � �
�&	 �� - DE � DE � ). Terbukti bahwa setiap 

barisan yang konvergen adalah barisan Cauchy. 

 

Contoh 2.1.9 Misalkan untuk setiap , � (, �& � ; � 
<=>�& , di mana ;	 ? � � sedemikian sehingga ? * ; adalah barisan yang termuat 

dalam ruang metrik 
;	 ?F. Barisan tersebut adalah barisan Cauchy 

tetapi tidak konvergen, karena tidak ada ; � 
;	 ?F sedemikian 

sehingga �& konvergen ke ;. 
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Definisi 2.1.10 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Ruang metrik 
�	 �� disebut ruang metrik lengkap (complete metric space), jika 

untuk setiap barisan Cauchy dalam �  konvergen. 

 

Contoh 2.1.11 Himpunan �� yang dilengkapi dengan metrik �
�	 
� � �G ��! � 
!��&!H�  adalah ruang metrik lengkap. Karena 

setiap barisan Cauchy dalam �� konvergen. 

 

2.2 Ruang Vektor 

 

Definisi 2.2.1 (Joy, 2000 dan Anonim
3
, 2008). Misalkan � adalah 

himpunan. � disebut ruang vektor atau ruang linier jika untuk setiap �	 
 � � dan skalar I	 J memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(i) � � 
 � �, 

(ii) I� � �, 

(iii) � � 
 � 
 � �, 

(iv) 
� � 
� � � � � � 

 � ��, 
(v) terdapat vektor � � �, sedemikian sehingga$� � � � �, 

(vi) terdapat �� � �, sedemikian sehingga � � 
��� � �, 

(vii) I
J�� � 
IJ��, 

(viii) �� � �, 

(ix) 
I � J�� � I� � J� dan 

(x) I
� � 
� � I� � I
. 

 

Contoh 2.2.2 Himpunan �� dengan skalar I	 J � � adalah ruang 

vektor. Di samping itu, himpunan K� dengan skalar I	 J � K juga 

merupakan ruang vektor. 

 

2.3 Ruang Bernorma dan Ruang Banach 

 

Definisi 2.3.1 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Misalkan � adalah 

ruang vektor. Fungsi LML� � � �� disebut norm pada � jika untuk 

setiap �	 
 � � dan skalar I memenuhi aksioma-aksioma berikut:
 

(i) L�L � �, 

(ii) L�L � � � � � �, 

(iii) LI�L � �I�L�L dan 

(iv) L� � 
L � L�L � L
L. 
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Definisi 2.3.2 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Ruang vektor yang 

dilengkapi dengan norm disebut dengan ruang bernorma (normed 

space). 

 

Contoh 2.3.3 Ruang vektor �� yang dilengkapi dengan norm L�L � ������ � ����� ��� �����  adalah ruang bernorma. 

 

Bukti: Ambil sembarang � � �� dan skalar I � �. Akan 

ditunjukkan aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.3.1 terpenuhi. 

(i) Karena untuk setiap � � �	�	� 	  , ��!�� � � maka        ����� � ����� ��� ����� � �. Akibatnya  L�L � ������ � ����� ��� ����� � �. 

(ii) 
"� Misalkan L�L � �. Akan ditunjukkan � � �. Karena L�L � ������ � ����� ��� ����� � �, maka ����� ������ ��� ����� � �. Karena untuk setiap � � �	�	� 	  , ��!�� � �, maka untuk setiap � � �	�	� 	  , �! � �. Karena 

untuk setiap � � �	�	� 	  , �! � �, maka � � �. 
"� Misalkan � � �. Akan ditunjukkan L�L � �. Karena  � � �, maka untuk setiap � � �	�	� 	  , �! � �. Sehingga L�L � N�� � �� ��� �� � �. 

(iii) LI�L � ��I���� � �I���� ��� �I���� � ��I��
����� � ����� ��� ������ � �I������� � ����� ��� ����� � �I�L�L. 

(iv) L� � 
L � ���� � 
��� � ��� � 
��� ��� ��� � 
��� � ������ � ����� ��� ����� ���
��� � �
��� ��� �
��� � L�L � L
L. 

 

Definisi 2.3.4 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Ruang bernorma � 

disebut ruang Banach, jika untuk setiap barisan Cauchy dalam � 

konvergen.  

 

Contoh 2.3.5 Ruang bernorma �� pada Contoh 2.3.3 adalah ruang 

Banach, karena setiap barisan Cauchy dalam �� konvergen. 
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2.4 Ruang Pre-Hilbert dan Ruang Hilbert 

 

Definisi 2.4.1 (Heil, 2006, Kajotoni, 2007 dan Anonim
3
, 2008). 

Misalkan �$adalah ruang vektor. Fungsi OM	MP� � � � � K disebut 

inner product pada � jika untuk setiap �	 
	 � � � dan skalar I	 J 

memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

 (i) O�	 �P � �, 

 (ii) O�	 �P � � � � � �, 

 (iii) O�	 
P � O
	 �PQQQQQQQ, 
 (iv) OI�	 
P � IO�	 
P dan 

 (v) O� � 
	 �P � O�	 �P � O
	 �P. 
 

Definisi 2.4.2 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Ruang vektor yang 

dilengkapi dengan inner product disebut ruang inner product atau 

ruang pre-Hilbert. 

 

Contoh 2.4.3 Ruang vektor K& yang dilengkapi dengan inner 

product O�	 
P � G �!
RS&!H�  adalah ruang pre-Hilbert. 

 

Bukti: Ambil sembarang � � K& dan skalar I � K. Akan 

ditunjukkan aksioma (i)-(iv) pada Definisi 2.4.1 terpenuhi. 

(i) Karena untuk setiap � � �	�	� 	 , �!�RS � ��!�� � � maka O�	 �P � G �!�RS&!H� � �. 

(ii) 
"� Misalkan O�	 �P � �. Akan ditunjukkan � � �. Karena O�	 �P � G �!�RS&!H� � � dan untuk setiap � � �	�	� 	 ,, �!�RS � � maka untuk setiap � � �	�	� 	 ,, �! � �. Karena 

untuk setiap � � �	�	� 	 ,,  �! � � maka � � �. 
#� Misalkan � � �. Akan ditunjukkan O�	 �P � �. Karena � � � maka untuk setiap � � �	�	� 	 ,, �! � �. Sehingga O�	 �P � G �!�RS&!H� � G �&!H� �Q � �. 

(iii) O�	 
P � G �!
RS&!H� � G �RS
RQQQQQ&!H� � G 
R�RSQQQQQ&!H� � O
	 �PQQQQQQQ. 
(iv) OI�	 
P � G I�!
RS&!H� � IG �!
RS&!H� � IO�	 
P. 
(v) O� � 
	 �P � G 
�! � 
!��RS&!H� � G �!�RS �&!H� 
!�RS  $� G �!�RS �&!H� G 
!�RS&!H� � O�	 �P � O
	 �P. 

 

Lemma 2.4.4 (Heil, 2006, Kajotoni, 2007 dan Anonim
3
, 2008). Jika OM	MP adalah inner product pada �, maka untuk setiap �	 
 � �$berlaku L� � 
L� � L�L� � L
L�. 
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Bukti: Karena � � �T � �UV$W maka L� � 
L� � O� � 
	 � � 
P � L�L� � O�	 
P � O
	 �P � L
L� � L�L� � �UV$O�	 
P � L
L�. 

 

Teorema 2.4.5 (Kajotoni, 2007 dan Anonim
3
, 2008). Jika OM	MP adalah 

inner product pada � maka untuk setiap �	 
 � � berlaku �O�	 
P� � L�LL
L. 

 

Bukti: Ambil sembarang �	 X � �. Karena OM	MP adalah inner inner 

product pada �, maka O� � X	 � � XP � �. Sehingga diperoleh O� � X	 � � XP � O�	 � � XP � OX	 � � XP � O�	 �P � O�	 XP � OX	 �P � OX	XP � O�	 �P � �UV$O�	 XP � OX	XP � �. 

Dengan demikian O�	 �P � �UV$O�	 XP � OX	XP. Misalkan 
 Y � 

sedemikian sehingga X � OZ	[PO[	[P 
, maka O�	 �P � �UV$ O�	 OZ	[PO[	[P 
P � OOZ	[PO[	[P 
	 OZ	[PO[	[P 
P. � �UV$ BOZ	[PO[	[PQQQQQ O�	 
PC � OZ	[PO[	[P O
	 OZ	[PO[	[P 
P. � �UV$ BOZ	[PO[	[PQQQQQ O�	 
PC � OZ	[PO[	[P OZ	[PO[	[PQQQQQ O
	 
P. � �UV$ BOZ	[PO[	[PQQQQQ O�	 
PC � B�OZ	[P�EO[	[PE C O
	 
P. � � �OZ	[P�EO[	[P � �OZ	[P�EO[	[P � �OZ	[P�EO[	[P . 

Dengan demikian diperoleh O�	 �P � �OZ	[P�EO[	[P , sehingga  �O�	 
P� � L�LL
L. 

 

Teorema 2.4.6 (Kajotoni 2007). Jika OM	MP adalah inner product pada � maka untuk setiap �	 
 � � berlaku L� � 
L� � L� � 
L� � �
L�L� � L
L��. 
 

Bukti:  L� � 
L� � L� � 
L� � O� � 
	 � � 
P � O� � 
	 � � 
P � O�	 � � 
P � O
	 � � 
P � O�	 � � 
P � O
	 � � 
P � O�	 �P � O�	 
P � O
	 �P � O
	 
P �O�	 �P � O�	 
P � O
	 �P � O
	 
P � �
O�	 �P � O
	 
P� � �
L�L� � L
L��. 
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Lemma 2.4.7 (Anonim
3
, 2008). Setiap ruang pre-Hilbert adalah 

ruang bernorma, di mana norm pada ruang bernormanya 

didefinisikan L�L � O�	 �P/ E\ . 

 

Bukti: Misalkan � adalah ruang pre-Hilbert. Akan ditunjukkan � 

adalah ruang bernorma. Ambil sembarang �	 
 � � dan sembarang 

skalar I. 

(i) Berdasakan definisi, L�L � O�	 �P/E. Karena � adalah ruang 

pre-Hilbert maka O�	 �P � �. Sehingga L�L � O�	 �P/E � �. 

(ii) 
"� Misalkan L�L � �. Akan ditunjukkan � � �. Karena L�L � O�	 �P/E � �, maka O�	 �P � �. Karena � adalah ruang 

pre-Hilbert dan O�	 �P � � maka � � �. 
#� Misalkan � � �. Akan ditunjukkan L�L � �. Karena � � � maka  L�L � L�L � O�	�P/E � �. Dengan demikian, 

jika � � � maka L�L � �. 

(iii) Berdasarkan definisi LI�L � OI�	 I�P/E � 
IO�	 I�P�/E � 7IOI�	 �PQQQQQQQQQ8/E � 7IIO�	 �PQQQQQQQQQ8/E � 
IIQO�	 �P�/E � 
IIQ�/EO�	 �P/E � �I�L�L] 
(iv) Berdasarkan definisi  L� � 
L� � O� � 
	 � � 
P � O�	 � � 
P � O
	 � � 
P � O�	 �P � O�	 
P � O
	 �P � O
	 
P � L�L� � �UVO�	 
P � L
L� � L�L� � ��O�	 
P��L
L� � L�L� � �L�LL
L�L
L� � 
L�L � L
L��, 

sehingga diperoleh L� � 
L � L�L � L
L. Karena aksioma (i)-(iv) 

pada Definisi 2.3.1 terpenuhi maka terbukti bahwa � adalah ruang 

berorma. 

 

Definisi 2.4.8 (Heil, 2006 dan Anonim
3
, 2008). Ruang pre-Hilbert � 

disebut ruang Hilbert jika untuk setiap barisan Cauchy dalam � 

konvergen. 
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Contoh 2.4.9 K^ yang dilengkapi dengan inner product          O�	 
P � G �!
RS&!H�  adalah ruang Hilbert. Karena K^ adalah ruang 

inner product dan setiap barisan Cauchy dalam K^ konvergen. 

 

2.5 Himpunan Tertutup, Terbatas dan Kompak 

 

Definisi 2.5.1 (Heil, 2006 dan Done, 2008). Misalkan � adalah ruang 

bernorma. 

(i) Bola terbuka (open ball) pada � dengan pusat � dan jari-jari _ * � adalah himpunan à
�� � %
 � �� L� � 
L - _'. 
(ii) Himpunan b c � disebut terbuka jika untuk setiap � � b, 

terdapat _ * � sedemikian sehingga à
�� c b. 

(iii) Himpunan d c � disebut tertutup jika de terbuka. 

 

Definisi 2.5.2 (Heil, 2006, Done, 2008 dan Anonim
2
, 2008). 

Misalkan � adalah ruang bernorma. 

(i) Titik ; � � disebut titik interior dari b c �, jika terdapat _ * � sedemikian sehingga à
�� c b. Himpunan semua 

titik interior dari b dinotasikan dengan �,f
b�. 
(ii) Titik � disebut titik limit dari b c �, jika untuk setiap _ * �, bg
 à
��h%�'� Y i. Himpunan semua titik limit dari b 

dinotasikan dengan bj] 
(iii) Closure dari b adalah union dari b dan titik limitnya, atau bT � b k bj. Closure dari b dinotasikan dengan bT. 
(iv) Himpunan b disebut dense  jika bT � �. 

 

Lemma 2.5.3 Himpunan b terbuka jika dan hanya jika untuk setiap 

titik dalam b adalah titik interior. 

 

Bukti: 
"� Misalkan himpunan b terbuka. Akan ditunjukkan setiap 

titik dalam b adalah titik interior. Ambil sembarang � � b. Akan 

ditunjukkan terdapat _ * � sedemikian sehingga à
�� c b. Karena 

himpunan b terbuka maka terdapat _ * � sedemikian sehingga à
�� c b. Dengan demikian, � adalah titik interior dari b. Karena  � adalah sembarang titik dalam b, maka setiap titik dalam b adalah 

titik interior. 
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#� Misalkan semua titik pada b adalah titik interior. Akan 

ditunjukkan himpunan b terbuka, yaitu �,f
b� � b. Karena �,f
b� � %� � b� � titik interior}, maka �,f
b� . b. Langkah 

selanjutnya akan ditunjukkan �,f
b� l b. Karena untuk setiap � � b 

adalah titik interior dari b maka b . �,f
b� � %� � b� � titik 

interior}. Dengan demikian �,f
b� � b. Terbukti bahwa himpunan b terbuka. 

 

Lemma 2.5.4 (Heil, 2006 dan Done, 2008). bT adalah himpunan 

tertutup terkecil yang memuat b. Dengan kata lain                        bT � g%d . �� d m b dan d tertutup}. 

 

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan bahwa himpunan bT 
tertutup. Menurut definisi, himpunan bT tertutup jika himpunan bTe 

terbuka. Selanjutnya akan ditunjukkan bTe terbuka. Jika � � bTe maka � n bT. Karena bT memuat semua titik limit dari b dan � n bT maka � 

bukan titik limit untuk b. Sehingga terdapat _ * � sedemikian 

sehingga à
�� c bTe dan à
�� o b � i. Karena à
�� tidak 

memuat titik limit b maka à
�� o bT � i. Dengan demikian 

himpunan bTe terbuka. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa bT � g%d . �� d m b 

dan d tertutup}. Misalkan d adalah himpunan tertutup dan d m b. 

Karena himpunan d tertutup maka menurut definisi  himpunan de 

terbuka. Misalkan � � de, maka menurut definisi terdapat _ * � 

sedemikian sehingga à
�� c de. Karena himpunan de terbuka dan � � de, maka � n bT dan à
��gbT $� i. Sehingga � bukan titik limit 

dari b. Karena b c d maka de c be dan de c bTe, sehingga bT c d. 

Terbukti bahwa bT � g%d c �� d m b dan d$tertutup}. 

 

Lemma 2.5.5 (Heil, 2006). Misalkan � adalah ruang bernorma dan d c �. Himpunan d tertutup jika dan hanya jika d memuat semua 

titik limitnya. 

 

Bukti: 
"� Jika himpunan d tertutup, maka himpunan d memuat 

semua titik limitnya. Misalkan himpunan d tertutup. Andaikan ada 

titik limit dari d yang tidak termuat dalam d, yaitu terdapat barisan %�&'&�( . d sedemikian sehingga �& konvergen ke � dan � � de. 

Akan ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Karena himpunan 
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d tertutup maka himpunan de terbuka, sehingga terdapat _ * � 

sedemikian sehingga à
�� c de. Karena barisan �& konvergen ke � 

maka terdapat �& � à
��, sehingga �& � de. Karena barisan �& � de dan � � de, maka himpunan de tertutup. Hal tersebut 

kontradiksi dengan pernyataan. Sehingga pengandaian harus 

diingkari. 
#� Jika himpunan d memuat semua titik limitnya, maka 

himpunan d tertutup. Jika %�&'&�( . d sedemikian sehingga barisan �& konvergen ke � maka � � d. Misalkan 
 � de sedemikian 

sehingga untuk suatu _ * �, à

� o %�' � i. Karena 
 bukan titik 

limit d maka untuk setiap 
 � de, terdapat terdapat _ * � 

sedemikian sehingga à
�� c de. Dengan demikian, himpunan de 

terbuka. Sehingga himpunan d tertutup. 

 

Contoh 2.5.6 Misalkan � adalah ruang bernorma dan � � �. Setiap à
�� . �, dengan _ * � adalah himpunan terbuka. Di samping itu, 

dan à
��QQQQQQQ � %
 � �� L� � 
L � _' adalah himpunan tertutup. 

 

Definisi 2.5.7 (Nachbar, 2007 dan Done, 2008). Misalkan � adalah 

ruang bernorma dan p c �. 

(i)  q disebut selimut terbuka (open cover) untuk p jika untuk 

setiap b � q, himpunan b terbuka dan p c r bs�q . 

(ii) Misalkan q adalah selimut terbuka untuk p. t . q 

disebut subselimut (subcover) dari q untuk p jika untuk 

setiap ` � t, himpunan ` terbuka dan p c r `u�t . 

 

Definisi 2.5.8 (Heil, 2006, Done, 2008 dan Anonim
2
, 2008). 

Misalkan � adalah ruang bernorma dan p c �.  

(i) Himpunan p disebut kompak (compact), jika untuk setiap 

selimut terbuka untuk p memuat subselimut berhingga. 

(ii) Himpunan p disebut terbatas (bounded), jika terdapat v - w dan terdapat x � � sedemikian sehingga untuk 

setiap � � p, L� � xL - v. 

 

Teorema 2.5.9 (Done, 2008). Misalkan � adalah ruang bernorma 

dan himpunan p kompak. Jika himpunan d tertutup dan d c p, 

maka himpunan d kompak. 
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Bukti: Misalkan q adalah selimut terbuka untuk d. Berdasarkan 

definisi, d c r bs�q . 

Akan ditunjukkan selimut terbuka q memuat subselimut berhingga. 

Karena himpunan d tertutup maka himpunan de terbuka. Sehingga %de' k q adalah selimut terbuka untuk p. 

 

Dengan demikian berlaku p c de k 
r bs�q �. 
Karena himpunan$p kompak, maka himpunan p memuat subselimut 

berhingga. Jika t c q merupakan subselimut berhingga dari q 

untuk p, maka  p c de k 
r `u�t �. 
Dengan demikian, d c r `u�t  atau selimut terbuka q memuat 

subselimut berhingga yang menyelimuti d. 

 

Teorema 2.5.10 (Heil, 2006 dan Anonim
2
, 2008). Misalkan � adalah 

ruang bernorma dan p c �. Pernyataan berikut ekivalen: 

(i) p kompak, 

(ii) p terbatas dan tertutup. 

 

Bukti:$
4� " 
44� Misalkan himpunan p kompak. Akan ditunjukkan p adalah himpunan yang terbatas dan tertutup. Karena himpunan p 

kompak maka setiap selimut terbuka untuk p memuat subselimut 

berhingga. Misalkan q � % à
��� � � p	 _ * �' adalah sembarang 

selimut terbuka untuk p. Akan ditunjukkan terdapat v - w dan 

terdapat x � � sedemikian sehingga untuk setiap � � p,              L� � xL - v. Karena himpunan p kompak, maka terdapat 

subselimut berhingga dari q untuk p, misalkan t � % ày
�!�� �! � p	 � � �	�	� 	 ,'. Karena t adalah subselimut berhingga dari q 

untuk p, maka dapat dipilih �! dan _! sedemikian sehingga p c r ày
�!�&!H� . 

Berdasarkan Definisi 2.5.1 (i), untuk setiap � � �	�	� 	 ,,    ày
�!� � %
 � �� L�! � 
L - _!'. Dengan demikian, dapat dipilih x � p sedemikian sehingga untuk setiap � � p, L� � xL - G _!&!H� . 

Karena � berhingga, maka terdapat v - w sedemikian sehingga G _!&!H� � v. Akibatnya, untuk sembarang � � p, L� � xL - v. 
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 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa himpunan p tertutup. 

Menunjukkan bahwa himpunan p tertutup, cukup ditunjukkan bahwa pe adalah himpunan terbuka. Karena himpunan p kompak maka 

untuk setiap selimut terbuka untuk p memuat subselimut berhingga. 

Misalkan untuk setiap selimut terbuka q, t � % ày
�!�� �! � p	 � � �	�	� 	 ,' adalah subselimut berhingga dari q untuk p. 

Misalkan untuk sembarang titik 
 � pe, dipilih z * � sedemikian 

sehingga untuk setiap � � p, � tidak termuat dalam {̀

�. Karena t 

adalah subselimut berhingga dari q untuk p maka p c r ày
�!�&!H� , 

di mana � � �	�	� 	 ,. Selanjutnya, t k % {̀

�' adalah subselimut 

berhingga dari p sedemikian sehingga p c r ày
�!�&!H� k {̀

�. 
Dengan demikian, 
 adalah titik interior dari pe. Karena 
 

sembarang maka semua titik pada pe adalah titik interior. Sehingga pe adalah himpunan terbuka. 
44� " 
4� Misalkan himpunan p terbatas dan tertutup. Akan 

ditunjukkan himpunan p kompak. Karena himpunan p terbatas, 

maka terdapat v - w dan terdapat x � � sedemikian sehingga 

untuk setiap � � p, L� � xL - v. Tentukan sembarang selimut 

terbuka q, yaitu q � % à
��� � � p	 _ * �' sedemikian sehingga p c r à
��u|
Z��q . 

Selanjutnya, akan ditunjukkan selimut terbuka q memuat subselimut 

berhingga. Karena himpunan p tertutup, maka himpunan p} terbuka. 

Sehingga p c r à
��u|
Z��q k p}. Akibatnya, q k %p}' adalah 

selimut terbuka untuk p. Berdasarkan Lemma 2.5.5, himpunan p 

memuat semua titik limitnya. Karena himpunan p terbatas dan 

memuat semua titik limitnya, maka dapat dipilih titik behingga 

dalam p sedemikian sehingga p c r ày
�!�&!H� , di mana               � � �	�	� 	 ,. Dengan  demikian,  t � % ày
�!�� �! � p	                � � �	�	� 	 ,' adalah subselimut berhingga dari q untuk p. 

 

Akibat 2.5.11 Misalkan � adalah ruang bernorma dan p kompak. 

Jika d tertutup maka d o p kompak. 

 

Bukti: Berdasarkan Teorema 2.5.10, jika himpunan p kompak maka 

himpunan p tertutup dan terbatas. Karena himpunan d tertutup dan 

irisan antar himpunan tertutup adalah tertutup maka d o p adalah 

himpunan tertutup. Karena d o p subset p maka menurut Teorema 

2.5.9, d o p adalah himpunan kompak. 
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Contoh 2.5.12 Misalkan � adalah ruang bernorma. Himpunan à
�� . �, di mana _ - w adalah himpunan terbatas. Selanjutnya, 

himpunan à
��QQQQQQQ � %
 � �� L
L � _' adalah himpunan kompak. 

 

2.6 Himpunan Konveks 

 

Definisi 2.6.1 (Schutt, 2006, Venkatasubramanian, 2007 dan 

Anonim
1
, 2008). Misalkan � adalah ruang bernorma. Himpunan b c � disebut konveks (convex) jika untuk setiap x	 ~ � b dan setiap � � � � � berlaku �x � 
� � ��~ � b] 

 

Lemma 2.6.2 (Schutt, 2006, Venkatasubramanian, 2007 dan 

Anonim
1
, 2008). Himpunan b c � konveks jika dan hanya jika 

untuk      setiap    � � �	�	� 	 ,, �! � �      sedemikian       sehingga G �! � �&!H�  dan $x! � b berlaku  G �!x! � b&!H� ] 
 

Bukti: 
"� Misalkan himpunan b konveks. Akan ditunjukkan 

untuk setiap � � �	�	� 	 ,, �! � � sedemikian sehingga G �! � �&!H�  

dan $x! � b berlaku  G �!x! � b&!H� ] Jika , � � dan x� � b, maka �� � � dan x��� � x� � b. Misalkan untuk , �  , pernyataan 

tersebut benar, yaitu untuk setiap � � �	�	� 	  , �! � � sedemikian 

sehingga G �! � ��!H�  dan $x! � b berlaku  G �!x! � b�!H� . Akan 

ditunjukkan bahwa untuk setiap � � �	�	� 	  	  � �, �! � � 

sedemikian sehingga G �! � ����!H�  dan $x! � b berlaku      G �!x! � b���!H�  adalah pernyataan yang benar. Dengan demikian, G �!x!���!H� � G �!x!�!H� � �!��x!��. 

Karena G �! � ����!H� , maka �!�� � � � G �!�!H� . Sehingga G �!x!&��!H� � G �!x!&!H� � 
� � G �!&!H� �x!��. 

Karena G �! � ����!H� , maka � � G �!�!H� � �. Karena G �!x!�!H� � b 

maka G �!x!���!H� � b. 
#� Misalkan untuk setiap � � �	�	� 	 ,, �! � � 

sedemikian sehingga G �! � �&!H�  dan $x! � b berlaku  G �!x! � b&!H�  

terpenuhi. Akan ditunjukkan himpunan b konveks. Tentukan 

sembarang � � � � �. Pilih �� � � dan �� � 
� � ��, sehingga G �! � ��!H�  terpenuhi. Selanjutnya tentukan sembarang x�	 x� � b 

sehingga G �!x! � b�!H� . Karena � sembarang, maka terbukti bahwa 

himpunan b konveks. 
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Contoh 2.6.3 Misalkan � adalah ruang bernorma. Untuk setiap _ * � dan setiap � � �, himpunan à
;� adalah himpunan konveks. 

Di samping itu, himpunan à
;�QQQQQQQQ adalah himpunan konveks. Dengan 

demikian, himpunan konveks tidak harus himpunan terbuka atau 

tertutup. Untuk suatu �	 �� � �, himpuan %I� � �� � �� �I � �' 
adalah himpunan konveks dan tidak terbatas. Dengan demikian, 

himpunan konveks tidak harus himpunan yang terbatas. Sehingga 

himpunan konveks tidak harus himpunan kompak. 

 

Definisi 2.6.4 (Schutt, 2006 dan Anonim
1
, 2008). Misalkan � adalah 

ruang bernorma. 

(i) Separuh garis (half-line) atau ray adalah himpunan  %� � � � � � I�	 I � �', 
untuk suatu � Y � � �. Jika �� adalah titik yang dilalui 

separuh garis, maka separuh garis yang melalui �� dengan 

arah � adalah himpunan %� � � � � � I� � �� 	 I � �', 
untuk suatu � Y � � �. 

(ii) Hyperplane adalah himpunan %� � � � O�	 �P � �', 
untuk suatu � Y � � �. Jika �� merupakan titik dalam 

hyperplane, maka hyperplane yang melalui �� dengan arah � 

adalah himpunan %� � �� O�	 � � ��P � �', 
untuk suatu � Y � � �. 

 

Teorema 2.6.5 (Freund, 2004 dan Nachbar, 2008). Jika himpunan p 

tidak kosong dan konveks serta �T adalah titik batas p, maka terdapat 

supporting hyperplane pada p di �T, yaitu terdapat � Y � � � 

sedemikian sehingga untuk setiap � � p berlaku O�	 �P � O�	 �TP. 
 

Bukti: Misalkan �T adalah titik batas p dan barisan %
&'&�( . pT$e, 

sedemikian sehingga 
& konvergen ke �T. Karena himpunan p 

konveks maka himpunan pT konveks dan tertutup. Karena himpunan pT konveks maka terdapat �& Y � � � sedemikian sehingga untuk 

setiap � � p, O�&	 �P � � dan O�&	 
&P * �. Misalkan untuk setiap , � (, �& � �2L�2L. Jika barisan 
& konvergen ke �T dan dipilih 
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subbarisan dalam %�&'&�( sedemikian sehingga subbarisan tersebut 

konvergen ke suatu titik �Q � �. Maka untuk setiap � � p,                      O�&	 �P � � - O�&	 
&P atau O�&	 �P � O�&	 
&P. Selanjutnya, jika , 

menuju w, maka untuk setiap � � p, O�Q	 �P � O�Q	 �TP. 
 

Definisi 2.6.6 (Freund, 2004, Nachbar, 2008 dan Anonim
1
, 2008). 

Misalkan � adalah ruang bernorma dan b c �. Konveks hull b 

adalah himpunan konveks terkecil yang memuat b. Konveks hull b 

dinotasikan dengan ��
b�. 
 

Lemma 2.6.7 Misalkan � adalah ruang bernorma. Irisan semua 

himpunan konveks subset � adalah himpunan konveks. 

 

Bukti: Misalkan � � %b! . �� untuk � � (, b! himpunan konveks'. 
Akan ditunjukkan � � g b!6!H�  adalah himpunan konveks. Ambil 

sembarang x	 ~ � � dan sembarang � � � � �. Akan ditunjukkan �x � 
� � ��~ � �. Karena x	 ~ � � dan untuk setiap � � (, � . b! 
maka setiap � � (, x	 ~ � b!. Karena untuk setiap � � (, b! konveks 

maka untuk sembarang � � � � �, berlaku �x � 
� � ��~ � b!. 
Karena untuk setiap � � (, �x � 
� � ��~ � b! maka                   �x � 
� � ��~ � �. 
 

Lemma 2.6.8 Misalkan b . �. Himpunan ��
b� adalah irisan 

semua himpunan konveks subset � yang memuat b. 

 

Bukti: Misalkan ��
b� adalah konveks hull b. Didefinisikan koleksi 

semua himpunan konveks subset � yang memuat b, yaitu himpunan � � %ps . �� ps adalah himpunan konveks yang memuat b}. 

Misalkan � � g ps}��$� . Akan ditunjukkan bahwa � � ��
b�, yaitu � . ��
b� dan ��
b� . �. Karena himpunan ��
b� adalah himpunan 

konveks yang memuat b, maka � . ��
b�. Selanjutnya akan 

ditunjukkan ��
b� . �. Karena himpunan ��
b� adalah himpunan 

konveks terkecil yang memuat b maka untuk setiap ps � $�, ��
b� . ps. Karena untuk setiap ps � $�, himpunan ps konveks, 

maka menurut Lemma 2.6.7, himpunan � konveks. Karena untuk 

setiap ps � $�, ��
b� . ps maka ��
b� . �. Terbukti bahwa � � ��
b�. 
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Contoh 2.6.9 Jika b � �/2� , � (�, maka ��
b� � 
�	�F. Selanjutnya, 

jika b � �/2� , � (� k %�', maka ��
b� � ��	�F. 
 

2.7 Fungsi Set-valued 

 

Definisi 2.7.1. (Minty, 1961, Borges, 1976 dan Rockafellar, 1968). 

Misalkan � adalah ruang Hilbert dan ��
�� � %b . �� b Y i'. d� � � ��
�� disebut set-valued (fungsi bernilai himpunan) pada �. 

  

Misalkan d� � � ��
�� adalah set-valued. Domain set-

valued d adalah himpunan �
d� � %� � �� d
�� � ��
��' dan 

jangkauan (range) set-valued d adalah himpunan U
d� � r d
��Z��
�� . 

di mana

 

d
�� � b � ��
�� atau d
�� � b . � (Minty, 1961, 

Borges, 1976, Rockafellar, 1968, Phelps, 1993, dan Kun, 1997). 

 

Contoh 2.7.2 Misalkan � � � dan �
d� � ���	�F . �] Fungsi d��
d� � ��
�� yang didefinisikan oleh d
�� � � $%�'	 � � ��$���$� � ���	� � ���F	 �� - � - �� 
adalah fungsi set-valued. 

 

Definisi 2.7.3 (Borges, 1976 dan Phelps, 1993). Misalkan  d��
d� � ��
�� fungsi set-valued. Grafik set-valued d adalah 

himpunan �_
d� � %
�	 
� � � � �� 
 � d
��'. 
 

Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.2 adalah sebagai 

berikut. 

y 

                                                   
1 

                                           

                                             

 -1                                  1                     x 

 
 

Grafik 2.7.1 Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.2 
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Definisi 2.7.4 (Borges, 1976 dan Park, 1991). Misalkan     d��
d� � ��
�� adalah set-valued dan ` . �. Invers atas (upper 

inverse) d pada ` adalah himpunan d�
`� � %� � �� d
�� o ` Y i'. 
Invers bawah (lower inverse) d pada ` adalah himpunan  d=
`� � %� � �� ` . d
��'. 
 

Definisi 2.7.5 Set-valued d��
d� � ��
�� disebut tertutup dalam �, 

jika untuk setiap � � �
d�, himpunan d
�� tertutup. 

 

Lemma 2.7.6 Set-valued d��
d� � ��
�� disebut tertutup dalam �, 

jika dan hanya jika �_
d� tertutup dalam � � �. 

 

Bukti: 
"� Misalkan %
&'&�( . d
�� sedemikian sehingga 
& 

konvergen ke 
. Karena set-valued d tertutup dalam � maka 
 � d
��. Ambil sembarang barisan %
�	 
&�'&�( . �_
d� 
sedemikian sehingga 
�	 
&� konvergen ke 
�	 
�. Karena 
 � d
�� 
dan 
�	 
&� konvergen ke 
�	 
� maka$
�	 
� � �_
d�. Terbukti 

bahwa grafik �_
d� tertutup. 
#� Misalkan %
�	 
&�'&�( . �_
d� sedemikian sehingga 
�	 
&� konvergen ke 
�	 
�. Karena himpunan �_
d� tertutup, maka 
�	 
� � �_
d�. Dengan demikian 
 � d
��. Terbukti bahwa set-

valued d$tertutup. 

 

Misalkan � adalah ruang Hilbert real dengan inner-product OM	MP dan �
d� . �. Didefinisikan set-valued yang monoton sebagai 

berikut. 

 

Definisi 2.7.7 (Rockafellar, 1968, Kartsatos, 1997 dan Borwein, 

2005). Set-valued d��
d� � ��
�� disebut monoton jika untuk 

setiap �	 
 � �
d� dan setiap � � d
��	 � � d

� berlaku O� � �	 � � 
P � �. 
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Contoh 2.7.8 Misalkan � � � dan �
d� � �. Inner produt pada � 

didefinisikan oleh O�	 
P � �
, untuk setiap �	 
 � �. Set-valued d�� � ��
�� yang didefinisikan oleh 

d
�� � � %��'	$$$� - ��� �� 	 ��� 	 � � �%�'	$$$$$$� * � �, 
adalah set-valued yang monoton. 

 

Bukti: Ambil sembarang � � 
�w	 ��, 
 � 
�	w� dan sembarang � � d
��, � � d

�. Akan ditunjukkan O� � �	 � � 
P � �. 

Berdasarkan definisi, d
�� � %��' dan d

� � %�', sehingga � � �� � d
�� dan � � � � d

�. Dengan demikian O� � �	 � � 
P � O�� � �	 � � 
P � O��	 � � 
P. 
Karena � - 


 
maka O��	 � � 
P * �. 

Misalkan � � � dan$$
 � 
�	w�. Akan ditunjukkan         O� � �	 � � 
P � �. Berdasarkan definisi, d
�� � ��/E	 /E� dan d

� � %�'. Ambil sembarang � � d
�� � ��/E	 /E� dan                  � � � � d

�. Karena � - �
 
dan � - 
 maka O� � �	 � � 
P * �. 

Misalkan � � � dan $
 � 
�w	 ��. Berdasarkan definisi, d
�� � ��/E	 /E� dan d

� � %��'. Ambil sembarang                      � � d
�� � ��/E	 /E� dan � � � � d

�. Karena � - �
 

dan 
 - � 

maka O� � �	 � � 
P * �. 

Misalkan �	 
 pada 
�w	 �� atau 
�	w�. Karena set-valued d bernilai konstan pada 
�w	 �� atau 
�	w� maka                        O� � �	 � � 
P � �. Terbukti bahwa set-valued d monoton. 

 

Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.8 

ditunjukkan oleh grafik berikut.        y 
1          

                                                    

                                                         
��                                                                                     

x 

                                                                              

                                                      � �� 

                                                    
 -1 
 

Grafik 2.7.2 Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.8 
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Contoh 2.7.9 Misalkan � � �, �
d� � ���	�F dan inner produt 

pada � didefinisikan oleh O�	 
P � �
, untuk setiap �	 
 � �. Set-

valued d��
d� � ��
�� yang didefinisikan oleh d
�� � � %�'	$$$� � ��$���$� � ���� � ���	 � � ���F	 �� - � - �� 
adalah set-valued yang tidak monoton. 

 

Bukti: Membuktikan bahwa set-valued d tidak monoton cukup 

dibuktikan terdapat �	 
 � �
d� dan � � d
��	 � � d

� sedemikian 

sehingga O� � �	 � � 
P - �. Pilih � � �/E dan 
 � /E. Sehingga d7�/E8 � d
/E� � ��/E	 /E�. Pilih � � /E � d
�/E� dan � � �/E � d
/E�  
sehingga O� � �	 � � 
P � O/E � 7�/E8	 �/E $� /EP � O��	�P � �� - �. 

Terbukti bahwa set-valued d tidak monoton. 

 

Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.9 adalah sebagai 

berikut. 

  y 
 

1 

 

 

  -1 1 x 

 

 
  -1 

 

Grafik 2.7.3 Grafik �
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.9. 

 

Jika �
d� . � dan set-valued d��
d� � ��
�� monoton 

maka d adalah fungsi yang monoton naik, karena untuk setiap �	 
 � �
d� sedemikian sehingga � � 
, dan setiap � � d
��, � � d

� berlaku  � � � . Selanjutnya, set-valued d��
d� � ��
�� 
adalah fungsi yang monoton turun, jika untuk setiap untuk setiap �	 
 � �
d� sedemikian sehingga � � 
, dan setiap � � d
��, � � d

� berlaku  � � �. Dengan kata lain, set-valued       d��
d� � ��
�� monoton turun jika untuk setiap �	 
 � �
d� dan 

setiap � � d
��, � � d

� berlaku O� � �	 � � 
P � � 

(John, 1997). 
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 Misalkan fungsi single-valued d��
d� � � konveks 

(konkav), yaitu untuk setiap �	 
 � �
d� dan setiap � � � � � 

berlaku d
�� � 
� � ��
� � 
��$�d
�� � 
� � ��d

� 
(Popa, 2003) adalah fungsi yang tidak monoton. Karena terdapat �	 
 � �
d� dan terdapat � � d
��, � � d

� sedemikian sehingga O� � �	 � � 
P � � tidak dipenuhi. Selanjutnya, set-valued d��
d� � ��
�� disebut konveks jika untuk setiap �	 
 � �
d� dan 

setiap � � � � � berlaku d
�� � 
� � ��
� m $�d
�� � 
� � ��d

� 
(Popa, 2003) adalah set-valued yang tidak monoton. 
 

Definisi 2.7.10 (Kartsatos, 1997 dan Borwein, 2005). Misalkan d� � � ��
�� fungsi set-valued. Grafik �_
d� monoton jika set-

valued d monoton. 

 

Definisi 2.7.11 Misalkan � . � dan d	 �� � � ��
�� fungsi set-

valued. Set-valued d disebut relatif sama dengan set-valued � (set-

valued � relatif sama dengan set-valued d) pada �, jika �_
d� . �_
�� atau �_
d� l �_
��. 
 

Definisi 2.7.12 (Phelps, 1993 dan Borwein, 2005). Set-valued d yang 

monoton disebut monoton maksimal (maximal monotone), jika d 

adalah set-valued yang maksimal pada keluarga set-valued yang 

monoton.  

Misalkan � � %�� �$set-valued yang monoton dan relatif 

sama pada �'. Set-valued d disebut monoton maksimal, jika untuk 

setiap � � �, �_
�� . �_
d�. 
 

Definisi 2.7.13 (Kartsatos, 1997, Phelps, 1993 dan Borwein, 2005). 

Misalkan d��
d� � ��
�� adalah set-valued. Grafik �_
d� disebut 

monoton maksimal jika �_
d� � r �_
����� . 

Berdasarkan Definisi 2.7.10, grafik �_
d� monoton maksimal jika 

set-valued d monoton maksimal. 
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Contoh 2.7.14 Misalkan inner produt pada � didefinisikan oleh O�	 
P � �
, untuk setiap �	 
 � �. Set-valued d��
d� � ��
�� 
dengan �
d� � ���	�F yang didefinisikan sebagai berikut 

d
�� �   ��	w�	$$$$$$$$$� � �%�¡'	 �� - � - �
�w	��F	 � � ��� 
adalah set-valued yang monoton maksimal. 

 

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan set-valued d monoton. 

Ambil sembarang 
 � 
��	��, � � � dan sembarang � � d
��, � � d

�. Akan ditunjukkan O� � �	 � � 
P � �. Berdasarkan 

definisi, d
�� � ��	w� dan d

� � %
¡', maka � � d
�� � ��	w� 
dan  � � d

� � %
¡'. Karena � - �

 
dan 
 - � maka                 O� � �	 � � 
P * �. 

Misalkan � � � dan 
 � ��. Akan ditunjukkan              O� � �	 � � 
P � �. Berdasarkan definisi, d
�� � ��	w� dan d

� � 
�w	��F. Ambil sembarang � � d
�� � ��	w� dan � � d

� � 
�w	��F. Karena � - �
 

dan 
 - � maka                O� � �	 � � 
P * �. 

Misalkan � � �� dan $
 � 
��	��. Berdasarkan definisi, d
�� � ��	w� dan d

� � %
¡'. Ambil sembarang                          � � d
�� � 
�w	��F dan � � d

� � %
¡'. Karena � - �
 

dan � - 
 maka O� � �	 � � 
P * �. 

Jika � � 
 � � atau � � 
 � �� maka O� � �	 � � 
P � �. 

Misalkan �	 
 � 
��	��. Jika � - 
 maka � - �. Sehingga         O� � �	 � � 
P * �. Terbukti bahwa set-valued d monoton. 

Langkah selanjutnya akan ditunjukkan set-valued d monoton 

maksimal. Misalkan � � %�� �$set-valued yang monoton dan relatif 

sama pada interval ���	�F'. Tentukan sembarang � � � dengan �
�� . ���	�F. Akan ditunjukkan �_
�� . �_
d�. Karena set-

valued d monoton, grafik �_
d� tertutup dan U
d� � �, maka untuk 

setiap � � � berlaku �_
�� . �_
d�. Karena set-valued � 

sembarang, maka untuk setiap set-valued � � � berlaku       �_
�� . �_
d�. Terbukti bahwa set-valued d monoton maksimal. 
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Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.14 

ditunjukkan oleh grafik berikut. 

y 
                                                                              

  1 

                                                                                                                                           

 

-1 1 x 

                                                        
 -1 

 
 

 

Grafik 2.7.4 Grafik �_
d� dari set-valued d pada Contoh 2.7.14 

 

Contoh 2.7.15 Misalkan inner produt pada � didefinisikan oleh O�	 
P � �
, untuk setiap �	 
 � �. Set-valued d��
d� � ��
�� 
dengan �
d� � ��	�F yang didefinisikan sebagai berikut 

d
�� �
¢£
¤
£¥ ��	w�	 � � �¦ �� � � 	 �� § 	 � � �� � � 	 �� � (
��� ¨ 	 �� � � - � - �� 	 �� � (
�w	 �F	 � � �

� 
adalah set-valued yang monoton maksimal. 

 

Bukti: Langkah pertama akan ditunjukkan set-valued d monoton. 

Ambil sembarang �	 © � ( sedemikian sehingga 
�!�� - � - �!  dan �ª�� - 
 - �ª serta sembarang � � d
�� dan � � d

�. Akan 

ditunjukkan O� � �	 � � 
P � �. Jika � � ©, maka                      d
�� � d

� � «�!¬. Sehingga � � � � d
�� � «�!¬. Akibatnya, O� � �	 � � 
P � �. Jika � Y © dan � * 
 maka � * �.Akibatnya, O� � �	 � � 
P * �. 

Misalkan untuk sembarang �	 © � (, 
�!�� - � - �!  dan  
 � �ª��. Jika � � ©, maka untuk � � d
�� � «�!¬ dan                      � � d

� � � �!�� 	 �!� berlaku � � �. Karena 
 - � dan � � � maka O� � �	 � � 
P � �. Jika � Y © dan � * 
 maka � * �. Akibatnya, 
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O� � �	 � � 
P * �. Jika � Y © dan 
 * � maka � * �. Akibatnya, O� � �	 � � 
P * �] 
Dengan teknik pembuktian yang serupa dapat ditunjukkan 

untuk kasus-kasus yang lainnya. Selanjutnya, dengan teknik 

pembuktian tersebut dapat ditunjukkan bahwa kriteria kemonotonan 

pada set-valued d terpenuhi. Sehingga untuk setiap �	 
 � ��	�F serta 

sembarang � � d
�� dan � � d

� berlaku O� � �	 � � 
P � �. 

Langkah selanjutnya akan ditunjukkan set-valued d monoton 

maksimal. Misalkan � � %�� �$set-valued yang monoton dan relatif 

sama pada interval ��	�F'. Tentukan sembarang � � � dengan �
�� . ��	�F. Akan ditunjukkan �_
�� . �_
d�. Karena set-valued d monoton, grafik �_
d� tertutup dan U
d� � �, maka untuk setiap � � � berlaku �_
�� . �_
d�. Karena set-valued � sembarang, 

maka untuk setiap set-valued � � � berlaku �_
�� . �_
d�. 
Terbukti bahwa set-valued d monoton maksimal. 

 

Contoh 2.7.16 Set-valued d pada Contoh 2.7.8 tidak monoton 

maksimal. 

 

Bukti: Set-valued d pada Contoh 2.7.8 telah dibuktikan monoton. 

Selanjutnya akan dibuktikan tidak maksimal. Pilih set-valued �� 
�w	 �F � ��
�� yang monoton dan relatif sama dengan set-

valued d pada � yaitu �
�� � ­ %��'	 � - ����	 ��� 	 � � ��. 
Akan ditunjukkan �_
�� ® �_
d�. Karena untuk setiap � � ���	 ��F, %
�	 ��' . �_
�� dan %
�	 ��' ® �_
d� maka �_
�� ® �_
d�. 
Terbukti bahwa set-valued d tidak monoton maksimal. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 27 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Set valued yang dibahas pada bab ini adalah set-valued yang 

monoton maksimal dari � ke ��
��, di mana �$ adalah ruang Hilbert 

real yang dilengkapi dengan inner product O¯	MP. Set-valued selalu 

dinotasikan dengan d��
d� � ��
��, di mana �
d� . �. à
�� 
adalah bola terbuka dengan pusat � dan jari-jari _. 

Pembahasan selanjutnya lebih spesifik pada karakteristik set-

valued yang monoton maksimal di ruang Hilbert real. Adapun 

karakteristik tersebut dinyatakan oleh Lemma, Teorema dan Akibat 

berikut. 

 

Definisi 3.1 Misalkan °� � � � fungsi single-valued. ° disebut 

kontinu pada �� � �, jika untuk setiap ) * � terdapat ± * � 

sedemikian sehingga untuk setiap � � � dengan L� � ��L - ± 

berlaku L°
��� � °
��L - ). 

 

Lemma 3.2 Jika himpunan p c � kompak dan konveks serta 

himpunan v c � � p monoton, maka terdapat � � p dan � � � 

sedemikian sehingga himpunan %
�	 ��' k v monoton. 

 

Bukti: Andaikan kesimpulan dari Lemma tersebut salah, yaitu tidak 

ada � � p dan � � � sedemikian sehingga himpunan %
�	 ��' k v 

monoton. Andaikan untuk setiap 

	 �� � v dan setiap � � �, 

didefinisikan himpunan ²

	 �� � %� � p� O� � �	 � � 
P - �'. (3.1) 

Akan ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Karena himpunan p terbatas dan untuk setiap 

	 �� � v, himpunan ²

	 �� memenuhi 

(3.1), maka himpunan ²

	 �� terbatas dan terbuka subset p. 

Berdasarkan (3.1) diperoleh p � r%²

	 ��� 

	 �� � v'. (3.2) 

Dengan demikian, koleksi %²$

	 ��� 

	 �� � v' adalah selimut 

terbuka untuk p. Karena himpunan p kompak, maka terdapat 

�	 ���	 

�	 ���	� 	 

:	 �:� dalam v sedemikian sehingga p � r %²

! 	 �!�':!H� . 

Dengan kata lain, himpunan %²

! 	 �!�� 

! 	 �!� � v' adalah 

subselimut berhingga untuk p. Misalkan ³�	 ³�	 � 	 ³& adalah partisi 

untuk p sedemikian sehingga berkorespondensi satu-satu dengan 
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subselimut berhingga untuk p. Sehingga himpunan                 %³!� � � �	�	� 	 ,' adalah selimut terbuka untuk p. Misalkan J�	 J�	 � 	 J& adalah fungsi-fungsi real yang kontinu pada ³�	 ³�	 � 	 ³& sedemikian sehingga untuk setiap � � �	�	� 	 ,, dan 

setiap � � ³!, � � J!
�� � �, G J!
��&!H� � � dan %� � p� J!
�� * �' . ²

! 	 �!�. 
Misalkan ´ � ��
%�!'� . p, untuk � � �	�	� 	 ,. Karena himpunan ´ memuat semua titik limitnya maka himpunan ´ tertutup. Karena 

himpunan p kompak dan ´ adalah himpunan tertutup subset p, maka 

menurut Teorema 2.5.9, himpunan ´ kompak. Sehingga himpunan ´ 

kompak dan konveks. Karena himpunan ´ konveks maka dapat 

didefinisikan fungsi kontinu x� ´ � ´ sedemikian sehingga untuk 

setiap � � ´, x
�� � G J!
��&!H� �!. (3.3) 

Selanjutnya, digunakan teorema eksistensi titik tetap pada ´, 

yaitu terdapat X � ´ sedemikian sehingga x
X� � X. Teorema 

tersebut akan dibuktikan terlebih dahulu. Pilih X � ´ sedemikian 

sehingga J�
X� � �, untuk � � � dan J!
X� � �, untuk � Y �. Jika  �� � X, dan untuk setiap � � �	µ	� 	 ,, tentukan sembarang �! � ´. 

Maka dari persamaan (3.3) diperoleh x
X� � G J!
X�&!H� �! � X.  

Jika x
X� � X, maka Ox
X� � X	G J!
X�

! � ��!�( P � �. 

Dari persamaan (3.3) dan x
X� � X diperoleh OG J!
X�
�! � X�!�( 	 G Jª
X�7
ª � �8ª�( P,$� G J!
X�!	ª�( Jª
X�O�! � X	 
ª � �P � �. (3.4) 

Selanjutnya, inner product pada persamaan (3.4) akan diselesaikan 

terlebih dahulu. O�! � X	 
ª � �P � O�ª � X	 
! � �P � O�! �X	 
! � �P � O�! � �ª 	 
ª � 
!P � O�ª � X	 
ª � �P. 
Karena himpunan v monoton, maka untuk setiap �	 © � �	�	� 	 ,, O�! � �ª 	 
! � 
ªP � �. Sehingga O�! � �ª 	 
ª � 
!P � �. 

Dengan demikian diperoleh O�! � X	 
ª � �P � O�ª � X	 
! � �P � O�! � X	 
! � �P � O�ª � X	 
ª � �P. (3.5) 

Untuk penyederhanaan penulisan didefinisikan I!	ª � O�! �X	 
ª � �P. 
Sehingga pertidaksamaan (3.5) menjadi I!	ª � Iª	! � I!	! � O�! � �! 	 
ª � 
ªP � Iª	ª � I!	!�Iª	ª. 
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Karena untuk setiap �	 © � �	�	� 	 ,	 J!
X�Jª
X� � Jª
X�J!
X� 
maka  J!
X�Jª
X�I!	ª � J!
X�Jª
X�Iª	! � J!
X�Jª
X� B¶y	·�¶·	y� C, �J!
X�Jª
X� B¶y	·�¶·	y� C. 

Sehingga persamaan (3.4) menjadi G J!
X�Jª
X�I!	ª&!	ªH� � G J!
X�Jª
X�&!	ªH� B¶y	·�¶·	y� C � �. 

dan G J!
X�Jª
X�&!	ªH� B¶y	y�¶·	·� C � �. (3.6) 

Karena untuk setiap � � �	�	� 	 ,, J!
X� * � dan Jª
X� * � maka J!
X�Jª
X� * �. Sehingga X � ²

! 	 �!� o ²7
ª 	 �ª8. 
Dari persamaan (3.1) diperoleh I!	! - � dan Iª	ª - �, sehingga $G J!
X�&!	ªH� Jª
X� B¶y	y�¶·	·� C � �.  (3.7) 

Dari pertidaksamaan (3.6) dan (3.7) diperoleh bahwa untuk setiap �	 © � �	�	� 	 ,, J!
X�Jª
X� � �. Hal tersebut kontradiksi dengan 

kekonvekan pada p. Sehingga tidak mungkin untuk setiap             � � �	�	� 	 ,, J!
X� � �. Haruslah  G J!
X�&!H� � �. Dengan 

demikian, pernyataan (3.1) harus diingkari, sehingga himpunan %
�	 ��' k v monoton. 

 

Lemma 3.3 Diberikan set-valued d��
d� � ��
�� dan himpunan ` . � sedemikian sehingga U
d� o ` Y i. Misalkan          d=
`� � %� � �� ` . d
��' dan d�
`� � %� � �� ` o d
�� Y i'. 
Jika set-valued d monoton maka set-valued d� dan d= monoton. 

 

Bukti: Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton. Karena set-

valued d monoton maka untuk setiap �	 
 � �
d� dan setiap � � d
��	 � � d

� berlaku O� � �	 � � 
P � �. 

Diberikan ` . � sedemikian sehingga U
d� o ` Y i. Karena untuk 

setiap �	 
 � �
d� sedemikian sehingga d
�� . ` dan d

� . `, 

serta untuk setiap � � d
�� dan setiap � � d

� berlaku              O� � �	 � � 
P � �, maka set-valued d= monoton pada `. Karena 

untuk setiap �	 
 � �
d� sedemikian sehingga d
�� o ` Y i dan 
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d

� o ` Y i, serta untuk setiap � � d
�� o ` dan setiap            � � d

� o ` berlaku O� � �	 � � 
P � �, maka set-valued d� 

monoton pada U
d� o `. 

 

Definisi 3.4 Set-valued d��
d� � ��
�� disebut terbatas lokal 

(locally bounded) di � � �
d�, jika terdapat _ * � sedemikian 

sehingga himpunan d7 à
��8 terbatas. 

 

Lemma 3.5 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton dan 

himpunan ` . � terbatas sedemikian sehingga untuk setiap 
 ��
d�, d

� o ` Y i. Maka untuk setiap � � �, terdapat � � � 

sedemikian sehingga untuk setiap 
 � �
d� dan setiap � � d

� o ` 

berlaku O
 � �	 � � �P � �. 

 

Bukti: Misalkan himpunan ` . � terbatas sedemikian sehingga 

untuk setiap 
 � �
d�, d

� o ` Y i. Selanjutnya didefinisikan 

fungsi invers atas (upper inverse) d pada `, yaitu himpunan d�
`� � %
 � �� d

� o ` Y i'. 
Menurut Lemma 3.3, d� adalah set-valued yang monoton dari U
d� o ` ke ��7�
d�8 dengan �
d�� . `. Karena set-valued d� 

monoton maka menurut Definisi 2.7.10, grafik �_
d�� adalah 

himpunan monoton subset � � `. Karena himpunan ` terbatas maka 

himpunan ��
`�QQQQQQQQ kompak dan konveks, sehingga ` . ��
`�QQQQQQQQ. Jika ` 

adalah sembarang himpunan terbatas subset � sedemikian sehingga  

untuk setiap 
 � �
d�, d

� o ` Y i, maka berdasarkan Lemma 

3.2, terdapat � � ��
`�QQQQQQQQ dan � � � sedemikian sehingga himpunan %
�	 ��' k �_
d�� monoton. Karena himpunan %
�	 ��' k �_
d�� 
monoton maka teknik pembuktian di atas dapat dikonstruksi 

himpunan monoton %
�! 	 �!�' k �_
d��, untuk setiap � � (. 

Akibatnya, untuk setiap � � �, terdapat � � � sedemikian sehingga 

untuk setiap 
 � �
d� dan setiap � � d

� o ` berlaku O
 � �	 � � �P � �. 

 

Akibat 3.6 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton dan himpunan ` . � terbatas. Maka untuk setiap � � �, terdapat � � � sedemikian 

sehingga untuk setiap 
 � d�
`� dan setiap � � d

� o ` berlaku O
 � �	 � � �P � �. 
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Bukti: Misalkan himpunan ` . � terbatas. Jika U
d� o ` � i, 

maka d�
`� � i. Karena himpunan d�
`� � i, maka kesimpulan 

Akibat 3.6 terpenuhi. Selanjutnya, jika U
d� o ` Y i maka menurut 

Lemma 3.3, d� adalah set-valued yang monoton pada U
d� o `. Di 

samping itu, untuk setiap 
 � d�
`�, d

� o ` Y i. Berdasarkan 

Lemma 3.5, kesimpulan Akibat 3.6 terpenuhi. 

 

Teorema 3.7 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal 

sedemikian sehingga untuk setiap �	 
 � �
d� dan setiap � � d
�� 
berlaku O
 � �	 � � �P � �, 

maka � � d

�. 
 

Bukti: Misalkan � � %�� �$set-valued yang monoton dan relatif 

sama pada �
d�'. Tentukan sembarang �	 
 � �
d� dan sembarang � � d
�� sedemikian sehingga O
 � �	 � � �P � �. Akan 

ditunjukkan � � d

�. Misalkan �[ � %�� � � �$terdefinisi pada 
}. 

Karena untuk setiap set-valued � � �[ monoton maka untuk setiap � � �

� berlaku O
 � �	 � � �P � �. 

Karena set-valued d monoton maksimal maka �

� . d

�. Karena � � �

� dan �

� . d

� maka � � d

�. 
 

Lemma 3.8 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal, 

maka untuk setiap himpunan ` yang tertutup dan terbatas subset �, 

himpunan d�
`� � %� � �� ` o d
�� Y i' 
tertutup dalam �. 

 

Bukti: Misalkan himpunan ` . � terbatas dan tertutup (kompak) 

sedemikian sehingga U
d� o ` Y i dan %
&'&�( adalah sembarang 

barisan dalam d�
`� sedemikian sehingga barisan 
& konvergen ke 
. Akan ditunjukkan 
 � d�
`�. Karena barisan 
& konvergen ke 
, 

maka untuk setiap _ * � terdapat + � ( sedemikian sehingga untuk 

setiap , � + berlaku L
& � 
L - _. Jika untuk setiap _ * �, 
& � à

� o d�
`� maka d
 à

�h%
'� o ` Y i. Karena 

himpunan ` . � tertutup dan terbatas (kompak), maka berdasarkan 

Akibat 2.5.11, himpunan d
 à

�h%
'�QQQQQQQQQQQQQQQQQ o ` kompak. Misalkan ¸[ 
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adalah koleksi semua himpunan d
 à

�h%
'�QQQQQQQQQQQQQQQQQ o ` dengan _ * �, 

yaitu himpunan ¸[ � �d
 à

�h%
'�QQQQQQQQQQQQQQQQQ o ` . ���_ * ��. 
Karena untuk setiap _ * �, d
 à

�h%
'� o ` Y i. Maka irisan 

himpunan-himpunan kompak elemen subkoleksi berhingga subset ¸[ adalah himpunan yang tidak kosong. Selanjutnya, irisan 

himpunan-himpunan kompak elemen koleksi ¸[ adalah himpunan 

yang tidak kosong. Sehingga terdapat beberapa � � ` sedemikian 

sehingga � termuat dalam d
 à

�h%
'�QQQQQQQQQQQQQQQQQ, untuk setiap _ * �. 

Selanjutnya akan ditunjukkan � � d

�. 
Misalkan � � �
d� dan X � d
��. Untuk setiap ) * �, 

terdapat _�	 _� * � sedemikian sehingga �O� � 
	XP� � ¹¡, �� � à/

�, (3.8) �O� � 
	 � � �P� � ¹¡, �� � àE
��. (3.9) 

Karena himpunan ` terbatas, maka �O� � 
	 �P� � ¹¡, �� � à/

�, �� � `.            (3.10) 

Misalkan � � d7 à/

�h%
'8 o àE
�� o `, sedemikian sehingga 

dengan pemilihan � � �, d7 à/

�h%
'8 o à/
�� o ` Y i. Karena 

set-valued d monoton, maka untuk � � à/

� sedemikian sehingga � � d
�� berlaku O� � �	X � �P � �. (3.11) 

Dengan pertidaksamaan (3.8), (3.9), (3.10) dan (3.11) diperoleh O� � 
	X � �P � O� � �	X � �P � O� � 
	XP �O� � 
	 � � �P � O� � 
	 �P � � � ¹¡� ¹¡� ¹¡ � �).  

Karena ) * � sembarang maka untuk setiap � � �
d� dan setiap X � d
��, O� � 
	X � �P � �.  

Karena set-valued d monoton maksimal, maka menurut Teorema 

3.7, � � d

�. Karena d

� Y i maka 
 � d�
`�. Dengan 

demikian, himpunan d�
`� tertutup dalam �. 

 

Lemma 3.9 Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton 

maksimal dan himpunan �
d� konveks. Jika �,f7�
d�8 Y i dan                 � n �,f7�
d�8, maka himpunan d
�� memuat paling sedikit satu 

separuh garis. 
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Bukti: Karena �,f7�
d�8 Y i, maka �
d� memuat titik interior. 

Karena � n �,f7�
d�8 maka � adalah titik batas �
d�. Berdasarkan 

Teorema 2.6.5, terdapat supporting hyperplane pada �
d� di �, yaitu 

terdapat � Y � � � sedemikian sehingga untuk setiap � � �
d�, 
berlaku O�	 �P � O�	 �P atau O� � �	 �P � �. (3.12) 

Misalkan � � d
��. Dengan menggunakan kemomotonan 

pada d dan pertidaksamaan (3.12), maka untuk setiap � � �, � � �� � � berlaku O� � �	X � 
� � ���P $$� O� � �	X � �P � O� � �	 ���P � O� � �	X � �P � �O� � �	 �P � O� � �	X � �P � �O� � �	 �P � �	 
 (3.13) 

untuk setiap � � �
d� dan setiap X � d
��. Karena set-valued d 

monoton maksimal dan memenuhi (3.13), maka menurut Teorema 

3.7, � � �� � d
��. Akibatnya, himpunan d
�� memuat separuh 

garis, yaitu himpunan %� � ��� � � �'. 
 

Teorema 3.10 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal, 

himpunan z . �
d� dan himpunan b . � terbatas sedemikian 

sehingga untuk setiap � � z, d
�� o b Y i serta salah satu dari 

kondisi berikut terpenuhi: 

(i) �,f
z� Y i, 

(ii) �,f7��
z�8 Y i dan º»¼Z�½ º»¼¾�s�O�	 �P� - w. 

Maka 

(i) himpunan �,f7�
d�8 tidak kosong, terbuka dan konveks, 

(ii) himpunan �
d�QQQQQQQ tidak kosong, tertutup dan konveks dan 

(iii) set-valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f$�
d� dan 

tidak terbatas lokal di batas �
d�. 
 

Bukti: Pilih himpunan z . �
d� dan himpunan terbatas b . � 

sedemikian sehingga untuk setiap � � z, d
�� o b Y i dan kondisi 

(i) terpenuhi. Jika �,f
z� Y i maka �,f7��
z�8 Y i. Jika himpunan b dan z terbatas maka º»¼Z�½ º»¼¾�s�O�	 �P� - w. 

Sehingga kondisi (ii) terpenuhi. Pembuktian selanjutnya diasumsikan 

kondisi (ii) terpenuhi. 
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Karena �,f7��
z�8 Y i maka himpunan �,f7�
d�8 Y i dan �,f B��7�
d�8C Y i. 

Menurut Lemma 2.5.3, himpunan �,f7�
d�8 terbuka. Selanjutnya 

akan ditunjukkan himpunan �,f7�
d�8 konveks. Menunjukkan �,f7�
d�8 adalah himpunan konveks cukup ditunjukkan bahwa �,f7�
d�8 � �,f B��7�
d�8C, yaitu �,f7�
d�8 . �,f B��7�
d�8C dan �,f7�
d�8 l �,f B��7�
d�8C. 

Pertama akan ditunjukkan bahwa �,f7�
d�8 . �,f B��7�
d�8C. Tentukan sembarang � � �,f7�
d�8. 

Akan ditunjukkan � � �,f B��7�
d�8C. Karena himpunan ��7�
d�8 
adalah himpunan konveks terkecil yang memuat �
d� maka � � �,f B��7�
d�8C. Karena � adalah sembarang elemen dalam �,f7�
d�8, maka setiap elemen dalam �,f7�
d�8 merupakan 

elemen dari �,f B��7�
d�8C. Akibatnya �,f7�
d�8 . �,f B��7�
d�8C. 

 Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa                 �,f7�
d�8 l �,f B��7�
d�8C. Dalam hal ini, akan ditunjukkan juga 

bahwa set-valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7�
d�8. 
Tentukan sembarang �¿ � �,f B��7�
d�8C. Akan ditunjukkan set-

valued d terbatas lokal di �¿ dan �¿ � �,f7�
d�8, tetapi set-valued d 

tidak terbatas di batas �
d�. 
 Jika kondisi (ii) terpenuhi, yaitu �,f7��
z�8 Y i, maka 

himpunan �,f7��
z�8 memuat suatu elemen. Tentukan sembarang �¿ � �,f7��
z�8.  (3.14) 

Akan ditunjukkan set-valued d terbatas lokal di �¿ dan                    �¿ � �,f7�
d�8. Misalkan ` adalah himpunan terbatas subset � 

sedemikian sehingga untuk setiap � � �
d�, d
�� o ` Y i dan 

untuk setiap ` didefinisikan himpunan du
�� � %� � �� O� � �	 X � �P � �	 �� � �
d�	 �X � d
�� o `'.
 (3.15) 
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Selanjutnya, dengan Lemma 3.5 dan kemonotonan pada d, diperoleh 

bahwa untuk setiap � � �
d� berlaku d
�� . du
�� Y i. (3.16) 

Dari persamaan (3.15) diperoleh du
�� adalah himpunan tertutup 

dalam �. 

 Untuk menunjukkan set-valued d terbatas lokal di �¿, 
didefinisikan fungsi du� � � du
��, di mana ` � b. Dari (3.14), �¿ 
adalah titik interior dari ��
z�, sehingga dapat dipilih _ * � 

sedemikian sehingga �¿ � � à
�� . ��
z�, (3.17) 

di mana �¿ � � à
�� � %�¿ � �;� ; � � à
��'. Dan untuk setiap 

pemilihan _ * �, à
�� adalah himpunan konveks. Sehingga �¿ � � à
�� adalah himpunan konveks. Misalkan  À � º»¼Z�½ º»¼Á�s�O�	 XP� - w, (3.18) 

dan untuk setiap X � b, didefinisikan Â � %� � �� �O�	 XP� � À'. Â adalah himpunan tertutup, konveks dan memuat z. Sehingga 

himpunan Â memuat ��
z�. Selanjutnya, dari (3.18) diperoleh 

bahwa untuk setiap � � ��
z�, dan setiap X � b berlaku �O�	 XP� � À.  (3.19) 

Pilih � � �¿ � à
�� dan � � ds
��. Dari (3.17) dan (3.19) diperoleh 

bahwa untuk setiap $� � z dan setiap X � d
�� o b berlaku O� � �	 �P � O� � �	XP � �O�	 XP� � �O�	 XP� � �À] 
Selanjutnya  z . %� � �� O� � �	 �P � �À'.  (3.20) 

Sehingga dari (3.17) dan (3.20) diperoleh �¿ � à
�� . �¿ � � à
�� . ��
z� . %� � �� O� � �	 �P � �À'. 
Oleh karena itu, untuk setiap ; � à
�� berlaku O;	 �P � �À. Dengan 

demikian, terdapat Ã * � sedemikian sehingga � � 
�À � �� {̀
��, 
di mana {̀
�� adalah himpunan terbatas subset �. Sehingga 
�À � �� {̀
�� adalah himpunan terbatas subset �. Karena            � � �¿ � à
�� dan � � ds
��, maka dari (3.16) diperoleh d7�¿ � à
��8 � r�d
��� � � 7�¿ � à
��8�. $. r�ds
��� � � 7�¿ � à
��8�. $. 
�À � �� {̀
��. 
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Karena himpunan 
�À � �� {̀
�� terbatas, maka himpunan       d7�¿ � à
��8 � d7 à
�¿�8 terbatas. Sehingga set-valued d terbatas 

lokal di �¿. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa �¿ � �,f7�
d�8. 

Misalkan �u adalah koleksi semua himpunan du
�¿�, di mana ` 

adalah himpunan terbatas subset � yang memuat b. Untuk setiap 

himpunan `, himpunan du
�¿� tidak kosong dan tertutup. Sehingga 

irisan (interseksi) himpunan-himpunan dalam subkoleksi berhingga �u adalah himpunan yang tidak kosong. Selanjutnya akan 

ditunjukkan irisan semua himpunan dalam koleksi �u adalah 

himpunan yang tidak kosong. Karena ` adalah himpunan terbatas 

subset � yang memuat b, maka untuk setiap himpunan `, himpunan du
�¿� kompak (terbatas dan tertutup) dan termuat dalam ds
�¿�. 
Sehingga interseksi semua himpunan dalam koleksi �u tidak kosong. 

Misalkan �¿  adalah sembarang elemen dari interseksi semua 

himpunan dalam koleksi �u. Dari (3.15) diperoleh bahwa untuk 

setiap � � � dan setiap X � d
�� berlaku O� � �¿	 X � �¿P � �. 

Karena set-valued d monoton maksimal, maka menurut Teorema 

3.7, �¿ � d
�¿�. Karena  d
�¿� Y i dan �¿ � d
�¿� maka  �¿ � �
d�. 
Karena �¿ adalah sembarang elemen dalam �,f7��
z�8, maka �,f7��
z�8 . �
d�. Karena �¿ adalah titik interior ��
z�, maka �,f7��
z�8 . �,f7�
d�8. 
 Dengan memanfaatkan pembuktian di atas, ditentukan 

sembarang �¿ � �,f B��7�
d�8C. Akan ditunjukkan set-valued d 

terbatas lokal di �¿ dan �¿ � �,f7�
d�8. Jika            �¿ � �,f7$��
z�8 . �,f B��7�
d�8C, maka menurut (3.14) telah 

dibuktikan. Selanjutnya, jika �¿ � �,f B��7�
d�8C, untuk               �¿ n �,f7$��
z�8, akan dikonstuksi himpunan zÄ . �
d� dan 

himpunan terbatas $bÄ . � sedemikian sehingga untuk setiap � � zÄ 
berlaku d
�� o bÄ Y i dan kondisi (ii) terpenuhi. Sehingga dapat 

ditentukan sembarang �¿ � �,f7��
zÄ�8. (3.21) 

Dari bukti sebelumnya, himpunan �
d� memuat �,f7��
z�8, yaitu himpunan tidak kosong, terbuka dan konveks serta 

set-valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7��
z�8.  
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Dari dari hal tersebut dapat ditarik suatu perumuman, yaitu terdapat 

himpunan yang tidak kosong, terbuka dan konveks Å . �
d� 
sedemikian sehingga himpunan d
Å� terbatas. 

Misalkan Æ adalah koleksi semua subset berhingga dari �
d�. Didefinisikan himpunan Ç � r �,f7��
Å k È�8É�Æ . 

Maka himpunan Ç tidak kosong, terbuka dan konveks serta 

himpunan ÇS memuat �
d�. Sehingga �,f B��7�
d�8C . �,f
ÇS� � Ç. 

Dengan demikian �¿ � Ç. Selanjutnya terdapat elemen-elemen ��	 ��	 � 	 �& dalam �
d� sedemikian sehingga  �¿ � �,f7��
Å k %��	 ��	 � 	 �&'�8. (3.22) 

Jika untuk � � �	�	� 	 ,, dipilih sembarang �! � d
�!� sedemikian 

sehingga bÄ � d
Å� k %��	 ��	 � 	 �&', 
maka himpunan bÄ terbatas. Karena himpunan Å konveks dan 

memenuhi (3.22) maka terdapat �� � Å sedemikian sehingga untuk 

setiap _ * �, �¿ � �,f7��
 à
��� k %��	 ��	 � 	 �&'�8. 
Diberikan bola terbuka à
��� sedemikian à
��� termuat dalam 

himpunan Å sedemikian sehingga zÄ � à
��� k %��	 ��	 � 	 �&' . �
d�. 
Maka (3.21) terpenuhi dan untuk setiap � � zÄ, d
�� o bÄ Y i. 

Karena zÄ . �
d� dan bÄ adalah himpunan terbatas subset � 

sedemikian sehingga untuk setiap � � zÄ, d
�� o bÄ Y i serta �,f$7��
zÄ�8 Y i, maka dengan teknik pembuktian sebelumnya set-

valued d terbatas lokal di �¿ dan �¿ � �,f7�
d�8. Karena �¿ adalah 

sembarang elemen dalam �,f B��7�
d�8C dan �¿ juga elemen dalam �,f7�
d�8 maka �,f7�
d�8 l �,f B��7�
d�8C. 

Dengan demikian, himpunan �,f7�
d�8 konveks dan set-valued d 

terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7�
d�8. Selanjutnya, karena 

himpunan �,f7�
d�8 konveks, maka himpunan �
d�QQQQQQQ � Ê,f7�
d�8$QQQQQQQQQQQQQQ � Ê,f B��7�
d�8C$QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ
 

adalah himpunan tidak kosong, tertutup dan konveks. 
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 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa set-valued d tidak 

terbatas lokal di batas �
d�. Misalkan 
 titik pada batas �
d�. 
Andaikan set-valued d terbatas lokal di 
, yaitu terdapat _ * � 

sedemikian sehingga himpunan d7 à

�8 terbatas. Selanjutnya akan 

ditunjukkan kontradiksi dengan pernyataan. Jika ` � d7 à

�8QQQQQQQQQQQQ, 
maka himpunan ` kompak (terbatas dan tertutup). Berdasarkan 

Lemma 3.8, himpunan d�
`� tertutup. Sehingga �
d� o à

� . d�
`� . �
d� 
dan 
 � �
d�. Karena 
 adalah titik batas �
d� maka                   
 n �,f7�
d�8. Berdasarkan pembuktian sebelumnya, �,f7�
d�8 � �,f B��7�
d�8C Y i. 

Karena himpunan �,f7�
d�8 dan �
d�QQQQQQQ konveks, maka himpunan �
d� konveks. Berdasarkan Lemma 3.9, himpunan d

� memuat 

paling sedikit satu separuh garis. Akibatnya, himpunan d

� tidak 

terbatas. Di lain sisi, karena d

� . d7 à

�8 dan himpunan d7 à

�8 terbatas, maka haruslah himpunan d

� terbatas. Sehingga 
 bukan titik batas �
d�. Karena 
 � �
d� dan bukan titik batas 

maka 
 � �,f7�
d�8. Hal tersebut kontradiksi dengan 
 adalah titik 

batas �
d�. Dengan demikian, pengandaian harus diingkari. 

 

Akibat 3.11 Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton 

maksimal. Jika terdapat � � �,f7�
d�8 sedemikian sehingga set-

valued d terbatas lokal di �, maka kesimpulan Teorema 3.10 

terpenuhi. 

 

Bukti: Misalkan � � �,f7�
d�8. Pilih _ * � sedemikian sehingga 

à
�� . �
d� dan himpunan d7 à
��8 terbatas subset �. Jika z � à
�� dan b � d7 à
��8 maka kesimpulan Teorema 3.10 

terpenuhi. 

 

Akibat 3.12 Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton (tidak 

harus maksimal) dan himpunan p . �
d� terbuka. Jika set-valued d 

terbatas lokal di beberapa titik dalam p, maka set-valued d terbatas 

lokal di setiap titik dalam p. 
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Bukti: Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton dan 

himpunan ` . � terbatas sedemikian sehingga untuk setiap          � � �
d�, d
�� o ` Y i. Berdasarkan Lemma 3.2, dapat 

dikonstruksi fungsi set-valued dË dari set-valued d sedemikian 

sehingga   �_7dË8 l �_
d�. Dengan demikian, grafik �_7dË8 dapat 

dikonstruksi menjadi grafik yang monoton maksimal, yaitu �_7dË8 � %
�	 �� � � � �� O� � �	X � �P � �	 ��
d�'. 
Jika grafik �7dË8 monoton maksimal, maka set-valued dË monoton 

maksimal. Misalkan ² adalah himpunan yang tidak kosong dan 

terbuka subset dari p sedemikian sehingga himpunan d
²� terbatas. 

Jika set-valued dË monoton maksimal, z � ² dan b � d
²�. Maka 

syarat cukup Teorema 3.10 dipenuhi. Dengan demikian, set-valued dË 

terbatas lokal di setiap titik dalam �,f B�7dË8C. Karena                  p . �,f B�7dË8C, maka set-valued d terbatas lokal di setiap titik 

dalam p. 

 

Teorema 3.13 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal 

dan himpunan �,f B��7�
d�8C Y i. 

Maka kesimpulan Teorema 3.10 terpenuhi. 

 

Bukti: Misalkan p � �,f B��7�
d�8C Y i dan untuk setiap , � (, 

didefinisikan z& � %� � �
d�� L�L � , dan � � d
�� sehingga L�L � ,'. 
Jika �
d� � r z&6&H� , 

maka p . r ��
z&�6&H� . (3.23) 

Karena himpunan p memenuhi (3.23), maka himpunan p tidak 

kosong, terbuka dan konveks subset �. Sehingga untuk beberapa , � (, �,f7��
z&�8 Y i. 

Jika z � z& dan b � %� � �� L�L � ,', untuk suatu , � ( 

sedemikian sehingga  �,f7��
z&�8 Y i, maka syarat cukup Teorema 

3.10 terpenuhi. Sehingga kesimpulan Teorema 3.3 terpenuhi. 
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Akibat 3.14 Misalkan syarat cukup untuk Teorema 3.13 terpenuhi, 

maka himpunan �,f7�
d�8 dan �
d�QQQQQQQ konveks. Jika �
d� dense 

dalam �, maka �
d� � �. 

 

Bukti: Berdasarkan Teorema 3.13, himpunan �,f7�
d�8 dan �
d�QQQQQQQ 
konveks. Selanjutnya, himpunan �,f7�
d�QQQQQQQ8 � �,f7�
d�8, 

Karena himpunan �
d� dense dalam �, maka �
d�QQQQQQQ � �. Sehingga �,f7�
d�8 � �,f
�� � � . �
d�] 
Di lain sisi, untuk setiap �
d�, �
d� . �. Karena � . �
d� dan �
d� . � maka �
d� � �. 

 

Akibat 3.15 Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton 

maksimal dan himpunan �
d� konveks. Jika � � �
d� dan set-

valued d terbatas lokal di �, maka � � �,f7�
d�8. 

 

Bukti: Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal 

dan himpunan �
d� konveks. Karena himpunan �
d� konveks dan �,f7�
d�8 . �
d� � �,f B��7�
d�8C, maka himpunan �,f7�
d�8 
konveks. Jika � � �
d� dan set-valued d terbatas lokal di �, maka 

terdapat _ * � sedemikian sehingga himpunan d7 à
��8 terbatas. 

Pilih himpunan terbuka Å . à
��, maka himpunan d
Å� terbatas. 

Karena Å Y i dan Å . �,f7�
d�8, maka �,f7�
d�8 Y i. 

Sehingga syarat cukup Teorema 3.13 terpenuhi. Menurut Teorema 

3.13, set-valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7�
d�8 dan 

tidak terbatas lokal di batas �
d�. Di samping itu, menurut bukti 

Teorema 3.10, � � �,f7�
d�8. Akibatnya, jika set-valued d terbatas 

lokal di � � �
d�, maka � � �,f7�
d�8. 

 

Akibat 3.16 Misalkan set-valued d��
d� � ��
�� monoton 

maksimal dan himpunan �,f B��7�
d�8C Y i. � � �,f7�
d�8 jika dan hanya jika � � �
d� dan terdapat Ì - w 

sedemikian sehingga untuk setiap � � d
��, L�L � Ì. 
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Bukti: 
"� Jika � � �,f7�
d�8, maka � � �
d�. Berdasarkan 

Teorema 3.13, untuk setiap � � �,f7�
d�8, terdapat _ * � 

sedemikian sehingga himpunan d7 à
��8 terbatas. Karena d
�� .d7 à
��8 dan himpunan d7 à
��8 terbatas, maka himpunan d
�� 
terbatas. Sehingga terdapat Ì - w sedemikian sehingga untuk setiap            � � d
��, L�L � Ì. 
"� Misalkan � � �
d� dan terdapat Ì - w sedemikian 

sehingga untuk setiap � � d
��, L�L � Ì. Dengan demikian, set-

valued d terbatas lokal di �. Berdasarkan Teorema 3.13 dan Akibat 

3.15, � � �,f7�
d�8. 

 

Teorema 3.17 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal, 

maka untuk setiap � � �
d�, himpunan d
�� tertutup dan konveks. 

Dengan kata lain set-valued d tertutup dalam �, sehingga grafik �_
d� tertutup dalam � � �. 

 

Bukti: Tentukan sembarang � � �
d�. Misalkan � � %�� �$set-

valued yang monoton dan relatif sama pada �
d�' dan                �Z � %�� � � � terdefinisi pada �}. Misalkan barisan        %�&'&�( . d
�� sedemikian sehingga �& konvergen ke �. Akan 

ditunjukkan � � d
��. Karena koleksi �Z memuat semua set-valued 

yang monoton dan terdefinisi pada �, maka terdapat � � �Z 

sedemikian sehingga � � �
��. Karena set-valued d monoton 

maksimal, maka �
�� . d
��. Karena � � �
�� dan �
�� . d
��, 
maka � � d
��. Menurut Lemma 2.5.5, himpunan d
�� tertutup. 

Karena untuk setiap � � �
d�, set-valued d
�� tertutup 

maka menurut Definisi 2.7.5 set-valued d tertutup dalam �. Karena 

set-valued d tertutup dalam �, maka menurut Lemma 2.7.6 grafik �_
d� tertutup dalam � � �. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk setiap � � �
d�, 
himpunan d
�� konveks. Tentukan sembarang � � �
d� dan 

sembarang �	 � � d
��. Misalkan � � � � �. Akan ditunjukkan  �� � 
� � ��� � d
��. Tentukan sembarang 
 � �
d� dan 

sembarang X � d

�. Jika � � � atau � � �, maka � � d
�� atau   � � d
��. Selanjutnya akan ditunjukkan untuk � Y � atau � Y �. 

Karena set-valued d monoton maka O� � 
	 � � XP � � dan O� � 
	 � � XP � �. 
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Karena � � � dan � - � - �, maka �O� � 
	 � � XP � � dan 
� � ��O� � 
	 � � XP � � 

atau O� � 
	 �� � �XP � � dan O� � 
	 
� � ��� � 
� � ��XP � �. 

Sehingga O� � 
	 �� � �XP � O� � 
	 
� � ��� � 
� � ��XP � �. 

Berdasarkan sifat dari inner product diperoleh O� � 
	 �� � �X � 
� � ��� � 
� � ��XP � �. 

Dengan demikian diperoleh O� � 
	 �� � 
� � ��� � XP � �. 

Karena set-valued d monoton maksimal, maka menurut Teorema 

3.7, �� � 
� � ��� � d
��. 
 

Teorema 3.18 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal 

dan �,f B��7�
d�8C Y i, maka untuk setiap � � �,f7�
d�8, 

himpunan d
�� kompak. Jika � titik batas �
d�, maka himpunan d
�� tidak kompak. 

 

Bukti: Menurut Teorema 3.10 dan 3.13, untuk setiap � ��,f7�
d�8, terdapat _ * � sedemikian sehingga himpunan d7 à
��8 
terbatas. Karena � � à
�� dan d
�� . d7 à
��8, maka himpunan d
�� terbatas. Selanjutnya dengan Teorema 3.17, untuk setiap � � �
d�, himpunan d
�� tertutup. Akibatnya, untuk setiap � � �,f7�
d�8, himpunan d
�� tertutup. Karena himpunan d
�� 
tertutup dan terbatas, maka menurut Teorema 2.5.10, himpunan d
�� 
kompak. Misalkan � titik batas �
d�. Menurut Lemma 3.9, 

himpunan d
�� memuat paling sedikit satu separuh garis, sehingga 

menurut Teorema 3.10, himpunan d
�� tidak terbatas. Karena 

himpunan d
�� tertutup tetapi tidak terbatas maka himpunan d
�� 
tidak kompak. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 43 

Berdasarkan Teorema-teorema di atas, jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal, himpunan z . �
d� konveks 

sedemikian sehingga �,f
z� Y i, dan himpunan b . � terbatas 

sedemikian sehingga untuk setiap � � z, d
�� o b Y i, maka 

1. set valued d monoton, 

2. himpunan �,f7�
d�8 dan �
d�QQQQQQQ konveks, 

3. set valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7�
d�8 
tetapi tidak terbatas lokal di batas �
d�, 

4. untuk setiap � � �
d�, himpunan d
�� tetutup dan konveks. 

Dengan kata lain, set-valued d tertutup dalam �, sehingga 

grafik �_
d� tertutup dalam � � �, 

5. untuk setiap � � �,f7�
d�8, himpunan d
�� kompak. Tetapi 

himpunan d
�� tidak kompak di batas �
d�. 
 

Akibat 3.19 Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal 

maka karakteristik set-valued d adalah kelima kriteria di atas. 

 

Bukti: Karena setiap set valued yang monoton maksimal adalah set-

valued yang monoton, maka kriteria yang pertama terpenuhi. 

Misalkan himpunan �,f B��7�
d�8C � i. Berdasarkan Teorema 

3.13, �,f B��7�
d�8C � �,f7�
d�8. Sehingga himpunan �,f7�
d�8 � i. Karena set-valued d terdefinisi pada �
d� maka 

terdapat � � �
d� sedemikian sehingga d
�� Y i. Karena �,f7�
d�8 � i, maka � adalah titik pada batas �
d�. Dengan 

demikian, d
�� Y i, untuk � titik pada batas �
d� dan d
�� � i, 

untuk yang lainnya. Karena set-valued d monoton maksimal dan � 

adalah titik pada batas �
d�, maka himpunan d
�� tidak terbatas 

lokal. Sehingga kriteria kedua, ketiga, keempat dan kelima terpenuhi. 

 Misalkan himpunan �,f B��7�
d�8C Y i. Berdasarkan 

Teorema 3.13, kriteria pertama sampai dengan kriteria kelima 

terpenuhi. Selanjutnya, jika ditinjau dari Teorema 3.10, setiap set-

valued yang monoton maksimal memuat himpunan konveks subset �
d� dan himpunan terbatas subset � sedemikian sehingga syarat 

cukup Teorema 3.10 terpenuhi. 
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Contoh 3.20 Diberikan set-valued d��
d� � ��
�� dengan    �
d� � ���	�F sebagai berikut 

d
�� �   ��	w�	$$$$$� � ��¡	 �� - � - �
�w	��F	$$$� � ���. 
Berdasarkan Contoh 2.7.14,  set-valued d monoton maksimal. 

 

 Selanjutnya, set-valued d akan diselidiki karakteristiknya 

dengan menggunakan teorema-teorema di atas. Karena himpunan �,f B��7�
d�8C Y i, maka menurut Teorema 3.10 dan 3.13, 

himpunan 

 �,f7�
d�8 � �,f B��7�
d�8C � �,f$%���	�F' � 
��	�� 
tidak kosong, terbuka dan konveks serta himpunan                  �
d�QQQQQQQ � Ê,f7�
d�8$QQQQQQQQQQQQQQ � Ê,f B��7�
d�8CQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ � ���	�F tidak kosong, 

tertutup dan konveks. Di samping itu, set-valued d terbatas lokal di 

setiap titik dalam 
��	�� dan tidak terbatas lokal di � � �� dan � � �. Menurut Teorema 3.17, untuk setiap � � ���	�F, himpunan d
�� tertutup dan konveks, sehingga set-valued d dan grafik �
d� 
tertutup. Berdasarkan Teorema 3.18, untuk setiap � � 
��	��, 
himpunan d
�� kompak, tetapi untuk � � � dan � � ��, himpunan d
�� tertutup, tetapi tidak terbatas, sehingga d
�� tidak kompak. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 

Misalkan � adalah ruang Hilbert real. Jika set-valued d��
d� � ��
�� monoton maksimal, maka karakteristik set-valued 

tersebut adalah sebagai berikut: 

1. set-valued d monoton, 

2. himpunan �,f7�
d�8 dan �
d�QQQQQQQ konveks, 

3. set valued d terbatas lokal di setiap titik dalam �,f7�
d�8, 
tetapi tidak terbatas lokal di batas �
d�, 

4. untuk setiap � � �
d�, himpunan d
�� tetutup dan konveks. 

Dengan kata lain set-valued d tertutup dalam � sehingga 

grafik �_
d� tertutup � � �, 

5. untuk setiap � � �,f7�
d�8, himpunan d
�� kompak. Tetapi 

himpunan d
�� tidak kompak di batas �
d�. 
 

4.2 Saran 

 

 Berdasarkan beberapa uraian di atas, disarankan untuk 

diadakan analisis lanjutan tentang karakteristik fungsi set-valued 

yang monoton maksimal di ruang dual. 
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