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ANALISA PERILAKU ORBIT SISTEM DINAMIK DISKRIT
MELALUI KARAKTERISASI FUNGSI PEMBANGKIT
SISTEM

ABSTRAK
Dalam skripsi ini dipelgjari perilaku orbit sistem dinamik diskrit
Xn+1=f(X,) melaui - karakterisas fungs pembangkit f yang

terdiferensial secara kontinu. Seperti halnya dalam pemeriksaan
kestabilan titik tetap yang dapat dicirikan oleh f Cdi titik tersebut,

perilaku orbit sistem juga dapat ditentukan oleh nilai mutlak f .

Kata kunci: sistem dinamik diskrit, orbit, titik tetap.



ANALYSISON THE BEHAVIOUR OF ORBIT OF DISCRETE
DYNAMICAL SYSTEM THROUGH THE
CHARACTERIZATION OF GENERATOR FUNCTION OF
THE SYSTEM

ABSTRACT

This final project discusses behaviour of orbits of a discrete
dynamical system  Xxw1=f(X,) through characterization of
continuously-differentiated generator function f. As well as fixed
point stability which is can be characterized by f ¢ on the point,
orbits behaviour also can be determined by using the absolute value
of fC

Keyword: discrete dynamical system, orbit, fixed point.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Peristiwa perkembangan modal yang didepositokan di suatu
bank dan pertumbuhan jumlah populas suatu spesies merupakan
contoh model sistem dinamik. Model matematika yang demikian
dikenal sebagal sistem dinamik diskrit (Martelli, 1999).

Sistem dinamik diskrit adalah relasi berbentuk x,.,= f(x,), di
mana X1 menyatakan posisi (state) x pada saat ke (n+1) dan X,
menyatakan posisi X sebelumnya. Sedangkan f disebut fungsi
pembangkit sistem. Fungsi f sering kali memuat parameter kontrol
selain variabel x dan biasanya parameter tersebut telah ditentukan.
Solusi sistem dinamik diskrit disebut orbit atau trayektori sistem.
Pada umumnya solusi sistem dinamik diskrit berbentuk barisan.

Dalam sistem dinamik diskrit terdapat tiga hal yang penting
untuk dibahas, yaitu identifikasi posis variabd (variabel state)
sistem, identifikasi parameter kontrol, dan identifikas bentuk fungsi
pembangkit melalui proses pemodelan.

Perilaku orbit sistem adalah penyelidikan mengenai posisi
variabel x untuk n yang sangat besar (n ® ¥ ). Perilaku orbit sistem
dapat ditentukan oleh pemilihan posisi awal (initial state) dengan
asums parameter tetap. Teknik pemilihan ini dikenal sebagai analisis
ruang posisi (state space analysis). Di samping itu, perilaku orbit
sistem juga dapat ditentukan melalui perubahan parameter yang
terjadi apabila fungs pembangkit sistemnya bergantung pada
parameter. Teknik ini dikenal sebagai analisis ruang parameter
(parameter space analysis).

Dalam skripsi ini penulis tertarik untuk membahas
penentuan perilaku orbit sistem melalui cara lain, yaitu melaui
anadlisa fungsi pembangkit sistemnya. Dengan cara ini, penentuan
perilaku orbit sistem tidak lagi bergantung pada pemilihan posisi
awal atau perubahan parameter yang terdapat dalam fungsi
pembangkit sistemnya. Kestimewaan dari cara ini adalah cukup
melihat kriteria fungsi pembangkit sstemnya sagja. Oleh karena itu
dalam skripsi ini dipelajari kriteria fungsi pembangkit sistem untuk
menentukan perilaku orbit yang dihasilkan oleh sistem.



1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas maka
masalahnya dapat dirumuskan sebagal berikut : bagaimana kriteria
fungsi pembangkit sistem agar perilaku orbit dapat ditentukan.

1.3 Tujuan
Tujuan penulisan skripsi adalah untuk mendapatkan kriteria
fungsi pembangkit sistem dalam rangka menentukan perilaku orbit.

1.4 Manfaat

Manfaat hasil pembahasan dalam skripsi ini adalah
memberikan suatu cara alternatif untuk menentukan perilaku orbit
sistem.

1.5 Batasan M asalah

Dalam skripsi ini pembahasannya dibatasi hanya pada sistem
dinamik diskrit berdimensi-satu dari himpunan bilangan real dan
fungsi pembangkit yang akan ditinjau hanya untuk fungs real yang
terdiferensial secara kontinu (continuously differentiable).
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Pada bab ini dipelajari teori-teori dasar dalam bentuk Definisi dan
Teorema yang menjadi dasar pembahasan dalam Bab 111 yaitu Ruang
Metrik (2.1), Barisan di ruang metrik (2.2), Fungs real (2.3),
Turunan Fungs (2.4), dan Sstem Dinamik Diskrit berdimensi-satu
(2.5). Pustaka yang digunakan di dalam bab ini adalah Soemantri
(2000), Martelli (1999), Edwin (1990), Muslikh (2007), dan
Wikipedia.org (2007).

2.1 Ruang Metrik

Definisi 2.1.1

Diberikan himpunan X # A dan R himpunan bilangan real. Fungsi
jarak d : X x X ® R dikatakan metrik, jika untuk setiagp x,y T X
dipenuhi aksioma:

M1.d(x,y) 3 0

M2. d(x,y) = Ojikadan hanyajika x =y

M3. d(x,y) = d(y,x)

M4. d(x,y) £ d(x,2) + d(zy) untuk setiap x, y, z1 X.

Himpunan X yang dilengkapi dengan metrik d pada X
disebut ruang metrik dan dinotasikan sebagai ( X,d ). Jka himpunan
X = R, makafungsi jarak yang didefinisikan

d(xy) = |[x—Vy|, untuk setiap x,y T R
merupakan metrik pada R.

Definisi 2.1.2
Diberikan ruang metrik (X, d) dan titik pT X . Himpunan berbentuk

Ni(p) ={ xT X :d(xp) <r},

disebut persekitaran (Neighborhood) dengan pusat titik p dan jari-
jari r>0.



JkaX =R , maka persekitaran titik pT R dengan jari-jari r >0
adalah himpunan

Ni(p)={ xI R: ¥x—p¥<r}
yang merupakan suatu interval terbuka dalam R.

Definisi 2.1.3
Diberikan ruang metrik (X,d) dan himpunan E 1 X . Titik p T X
dikatakan titik limit himpunan E jika untuk setiap r > 0 berlaku

{N:(p) € E}\{p}* A&

Contoh 2.1.1

Diberikan ruang metrik (R,|.|) dan himpunan E=[0, 1]JE{2}, EI R.

Untuk setiap xI [0, 1] maka x titik limit E karena untuk setiap r>0
{N:(x) € E}\{x}* /£

Sedangkan untuk x=2 bukan titik limit E karena terdapat r =1/2 maka
{Nw2(2) C E}\{2}=AE

Definisi 2.1.4
Diberikan ruang metrik (X,d) dan himpunan E I X. Himpunan E
dikatakan terbatas jika terdapat bilangan M 2 0 sedemikian sehingga
untuk suatu titik pT X dan untuk setiap x1 E berlaku

dpX) £M.

2.2 Barisan Titik di dalam Ruang Metrik

Diberikan ruang metrik X dan himpunan bilangan asi N
setafungsi f: N ® X yang didefinisikan sebagai, f(n) =x,1 X
untuk setiap nT N . Jelagjah (range) <x,> disebut barisan titik atau
barisan dalam ruang metrik X dengan suku-suku x, dann 1 N.
Barisan x, dinotaskan dengan <x,>. Jika X=R maka barisan <x,>
disebut barisan bilangan real.

Definisi 2.2.1
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Diberikan ruang metrik (X,d) dan barisan <x,> di dalam X. Barisan
<x,> dikatakan konvergen jikaterdapat x1 X dan untuk setiap e >0
terdapat bilangan NT N sedemikian sehingga untuk setiap n3 N
berlaku

d( %,, X) <e.

Barisan < x,> yang konvergen kex, ditulis I|®rg Xn = X atau
n

X, ® X, di manatitik x disebut limit barisan dari barisan < x,>.
Barisan bilangan real < x,> dikatakan konvergen ke x T R
jika untuk setiap e> Oterdapat N1 N sehingga untuk setigp n3 N,
berlaku
[ X —Xx|<e

Teorema2.2.1
Diberikan ruang metrik (X,d) dan barisan <x,> di daam X. Jka
barisan <x,> konvergen maka limit barisannya tunggal.

Bukti:
Dimisalkan barisan <x,> konvergen ketitik x dan y, akan dibuktikan

X =y (tunggal).

Diberikan sebarang e> 0.

Karena x, konvergen ke x dan y maka terdapat NJf N dan NJi N
sehingga untuk setiap n 3 N, berlaku

d(x.,X) <z , 2.2.1)
dan untuk setiap n 3 N, berlaku
d(x,,y) <Z . 2.2.2)

Jka bilangan N = maks { N, N> } maka dari ketaksamaan (2.2.1)
,(2.2.2) dan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh

d(xy) £ d(xx) + d(Xay) < % +% —e.

untuk setiap n3 N.
Jadi d(x,y) < e. Karena e> 0 sembarang maka x = y (tunggal).

Teorema?2.2.2



Jika barisan <x,> dalam suatu ruang metrik (X,d) konvergen maka
barisan <x,> terbatas.

Bukti:
Dimisalkan bahwa x, ® x. Jika diambil e = 1 maka terdapat bilangan
adi N sehingga untuk setiapn® N berlaku

d(xuX) < 1. (2.2.3)

Sdlanjutnya diambil M = Maks{ 1, d(Xs, X), d(X, X), ... d(n-1, X) },
maka

d(x,, X) £ M, (2.2.49)
untuk 1 £ n £ N-1.
Berdasarkan (2.2.3) dan (2.2.4) maka berlaku d(x, X) £ M, untuk
setiap nl N.
Jadi daerah jangkau {x,} merupakan himpunan yang terbatas,
sehingga barisan <x,> dinamakan barisan yang terbatas.

Definisi 2.2.2
Diberikan barisan <x,> di dalam ruang merik X selanjutnya
dibentuk barisan bilangan adi <n> dengan ki N sedemikian

sehingga n; < N, < Nz< ... maka barisan < Xq, > disebut subbarisan
dari barisan <x,>. Jka< X, > konvergen maka limitnya disebut limit

subbarisan dari barisan < X, >.

Teorema2.2.3

Barisan <x,> konvergen ke x jika dan hanya jika setiap subbarisan
dari <x,> juga konvergen ke x.

Bukti:

P Diketahui barisan <x,> konvergen ke x dan ambil sebarang

subbarisan < X, > dari barisan <x,>. Diberikan sebarang e > 0.

Karena <x,> konvergen ke x , maka terdapat NI N sehingga untuk
setiap n3 N berlaku

d(%,,X) <e. (2.2.3)



Diketahui bahwa dalam barisan bilangan asli <n,> dari indeks-indeks
subbarisan di atas berlaku hubungan n¢® k untuk setiap k=1,2,...
. Jadi untuk setiap k3 N berlaku n¢3 k 3 N. Dengan demikian

menurut (2.2.3) diperolen d(X, ,X) <€ untuk setiap k*N. Artinya

bahwa subbarisan < X, > mempunyai sifat, untuk setiap e>0 yang

diberikan terdapat NI N sehingga untuk setiap k 3 N berlaku
d(x, .x)<e.

Ini berarti, subbarisan < x,, > konvergen ke x atau II(|®n; Xp = X.

U Diketahui Setiap subbarisan < X, > dari barisan <x,> konvergen

ke x. Karena barisan <x,> adalah salah satu subbarisan dari dirinya
sendiri, maka barisan <x,> tentu konvergen ke x.

Definisi 2.2.3
Barisan <x,> di dalam ruang metrik (X,d) dikatakan Barisan Cauchy
jika untuk setiap e > O terdapat bilangan NI N sehingga untuk
setiap mn3 N berlaku

d(%n, Xm) <e.

Teorema2.2.4
Di dalam sembarang ruang metrik (X,d), setiap barisan yang
konvergen merupakan barisan Cauchy.

Bukti:
Diberikan barisan < x, > di dalam X dengan Il@rg X, = X, maka
n

untuk sembarang e > 0 yang diberikan terdapat NT N sedemikian
sehingga untuk setiagpn3 N berlaku

d(x,,x) <% . (2.25)
Demikian juga untuk setiap m3 N berlaku
d(x,.,X) < %. (2.2.6)



Dari ketaksamaan (2.2.5), (2.2.6) dan sifat ketaksamaan segitiga
maka untuk setiap mn3 N berlaku
d(x,., %) £ d(x_,x) +d(x X,) <‘;+Z e,

Terbukti barisan < X, > merupakan barisan Cauchy.

Teorema2.2.5
Di dalam sembarang ruang metrik (X,d) setiap barisan Cauchy
merupakan barisan yang terbatas.

Bukti :
Ambil sebarang barisan Cauchy <x,> di dalam ruang metrik X, maka
untuk setiap e > 0 terdapat bilangan N T N sehingga untuk setiap
m,n 3 N berlaku

d(Xn,Xm) <e

Jka diambil e =1, maka untuk setiap n,m?3 N berlaku
d(Xn,Xm) < 1.
Dipilih x,, = p tetap, maka untuk setigp n 3 N berlaku
d(x, p) < 1. (2.2.7)

Dimisalkan diambil M = Maks {1, d(x;, p), d(, p), ... ,» dXn-1, P)},
maka

d(x,, p) £ M, (2.2.8)
untuk 1 £ n £ N-1.

Berdasarkan (2.2.7) dan (2.2.8) maka berlaku
) d(x,.p) £ M,

untuk setiap nl N.

Terbukti bahwa barisan Cauchy <x,> terbatas.

Definisi 2.2.4
Suatu ruang metrik dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan
Cauchy di dalam ruang metrik tersebut konvergen.
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2.3. Fungsi Real.

Definisi 2.3.1

Sebuah fungs f adalah suatu aturan padanan yang menghubungkan
setigp obyek x dalam satu himpunan, yang disebut daerah asal,
dengan sebuah nilai tunggal f(x) pada himpunan ke dua. Himpunan
nilai yang diperoleh secara demikian disebut daerah nilai (jelajah)
fungsi tersebut. Jka himpunan semua nilai fungsi adalah himpunan
bilangan real, maka fungs tesebut dinamakan fungsi bernilai real
(fungsi real).

Definisi 2.3.2
Dimisalkan f sebuah fungsi dengan daerah asal himpunan A dan
daerah nilainya di dalam himpunan B. Fungs g dengan daerah asal
himpunan B dan derah nilainya di dalam himpunan C. Komposisi gof
adalah fungsi dari A ke C, yaitu
gof={(ac) 1 AxC |terdapat b1 B sedemikian sehingga b = f(a) dan
c=g(b) }.
Bentuk fungs h = g o f disebut fungsi komposisi g atas f.
Untuk setiap x T A, fungsi komposisi h ditulis sebagai

h(x) = (gof)(x) = g(f(x)).
Fungsi komposisi (f of ), (fofof), dan(fofofo..of) berturut-
turut ditulis sebagai berikut
f=fof,f°=fofof danf"= fofofo..of (sebanyak nfungsi f).

Definisi 2.3.3

Diberikan ruang metrik (X,d), himpunan E1 X dan fungsi real
f:E® X Titik x 1 E disebut titik tetap (fixed point) untuk f jika
dipenuhi

f(x)=x

Definisi 2.3.4

Diberikan ruang metrik (X,d) , himpunan E1 X, p adalah titik limit
himpunan E dan fungsi real f: E® R. Titik qT R dinamakan limit
f(x) untuk x mendekati p, jika untuk setiap e>0 terdapat d> 0
sedemikian sehingga untuk setigp x T E dengan 0 < d(x,p) <d
berlaku



[T —-al<e
ditulis sebagai le(grg f(x)=q.
Teorema2.3.1
Diberikan ruang metrik (X,d) , himpunan E1 X, p adalah titik limit
himpunan E dan fungsi real f : E® R, maka pernyataan di bawah ini
ekivalen

@) lim f(x) =g
X® p
(if) Untuk setiap barisan <p,> di dalam E dengan p,! p untuk setiap
nl N dan I|®n;1 p, = p maka untuk barisan <f(p,)> berlaku
n
lim f(p,) =9
Bukti :
Dari (i) ke (ii)
Ambil barisan <p,> di dalam E, karena qugn f (X) = q, maka untuk
X® p
setiap e >0 terdapat d >0 sedemikian sehingga untuk setiap x 1 E
dengan 0 < d(x,p) < d berlaku
[fX)—ql<e. (231)
Karena p,! puntuk setigoni N, dan I|®rg p, = P maka terdapat
n

NI N, sehingga untuk setiap n® N berlaku 0<d(p,,p)<d. Berdasarkan
(2.3.1) maka untuk barisan <f(p,)> berlaku

[f(Py) —q|<e.

Dengan kata lain, Ii®rg f(p,)=4.

Dari (ii) ke (i).
Ambil sebarang e > 0. Karena (i) benar, maka untuk setigp nT N,
pn = X berakibat x konvergen ke p dan berlaku

ngr;f(x)ﬂngg f(p,) =4,

terbukti dari (ii) ke (i).
10



Definisi 2.3.5

Diberikan ruang metrik (X,d) , himpunan E1 X, p1 E dan fungsi
real f: E® R. Fungsi f dikatakan kontinu di p jika untuk setiap e > 0
terdapat d > 0 sedemikian sehingga untuk setiap x I E dengan
d(x,p) < d berlaku

110) =f(p) | < e

Jka f kontinu di setigp titik anggota E maka f dikatakan
kontinu pada E.

2.4. Turunan fungsi.

Di dalam subbab ini akan dibicarakan turunan fungsi bernilai
real yang didefinisikan pada interval-interval dalam R.

Definisi 2.4.1
Diberikan fungsi real f yang didefinisikan pada interval terbuka (a,b)
dantitik cT (a,b). Fungsi f dikatakan terdiferensial (differentiable) di

titik c jika

fim f(x)- f(c)

X® ¢ X-C
ada dan sdanjutnya nilai limit tersebut dinotasikan dengan f ¢(c)
yang disebut turunan fungsi f di titik c.

Teorema24.1
Jka fungsi real f terdefinisi pada (a,b) dan terdiferensial di titik
pl (a,b) maka ada fungsi f * yang kontinu di pl (a,b) dan memenuhi
persamaan

A f() —1(p) = (x—p) F*(%), (24.1)
untuk setiap x| (a,b) danf *(p) = f &p).
Sebaliknya jika ada fungsi f* yang kontinu di ¢l (a,b) dan memenuhi
persamaan (2.4.1) makaf terdiferensial di ¢l (a,b) dan f*(c) = f €c).

Bukti:

11



Didefinisikan fungs
f*(X): f(X)' f(p)

: (2.4.2)
X-p
untuk setigpx® p1 (a,b) danf *(p) untuk x = p.
Karenaf terdiferensial di p1 (a,b) maka Ii(gnM ada dan
X® p X -

sebutlah lim

X® p

= f&p),

dipilih nilai f *(p) = f €p) maka hal ini berakibat
lim f *(X) = IimM = fgp)=~f*(p)

X® p x® p X- p

Terbukti adafungs f* kontinu di p danf *(p) = f €p).

f(x)- f(p) _
X-Pp

Sebaliknya, dimisalkan fungsi f* kontinu di ¢ dan memenuhi
persamaan (2.4.1) maka

Ixi(gncf*(x):limj(x)_—g(c):f*(c).

x® ¢ X -

f(x)- f(c)

Karena lim =f*(c) maka
X® c X-C
fqc) = |imM:f*(c)_
xX® p X-p

Terbukti fungsi f terdiferensial di cl (a,b) dan f €c) = f *(c).

Teorema2.4.2
Fungsi real f terdefinisi pada interval (ab). Jkaf terdiferensial
di cT (a,b) makaf kontinu di c.

Bukti :
Fungsi f terdiferensial di titik cI (a,b), maka

IimM =f'(c).
X® ¢ X-C

Akan dibuktikan f kontinu di titik c. Perhatikan bahwa
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F0= e+ M 1O g
(x- ¢
maka
lim £ () =limSf () + 9= 1Oy o0
X® ¢ x®c8 -C H

—lim f(¢) +lim~X= O (o
X® ¢ X® ¢ X-C
=f(c)

Menurut Teorema 2.3.2, makaf kontinu di titik c.

Teorema 2.4.3 ( Teorema nilai rata-r ata)
Jkafungs f terdiferensial di setiap titik dalam interval terbuka (a,b)
dan f kontinu pada [a,b] maka adatitik cl (a,b) sedemikian sehingga

f(b) —f(a) = f¢c) (b—a).

Bukti :

Ambil titik ¢l (a,b). Karena f terdiferensial pada (a,b) maka f €c)
ada. Diketahui f kontinu pada interva tertutup [a,b] maka f
terdefinisi juga di titik a dan di titik b.

Selanjutnya terlebih dahulu akan diperlihatkan bahwa f ¢kontinu di
titik I (a,b).

Perhatikan bahwa

ISR e v AR /7 8. v/ R

X® ¢ x®c §h®0 h H h®0§x®c h H

: +h)-
=lim flc+h)- f(c) =f'(c)
h® 0 h
jadi f ¢kontinu di titik c.

Menurut Teorema 2.4.1 dan dengan mengambil x = b dan p = a

maka berlaku
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f(b) —f(@ =f&c) (b—a).
2.5. Sistem Dinamik Diskrit Berdimensi-satu

Di dalam subbab ini akan diuraikan tentang pengertian
Sistem Dinamik Diskrit berdimensi-satu dan hal-hal lain yang
berkaitan dengan masalah tersebut.

Definisi 2.5.1
Sistem dinamik diskrit adalah relasi berbentuk

Xns1 = (Xn) (2.5.1)
fungsi f disebut fungsi pembangkit sistem. Pada umumnya vektor

posisi X adalah berdimensi-k, yaitu x T R Indeks n seringkali
mempresentasikan waktu ke- n.

Sistem (2.5.1) dikatakan diskrit jika perubahan langkah ke-n
hanya berada dalam bentuk diskrit, yaitu posis titik Xne1 dan posisi

titik ;<n dipisahkan oleh misalnya satu jam, satu hari, atau satu tahun
dan seterusnya.

Fungsi f(X) pada sistem (2.5.1) dapat juga memuat banyak
parameter a sehingga sering ditulisf( X, a).
Contoh 2.5.1

Model logistic
Xor1 = @ (1 =%, ),

merupakan sistem dinamik diskrit yang dibangkitkan oleh fungsi

berbentuk f(x,a) = ax(1 — x ) di mana f tergantung pada variabe x
dan parameter a.

Definisi 2.5.2

Sistem dinamik diskrit (2.5.1) dikatakan berdimensi-satu jika
variabel x berupa skalar. Sehingga dapat ditulis sebagai

Xne1= F(X0), (2.5.2)
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di mana dalam hal ini, variabel x T R. Jika fungsi f juga bergantung
pada parameter skalar real a, maka fungsinya ditulis f(x,a).

Dalam skripsi ini hanya dipelgari sistem dinamik diskrit
berdimensi-satu sebagaimana bentuk relasi (2.5.2).

Pada relasi (2.5.2) posis titik x yang ke (n+l) dapat
ditentukan jika posis titik x, diketahui. Titik X, disebut posis awal
yang dapat menentukan titik x lainya pada domain f. Jika diberikan
posisi awal X, maka akan diperoleh titik-titik x lainnya sebagai
berikut:

%o, X1 = f(Xo) X = f(x0) = f(f(%0)) = f *(x0), Xe=f(x2)=f(F(f(x0))) = F*(x0), .

Secaraumum posisi titik x yang ke (n+1) dapat dinyatakan sebagai
Xar1= T (%),

di mana f ™!

(n+1) kali.

(Xo) adalah komposisi f dengan dirinya sendiri sebanyak

Definisi 2.5.3
Barisan titik {Xo, X1, Xp,...} disebut orbit sistem (2.5.2) yang diawali
dari titik Xo, ditulis O(Xo). Selanjutnya titik xo disebut posis awal
(initial state).

Salah satu hasil terpenting dari sistem dinamik diskrit adalah
masalah perilaku orbit sistem (2.5.2). Analisa perilaku orbit sistem
dapat dilakukan melalui dua cara yaitu : Pertama, menentukan
perilaku orbit sistem untuk pemilihan posisi awa X, yang berlainan.
Dengan kata lain apa yang terjadi pada orbit O(xo) untuk n yang
sangat besar (n ® ¥) bila dipilih posisi awal X, yang berlainan.
Analisa semacam ini disebut analisis ruang posis (state space
analysis). Analisa perilaku orbit sistem yang demikian dapat
dilakukan dengan menganggap parameter fungsinya konstan. Ke
dua, menentukan perilaku orbit sstem melalui suatu perubahan
parameter. Analisa semacam ini disebut analisis ruang parameter
(parameter space analysis).

Berikut ini akan diberikan contoh pemeriksaan perilaku orbit
sistem melalui dua cara yang telah disebutkan di atas pada suatu
sistem dinamik diskrit.
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Contoh 2.5.2
Dimisalkan fungsi pembangkit sistem (2.5.2) adalah
f(X) =ax+2 ;X R,
di manafungsi f adalah anggotadari koleksi {f(x,a) = ax+2:al R}.

Pertama, diasumskan bahwa parameter a = % tetap, maka fungsi  f
dapat ditulis f(x) = (¥4)x + 2.

Jika dipilih X, = 8 maka diperoleh x; = f(8)= (%4)8 + 2 = 8 sehingga
X1 = Xo. Karena f(8) = 8 maka 8 adalah titik tetap dari f, namakanlah
Xs = 8 adalah titik tetap dari f .

Selanjutnya akan diperiksa perilaku orbit sistem

X1 =(YX + 2. (25.3)

Dengan menggunakan titik tetap 8 maka orbit sistem (2.5.3) dapat
ditulis

X1 =(¥4) (0 —8) + 8. (2.5.4)
Jika diberikan posisi awal X, , maka diperoleh
X = (¥) 0—8) +8,%=(¥) (x—8) +8=(¥)*(x%—8) +8, ..
sehingga untuk langkah ke (n+1) diperoleh
Xor1 =(¥)™ " (X0—8) + 8, (2.5.5)

dari (2.5.5) didapat : jika n® ¥ maka (¥)™'® 0 sehingga X.; ® 8.
Dengan kata lain bahwa setiap orbit sistem akan konvergen ke titik
tetap X, = 8. Dalam hal ini mungkin tidak ada masalah untuk X1 R
manapun.

Kedua, akan ditinjau perilaku orbit sistem melalui perubahan
parameter a.
Dengan menyel esaikan persamaan x = ax + 2 didapat titik tetap

2
X(a)=——;al 1.
() T
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Jkaa=1, makaf tidak mempunyai titik tetap.
Dari orbit sistem (2.5.5) dengan mengganti % oleh a dan 8 oleh titik
Xs didapat orbit sistem

X1 = @™ (Xo—Xs ) + Xe. (2.5.6)
Jka |a < 1 maka orbit sistem (2.5.6) konvergen ke titik tetap X..
Akan tetapi jika [aj>1 maka orbit sistem divergen.

Definisi 2.5.4
Suatu titik Xs dikatakan titik stasioner (stationary state) dari (2.5.2)
jika

f(X9)=Xs. (25.7)
Karenatitik xs memenuhi persamaan xs = f(x) maka titik xs disebut
juga titik tetap untuk f.

Definisi 2.5.5

Titik stasioner xs dikatakan stabil (stable) jika untuk setiap e > 0
terdapat d > 0 sedemikian sehingga untuk [x, — Xs| £ d maka berlaku
[Xn—X%s| £ € untuk setiapn s 1.

Jika titik xs tidak memenuhi ketentuan Definisi 2.5.5, maka
dikatakan tidak stabil (unstable).

Definisi 2.5.6

Orbit sistem O(Xo) dikatakan stabil jika untuk setiap e>0 terdapat d>0
sedemikian sehingga untuk setiap orbit sistem O(yq) berlaku [Xo—yolEd
dan [x—yn|Ee untuk setigpn® 1.

Definisi 2.5.7

Diberikan sistem dinamik diskrit (2.5.2) dengan fungs pembangkit

f:1® I, d manal interva terbuka

i. Suatu titik tetap % dari f dikatakan sink jika terdapat d > O
sedemikian sehingga untuk setiap X, T | dengan | xo — Xs | £ d
berlaku | X, — X |® O, untuk n® ¥.

ii. Suatu titik tetap X dari f dikatakan sources. Jika terdapat d > O
sedemikian sehingga untuk setiap X, 1 1 dengan 0 < | xo—Xs| £d
dapat ditentukan bilangan bulat positif n sehingga berlaku
X, —Xs | > d.
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab hasil dan pembahasan ini akan dibahas perilaku
orbit sissem melalui analisa fungsi pembangkit sistemnya. Dalam
contoh 2.5.2 baik analisis pada ruang posis awa maupun pada
ruang parameter telah berhasil memperlihatkan perilaku orbit sistem
yang dibangkitkan oleh suatu fungs f. Pada analisis ruang posisi
awal , langkah pertama yang dilakukan adalah pemilihan posisi awal
X0 sedemikian sehingga perilaku orbit sisem dapat ditentukan.
Sedangkan pada analisis ruang parameter, perilaku orbit sangat
ditentukan oleh parameter fungsinya. Pada bab ini akan dibahas
perilaku orbit sistem tanpa melalui kedua cara analisis yang telah di
uralkan pada bab |l akan tetapi akan dianalisa melalui fungsi
pembangkit sistemnya. Pada teknik ini analisisnya tidak lagi
bergantung pada strategi pemilihan posisi awa atau perubahan
parameter yang terdapat pada fungsi pembangkit sistemnya.

Dalam (Martelli, 1999) terdapat beberapa Teorema yang
menggambarkan peranan fungsi pembangkit sistem dikaitkan dengan
titik tetap. Untuk semua fungsi f yang diketahui di dalam Teorema di
bawah ini mempunyai relasi berbentuk:

Xowi= (%), (35.1)

Teorema 3.1 (Martelli, 1999)

Diberikan relasi (3.5.1) di mana fungsi f: I1® | kontinu pada interval
terbuka | dan x; titik tetap untuk f. Jika terdapat d > 0 sedemikian
sehingga f terdiferensial pada subinterval (xs—d , X + d) kecuali di
titik s dan untuk setiap x1 (Xs—d, X + d) berlaku 4 €x)¥< 1,
maka titik tetap X stabil.

Bukti :

Dimisalkan interval terbukaJ= (xs—d , X+ d) I 1. Ambil xo % X1

J. Karena f terdiferensial pada J maka juga terdiferensial pada
interval (Xo,X9) atau interval (Xs,X%o) sehingga menurut Teorema Nilai
Rata-Rata terdapat ¢ (Xs,Xo) dan berlaku

18



f(x0) - f(x9) =f &) (X0 —Xy),

jika kedua ruas dimutlakan maka
| f(x0) - f(xs) [= [T &C) [ | %0 —Xs |-

Karena ¥4 ¢c)¥x< 1, maka

[ f(%0) - (%) | < [ %0 —Xs |- (35.2)
Berdasarkan (3.5.1) dan (3.5.2) diperoleh

o =X =T (x0) = (%) [£ [Xo0—Xs|.
Dan secara umum untuk n 2 1 berlaku

Xtz = Xg| = | F (%) =T (%) | E X —X| £ Y1 = X[E...E [ Xs—Xo | E €

Asalkan untuk setiap e > O dipilihd £ e.
Menurut Definisi 2.5.5, terbukti bahwa titik tetap xs stabil.

Teorema 3.2 (Martelli, 1999)

Diberikan relasi (3.5.1) di manafungsi f: I® | kontinu pada interval
terbuka | dan xs titik tetap untuk f. jika terdapat d > O sedemikian
sehinggaf terdiferensial pada subinterval (xs—d ,x+d ) dengan f ¢
kontinu di xs dan ¥4 € x)¥< 1, makatitik tetap xs adalah sink.

Bukti :
Dimisalkan interval terbukaJ = (xs—d , xs+ d) I 1.
Karena ¥f € x)¥< 1, pilih bilangan kT (¥4 € x)%31) maka terdapat
r <d sedemikian sehingga

Y € X)VE k<1,
untuk setiap X1 (Xs—r, X+ 1)1 J.
Ambil titik Xo 1 X1 (X —1r, X +r) . Karena f terdiferensial pada J
maka juga terdiferensial juga pada (Xp,X) atau (X,Xp) Sehingga
menurut Teorema Nilai Rata-Rata terdapat ¢ T (X4X%) dan
berdasarkan (3.5.1) berlaku
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X - %= f(xg) - f(x) = &c) (X0 —Xy),
karena | f &c) | £ k maka berakibat
[ X1 - X £ K [Xo—Xq- (3.5.3)
Karenak < 1 maka ketaksamaan (3.5.3) menjadi
[X1-X| £ K [Xo—Xe| <. (3.5.4)

Dari ketaksamaan (3.5.4), menunjukkan bahwa x; T (Xs—r, Xs + ).
Dengan carayang sama untuk X1 (Xs—r, Xs+r) akan diperoleh
X1 (X%s—T, X + r) dan memenuhi ketaksamaan

Xz - Xs | £ K X1 — X £ k? [Xo — Xq.
Demikian seterusnya sampai langkah ke-n, maka akan diperoleh
o= Xs | £ K" [Xo—Xq| (3.5.5)

Karenabilangan k1 [0,1), maka untuk n® ¥ diperoleh |x, - X [® O.
Menurut Definisi 2.5.7 (i), terbukti bahwa titik tetap x, adalah sink.

Teorema 3.3 (Martelli, 1999)

Diberikan relasi (3.5.1) di manafungsi f: I® | kontinu pada interval
terbuka | dan X titik tetap untuk f. Jika terdapat d > O sedemikian
sehinggaf terdiferensial pada sub-interval (xs—d, Xs+ d ) dengan f ¢
kontinu di xs dan ¥4 & x5)¥2> 1 maka titik X; adalah sources.

Bukti:

Dimisalkan interval terbukaJ = (xs—d , X+ d) 1 |.

Karena ¥f € x)¥5>1, pilih bilangan k1 (1, | f &€ x) |) maka terdapat r
dengan 0 <r <d sedemikain sehingga ¥4 € x)%2% k untuk setiap
X1 [Xs=r X+r] 1 J

Ambil titik Xo T X1 [Xs—r, X+ r] . Karena f terdiferensial pada J
maka juga terdiferensial pada interval (xo,Xs) atau (X,Xo) sehingga

20



menurut Teorema Nilai Rata-Rata terdapat cl (X, X0) dan menurut
(3.5.1) berlaku

X1- X% = f(X) - f(X) =f&C) (X0 —Xo),
karena |f &c) | 3 k maka berakibat
[X1-X%]3 K [Xo—Xd- (3.5.6)
Karenak 3 1 maka ketaksamaan (3.5.6) menjadi
| X1 - %] 2 o —Xd- (35.7)

Dari ketaksamaan (3.5.7), menunjukkan bahwa x; 1 [Xs—r, Xs +r].
Dengan cara yang sama untuk x;I [xs — r, Xs + r] akan diperoleh x,
dan memenuhi ketaksamaan

X2 - Xs |3 Ko =X 3 k? [xo—Xq-
Demikian seterusnya untuk X, Xa, ...X; 1 [Xs—r, Xs + r] didapat

I - Xs |3 K %o — X4, (3.5.8)
untuk k> 1.
Dari ketaksamaan (3.5.8) tampak bahwa orbit berorientasi keluar dari
interval [xs—r, X+ r]. Dengan kata lain terdapat bilangan bulat
m?3 1 sedemikian sehingga

K- Xs |3 K™ [Xo—Xd > .
Menurut Definisi 2.5.7 (ii), terbukti bahwa titik tetap xs adalah
source.

Berdasarkan karakter fungsi-fungsi yang diuraikan dalam
Teorema 3.1, 3.2, dan 3.3 akan dipelgari perilaku orbit sistem
melalui analisa fungs yang demikian.

Jika diberikan sistem dinamik diskrit berdimensi-satu (2.5.2)
dengan fungsi pembangkit sistemnya addah f: R ® R yang
terdiferensial secara kontinu pada R, maka berlaku
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Xar1 = %o = f(X0) - f(Xa), (35.9)

karena f terdiferensial secara kontinu pada R, maka menurut

Teorema nilai ratarata ada c 1 (% , Xp1) Sedemikian sehingga
berlaku

f(%a) - f(Xo-1) = F €C) (X0 — Xoa), (3.5.10)

dari (3.5.9) dan (3.5.10) diperoleh

Xaw1 — Xn = F(%0) - f(Xn-0) =T &C) (%0 — X-0),

jikakedua sis dimutlakkan diperoleh
EXm1 — X & €1(X) - f(X1) & & €C) X, — X & (35.11)

Dari relasi (3.5.11) akan diperhatikan nilai-nilai untuk & €c)| <1
atau & c)| > 1 atau & §c )| = 1. berbaga nlai-nilai tersebut akan
memberikan informasi mengenai barisan <x,> yang memenuhi
(3.5.11).

Dengan demikian berdasarkan uraian di atas maka dapat
disusun suatu pernyataan dalam bentuk Teorema, sebagai berikut:

Teorema 3.4

Diberikan sistem dinamik diskrit x..; = f(X,) yang dibangkitkan oleh
fungsi f : R ® R yang terdeferensial secara kontinu pada R dan a
titik tetap untuk f.

(1) jika¥4 €a)¥< 1 maka barisan {x,} konvergen kea

(2) Jka¥4 ¢a)¥> 1 maka barisan {x,} divergen

(3) Jka¥4 €a)¥/= 1tidak ada kesimpulan

Bukti :

(). Diketahui ¥4 €a)%< 1 dan karena f terdiferensial secara kontinu
maka terdapat d >0 sehingga untuk setiap XI (a-d, atd) = I, ,
berlaku ¥4 €x)¥/< 1.
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Ambil xoT I, dengan %o ! a berakibat interval (xo, &) atau interval
(a, o) merupakan sub interval dalam |,

Karena f terdiferensal secara kontinu pada R maka juga f
terdiferensial secara kontinu pada sub interval (xo, @). Menurut
Teoremanilai rata-rata maka adac; 1 (X0, @) dan berlaku

f(xo) —f(a) =f € c1) (v —a),
akibatnya
Y —a V= Yof(xo) —f(a) Yo= Y4 & ) Y3/ — av=<Yxo— a¥< d.

Jadi x; T 1, berarti sdlang (x1, Xo) atau (X, X;) merupakan subsdlang
dari |,

Misalkan x, = f(x,) makaadac, T (x, Xo) | 1, sehingga

1/2(2 = Xll/z"_: 1/2f(X1) = f(Xo) Ve Y4 q C2) 1@2(1 b X01/2
<Vx — XVE Va4 — /YA — X/E 2d.

Jadi %I |, berarti selang (X, X1) atau (X;,%;) merupakan subinterval |,
Misalkan xs = f(x), maka ada cil (X2, i) | 1. sehingga

Xz — XY= ]/Zf(XQ) . f(Xl) Vo= Y4 q C2) V3/%o — XY=V — X\ VE 2d
Demikian seterusnya, akan didapat x, 1 |, berarti sdang (., X.1) atau

(X1, %) Merupakan subinterval dari 1, dan terdapat ¢, 1 (Xa, Xu.a)-
Sehingga secara umum didapat

Y1 — Xn V= Yol (%) — F(Xn1) Yo= Y4 € C) Y3/ — X0 1Y
<Yx, — XnaVE 2d.

Untuk setiap e> 0, pilih d < e/2 sehingga berlaku
Y1 — X V¥ €. (35.12)

Ketaksamaan (3.5.12) menunjukkan bahwa barisan <x,> merupakan
barisan Cauchy. Karena x,1 R untuk setiap n T N, maka barisan
<x»> konvergen. Dimisalkan x,® x , maka
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X = 1imy Xoeq = limy, f(Xn) = f(limy Xq) = f(X).
Jadi x = a (titik tetap), dengan demikian terbukti x, ® a.

(2) f terdiferensial secara kontinu pada R maka terdapat r > O
sedemikian sehingga f juga terdiferensial secara kontinu pada
(a-r, a+r) = |, Karena ¥4 €a)¥4> 1, dipilih bilangan k1 (1, ¥4 €8)')
makaterdapat €>0 (0<e < r) sedemikian sehinggay/4 ¢(xX)¥2 k,
untuk setiap x1 [a-e ,a+e ] =l Ia

Ambil xo T J, dengan X, * a, maka terbentuklah subinterval (xo,a)
atau (a, Xo)-

Karena f terdiferensial secara kontinu pada interval 1, , makaf juga
terdiferensial secara kontinu pada subinterval (a, X)) dan menurut
Teorema nilai rata-rata terdapat cl (a, %o) dan berlaku

fxo) =f(@) =f € c1) (- a).
Akibatnya

Y —aV=Y%if(x) — f(@) Yo=Y € c) Y3/ - a3 Ky - a%z
Ambil x; T J, dengan x; * a, maka terbentuklah interval (x;,a) atau
(a, x1). Karena f terdiferensial secara kontinu pada interval 1, maka f

juga terdiferensial secara kontinu pada subinterval (a, X;) dan
menurut teorema nilai rata-rata terdapat cl (a, xq) dan berlaku

fx) —f(@Q=f€c) (- a).
Akibatnya
Y, —aly= ]/Zf(Xl ) P f(a) Yo=VA q C2) 3/x, - av2
3 Kk, - a8 KV - avz

Katakanlah titik-titik X1, X, ..., X1 yang dapat diambil dalam interval
J,, maka berlaku ketidaksamaan

Yx —a s Ky - avs
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Karena k > 1, maka ¥ — a ¥ Ky, - a¥»yx, - a¥% Dengan kata
lain bahwa orientasi orbit akan keluar dari sdang J,, artinya terdapat
bilangan bulat n 3 1 sedemikian sehingga berlaku

Y, —ay® K'Y - alolxy - avs
Jka diambil ¥, - a¥= e maka

Ux,—ayB KV, - a¥o> e

Terbukti x, divergen.

(3) Karena ¥4 ¢a)¥= 1, dan f terdiferensial secara kontinu pada R
maka terdapat d >0 sehingga untuk setiap xI (a-d , a+d ) = I,
berlaku ¥f €x)¥= 1.

Untuk setiap nT N, ambil x,* al |,, makaterdapat ¢ T (%, @)
sehingga berlaku

Ya— AYE Ysf(Xn1) — F(8) Yo= V4 € C) Y31 — A | V1 — 2|,

Berakibat
Xn = Xn-1 @tau f(Xn.1) = f(Xn2) = X1 kontradiks dengan formula sistem.
Jadi orbit sistem tidak dapat disimpulkan.

Contoh

Diberikan sistem dinamik diskrit  x..1=f(Xx,) dengan fungsi
pembangkit f : R ® R yang didefinisikan sebagai f(x,p,q) = px + g
untuk setiap x I R dan p,q parameter.

Penyelesaian :

Karena f €x) = p maka f terdiferensial secara kontinu pada R.
Dengan menyelesaikan persamaan x = px + ( didapat titik tetap
x =24 untuk f. Untuk p=1, f tidak mempunyai titik tetap.
Pehatikan bahwa f ¢x) = p maka | '(;2) =|p].

Untuk f di atas maka sistem dapat dinyatakan sebagal

— — q q
Xy = PX, 0= P(X, +55) - 55
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Ambil x,T R, makadiperoleh orbit sistem sebagai berikut
X9 % = PG +55) - 51
X, = p(X +55) - 55 = PP (X% t50) - o+ oo

Secara umum orbit sistem berbentuk

= p"H(% + p- 1)' o (4.4
Jka |f G )‘ —|p| < 1 maka p™! konvergen ke O sehingga barisan
(4.4) konvergen ke titik tetap X = '— .
Jika ‘f (51 )| = p>1 maka pn+l divergen dan berakibat barisan
(4.4) divergen.
Jka |f = )‘ =|p| =1, maka barisan (4.4) tidak terdefinisi. Sehingga
perilaku orbit ., tidak dapat dis mpulkan.
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesmpulan

Dari hasil dan pembahasan maka pada penulisan skrips ini
dapat disimpulkan bahwa perilaku orbit sistem untuk sistem dinamik
diskrit berdimensi-satu dapat ditentukan melalui kriteria fungsi
pembangkit sistemnya. Untuk fungsi pembangkit sistem yang
terdiferensial secara kontinu pada R, maka perilaku orbit sistem
dapat ditentukan oleh nilai-nilai turunan pertama fungs di titik tetap
p sebagai berikut:

i. jikalf'(p)| <1 maka orbit sistem x, konvergen ke p
ii. jikalf'(p)| >1 maka orbit sistem x, divergen
iii. jika|f'(p)| =1 tidak ada kesimpulan.

4.2 Saran

Salah satu hal yang cukup penting untuk dikembangkan
sebagal lanjutan penulisan skrips ini adalah mempelajari nilai-nilai
turunan fungs pembangkit selain di titik tetap. Apakah dengan
demikian perilaku orbit sistem masih dapat ditentukan. Hal ini akan
sangat menarik untuk dipelajari lebih lanjut, karena tidak semua
fungsi mempunyai titik tetap.
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