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PELABELAN GRACEFUL HASIL PERGANDAAN DAN
GABUNGAN PERGANDAAN DARI GRAF K; DAN Py

ABSTRAK

Pelabelan graceful pada graf G=(V(G),E(G)) sederhana
adalah fungsi satu-satu (injektif) dari himpunan titik V(G) ke
himpunan bilangan bulat {0,1,2,3...,n}, dimana nadalah jumlah
garis pada graf G, sedemikian hingga garisnya mendapat |abel harga
mutlak dari selisih pelabelan kedua titik tersebut. Sebuah graf G
disebut graf graceful jika setiap titik dan garis pada graf G dapat
diberi label menurut aturan pelabelan graceful. Skripsi ini bertujuan
menyelidiki apakah hasil pergandaan dan gabungan pergandaan dari
Graf Lengkap (K,)dan Graf Lintasan (P,) merupakan pelabelan
graceful untuk semuan danr=1,2.

Graf hasil pergandaanK; x P,, K, x P dan graf hasil
gabungan pergandaan m(K, x P,) adalah graf graceful, karena graf-
graf tersebut dapat dilabeli menurut aturan pelabelan graceful,
sedangkan untuk graf-graf hasil gabungan pergandaan m(K,; x P, )
bukan termasuk graf graceful.

KataKunci: pelabelan graceful, graf graceful, Graf Lengkap, Graf
Lintasan, dan Graf Ladder.
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GRACEFUL LABELING CROSS PRODUCT AND UNION
CROSS PRODUCT OF GRAPH K; AND P,

ABSTRACT

A graceful labeling of a simple graph G=(V(G),E(G)) is an
injection function from the vertices of G to the set {0,1,2,3,...,n},
where N is the number of edges of G, such that the label
|f (x)— f (y)| for each edge xy is distinct. A graph G is a graceful
graph if each vertex and edge graph of G can be labeled acoording to
graceful labeling. This final project investigates the way of giving of
cross product label and union from complete graph (K,) and path
graph (P,) as according to label of graceful for all n and for r=1,2.

GraphsK, x P,, K, x P,andm(K, x P,) are graceful graph,
because these graphs can be labeled according to graceful labeling,
while graph m(K; x P,) non- graceful graph.

Key words: graceful labeling, graceful graph, compl ete graph, path
graph, and ladder graph.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang
penting dan banyak manfaatnya untuk memecahkan permasalahan
dalam kehidupan sehari-hari. Belakangan ini teori graf semakin
banyak dikembangkan oleh para ahli matematika dan dipelgari oleh
ahli di bidang lain seperti: Ekonomi, Sosial, Fisika, Biologi, Kimia,
Teknik dan Komputer. Dengan menggunakan rumusan atau model
dari teori graf yang tepat, suatu permasalahan dapat dilihat dan
diamati lebih jelas sehingga memudahkan kita untuk
menganalisanya, salah satunya adalah jaringan interkoneksi.

Pelabelan graf dalam teori graf adalah pemberian nilai pada
titik, garis, atau titik dan garis. Pelabelan graf sudah banyak dikaji
mulai tahun 60-an. Seperti valuasi-f3 yang diperkenalkan oleh Rosa
padatahun 1967.

Misa G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan
garis E(G). Pdabelan graceful pada graf G merupakan pemberian
nilai pada titik-titiknya dengan bilangan bulat  positif
{0,1,2,3,...,|E(G)|}sedemikian hingga garisnya mendapat |abel
harga mutlak dari selisih pelabelan kedua titik yang incident pada
garis tersebut. Sebuah graf G disebut graf graceful jika setiap titik

dan garis pada graf G dapat diberi label menurut aturan pelabelan
graceful. Dalam hal ini, beberapa pelabelan graceful untuk kelas-

kelas graf tertentu telah ditunjukkan seperti pada Graf Lintasan (P,)
, Graf Pohon (T,) dengan n <16, Graf Sikel (C,) dengan n=0
(mod 4) atau n =3 (mod 4), Graf Tangga (L,,), dan Graf Lengkap

(K,) denganr <2. Sedangkan untuk graf hasil ganda dan
gabungan dari graf-graf yang termasuk graceful belum diketahui.
Oleh karena itu penulis ingin mengkaji graf-graf yang termasuk
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dalam graf graceful dan memberi label sesuai dengan pelabelan
graceful pada graf hasil pergandaan dan hasil gabungan pergandaan
pada Graf K, danP, untuk semuandanr = 1,2.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, dapat disusun rumusan masaah

sebagai berikut:
1. Apekah graf hasl pergandaan dari K, dan P, adalah graf

graceful ?
2. Apakah graf hasil gabungan pergandaan dari K: dan P,
adalah graf graceful?

1.3. Tujuan
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah
1. Menyelidiki apakah hasil pergandaan dari K, dan P,
merupakan graf graceful
2. Menyelidiki apakah hasil gabungan pergandaan dari K, dan
P,, merupakan graf graceful

1.4. Batasan M asalah

Adapun batasan masalah dalam penulisan skripsi ini adalah graf
yang akan dikaji adalah graf berhingga, tidak berarah, Graf Lengkap
(K,)untuk r =12 dan Graf Lintasan (P,)dengan n titik untuk
semuan.

1.5. Manfaat

Manfaat dari pelabelan graceful adalah mengetahui cara
pemberian label hasil pergandaan dua graf dengan metode pelabelan
graceful

15



BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf (Graph)
Definisi :

Graf G terdiri dari himpunan tidak kosong dari elemen-
elemen yang disebut titik (vertex) dan himpunan dari elemen-elemen
yang disebut garis (edge). Graf G adalah pasangan himpunan
(V(G),E(G)) yang dinotasikan dalam bentuk G = {V(G), E(G)}
dengan V(G)adalah himpunan titik yang tidak kosong yang
jumlahnya berhingga, dan E(G) adalah himpunan garis yang dapat
merupakan himpunan kosong (Chartrand dan Oellermann, 1996).

Contoh 2.1:
4 Va € Vs
e e
Vo € V3
Gambar 2.1
Graf dengan 5 titik dan4 sisi
Definisi 2.1.2

Garis ganda (multi edge) adalah dua garis atau lebih yang
menghubungkan pasangan titik yang sama (Marsudi, 2006).

Definis 2.1.3
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Loop adalah suatu garis yang menghubungkan suatu titik
dengan dirinya sendiri (Marsudi, 2006).
Definis 2.1.4

Graf Sederhana (smple graf) adalah suatu graf yang tidak
memiliki loop dan garis ganda (Johnsonbaugh, 1984).

Contoh 2.2:

Gambar 2.2 Graf Sederhana

Definisi 2.1.5

Graf Ganda (multi graf) adalah graf yang memiliki suatu
garis ganda yang menghubungkan dua titik yang sama
(Johnsonbaugh, 1984).

Contoh 2.3;

Gambar 2.3 Graf Ganda
2.2 lstilah-istilah Pada Gr af
Definisi 2.2.1

Jikae = uv adalah garisdari graf G, maka dikatakan bahwa
u dan v adalah berelas (adjacent) di G, dan garis e tersebut di

17



katakan terhubung (incident) dengan u dan dengan v (Lipschutz dan
Lipson, 2000).

Contoh 2.4;

€

\' w

Gambar 2.4
u adjacent dengan v, dan uincident dengan e;

Definis 2.2.2

Dergjat (degree) sebuah titik v pada sebuah graf G adalah
jumlah garis yang incident dengan v, dengan kata lain jumlah garis
yang memuat v sebagai titik ujung, yang dinotasikan dengan deg(v)
(Lipschutz dan Lipson, 2000).

Contoh 2.5:

Vi Va

Gambar 2.5 Graf dengan deg (v1) = 3, deg (vs) = 2.

Definisi 2.2.3
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Dergat total graf G adalah jumlah dergjat semua titik dalam
graf G.

Teorema 2.1

Derajat total suatu graf selalu genap (Siang, 2002)
Bukti :

Misalkan G adalah suatu graf. Jika E(G) = 0 maka dergjat total = 0,
sehingga teorema terbukti. Sedangkan untuk G mempunya n buah
titik vy, V,,...,v, (n>0) dank buah garisey, e,,...,6 (k>0).

Ambil sembarang garis e. Misakan garis @ menghubungkan v
dengan v;. Maka e memberikan kontribus masing-masing 1 ke
penghitungan dergjat v; dan v, (hal ini juga benar jika v; = v, karena
dergat suatu loop dihitung dua kali), sehingga e memberi kontribusi
2 ke penghitungan dergjat total. Karena g dipilih sembarang, berarti
semua garis dalam G memberi kontribus 2 dalam penghitungan
dergat total. Dengan kata lain, dergjat total G = dua kali jumlah
garis dalam G. Karena jumlah garis dalam G merupakan bilangan
bulat, berarti dergjat total G merupakan bilangan genap.

Definis 2.2.4

Misalkan G adalah suatu graf. Misalkan pula u dan v adalah
dua titik dalam G. Suatu walk dari u dan v adalah barisan titik-titik
yang adjacent dan garis secara berselang-seling, diawali dari titik u
dan diakhiri padatitik v (Siang, 2002).

Walk dengan panjang n dari u ke v dituliskan sebagai berikut : u e
U;& U,...U,; € U, dengan u,= U ; U,= Vv ; Uy dan u adalah titik-
titik ujung garis e
Definis 2.2.5

Path dengan panjang n dari v ke w adalah walk dari v ke w

yang semua garisnya berbeda. Path dari v ke w dituliskan sebagai v
= Ve Vi & Vy.. V1 6,V, = W (Siang, 2002).
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Contoh 2.6:

Gambar 2.6

a (V11 el1 VZ! e21 V31 e3! V4l e41 V2! ell V11e61 V6) Walkdan Vl ke V6'
b. (V2, &, Va, €V, 65, \6 ) path dan (vy, €1, Va, €2, V3, Ve, V1) bukan
path dan bukan walk

2.3 Jenisjenis Graf
Berikut ini akan dijelaskan beberapajenis graf yaitu:
231 Graf Terhubung (Connected Graph)
Sebuah graf G adalah terhubung jika setiagp pasang dari titik
di G adalah terhubung oleh suatu path. Jika sepasang titik tersebut

tidak terhubung oleh path manapun maka graf tersebut disebut tidak
terhubung (disconnected) (Dierker dan Voxman, 1986).

Contoh 2.7:
Vi Vi \
@
V: A\ V3 Vg
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(@ (b)
Gambar 2.7
Gambar 2.7 (a) Terhubung karena terdapat sebuah path antara
sembarang dua titik
Gambar 2.7 (b) Tidak terhubung karena tidak terdapat satu path
pun dari vs ke sembarang titik yang lain pada graf.
Graf Lengkap

Suatu graf G disebut lengkap jika graf tersebut adalah Graf
Sederhana dan tiap-tiap dua titiknya mempunyai garis yang
menghubungkan dua titik tersebut, graf lengkap dengan r titik
dinotasikan dengan K, (Lipschutz dan Schiller, 1995).

Contoh 2.8;

VY B

Gambar 2.8
Gambar 2.8 (a) merupakan Graf Lengkap (K,)
Gambar 2.8 (b) dan (c) bukan merupakan Graf Lengkap

2.3.2 Graf Lintasan

Graf Lintasan adalah graf yang terdiri dari satu lintasan. Graf
Lintasan yang terdiri dari ntitik dinotasikan dengan P,.

Contoh 2.9:

N e

Gambar 2.9 Graf Lintasan Pzdan P4
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2.3.3 Graf Teratur

Suatu graf G adalah Graf Teratur dergjat r (r-reguler), jika
setiap titik dari G mempunyai dergjat r. Graf Teratur dengan r titik
dinotasikan dengan R (Chartrand dan Oellermann, 1996).

Contoh 2.10:

@.R, (b).R,

Gambar 2.10 Graf Reguler

235 Graf Bipartisi dan Bipartisi Lengkap

Sebuah graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titiknya V
dapat dipartis ke dalam dua himpunan bagian saling asing M dan N,
sedemikian sehingga setiap garis dari G menghubungkan sebuah titik
dari M ke sebuah titik dari N. Sementara itu graf bipartis lengkap
adalah setiap titik dari M dihubungkan ke setigp titik dari N dan

dinyatakan dengan K33.Dimana m adalah jumlah titik di M dan n

adalah jumlah titik di N, dan untuk standarisasi diasumsikan M<nN
(Lipschutz dan Lipson, 2000).

Contoh 2.11:
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@ (b)
Gambar 2.11

(2) Graf Bipartisi dan (b) Bipartisi Lengkap(K., )

24 Operas Pada Graf
24.1 Gabungan Graf
Definig :

Gabungan dari dua graf sederhana G, = (V4, E;) dan G, = (V,,
E2) dinotasikan G=G UG, adaah graf dengan
V =V, UV, danE = E, U E, (Rosen, 2005).

Contoh 2.12:

Gl G2 G1 UGZ
Gambar 2.12 Graf yang memuat G, UG,

24.2 Hasl Ganda Dua Graf

Misa Gi=(Vi, E1) dan G,=(V,, E;) adalah graf terhubung
dengan V, NV, =¢ untuk setiap hasil kali G, dan G,, G=G xG,
=(V, E) adalah graf dengan V =V, xV, dan duatitik (u1, w), (v1, %)
eV =V, xV, adjacent jika ( ui=v1 dan u; adjacent v») atau ( =\>
dan u; adjacent v1 ) (Marsudi, 2006).
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Contoh 2.13:

Uy Uy (uz, W) (ug, v2) (u1, wp)
®
—>
@
Vi Vo (Vy, Up) (V1 Vo) (V1, W)
G G, Gl X G2

Gambar 2.13 Graf yang memuat G, xG,

24.3 Join

G =M, E) dan G, =(V,,E,) dengan V; "V, = ¢ join
dari Gidan G2 G=G, +G, addah graf G, UG, dan semua garis
yang menghubungkan titik-titik di v; dan v, (Marsudi, 2006).

Contoh 2.14:
Uz Uo Uy V7]
W, W,
Vl V2 Vl V2
G, G, G=G +G,

Gambar 2.14 Graf yang memuat G, + G,

244 Komposis
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G =ME) dan G,=(V,,E,) dengan VNV, =¢
komposisi dari G, danG, . G =G, [GZ] =(V, E) adalah graf dengan
V =V, xV, dan dua titik (U, U,),(V,,V,) €V =V, xV, adjacent
jika (u; adjacent vi) atau (u;=Vv1 dan u, adjacent ) (Marsudi, 2006).

Contoh 2. 15
(Ug, W) Uy, V)  (ug, Wy)

V2 %
Gl GZ (Vl Uz) (\Z8 WZ)

G/[G,]

Gambar 2.15 Graf Komposisi

Jika graf G, dan G,adalah (p,,q;)dan (p,,q,) berturut-turut, maka
untuk tiap operasi diatas jumlah dari titik dan garis pada graf hasil
operasi tersebut dapat dihitung, yang ditunjukan padaTabel 2.1

Tabel 2.1 Operasi Biner Pada Graf

Operasi Jumlah Titik Jumlah Garis
Gabungan (G, UG, P, + R, g +0,

)

Join (G, +G,) Ui 9+ + PP,
Hasil Kai (G, xG, P, X P, Pid: + PG,
)

Komposis P, X P, p,q, + pzqu

(Harary, 1994)

245 Graf Tangga (Ladder)
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Graf tangga (ladder) adalah graf yang dibangun dari hasil
kali ganda Graf LintasanP,dan P,, vyaitu P,xP,. Untuk

pembahasan selanjutnya Graf Tangga P, x P,akan dinotasikan
dengan L.

Contoh 2.16:

u, A v, X
e—0O
b P
P, P

4

(ug, o) Ug, v2) (Uz, we) U, X2)

(V1, o) (v1, v2) (v, wo) (v, X2)
RxP,
Gambar 2.16 Graf Tangga L,

2.5 Fungs

Fungsi dari himpunan A ke himpunan T adalah suatu
hubungan atau relas yang memasangkan setiap anggota A dengan
satu buah anggota T. Himpunan A disebut domain dan himpunan T
disebut kodomain. Fungsi biasanya ditulis dalam bentuk

f =A—>T, atau A—>T (Durbin, 1992).

Contoh 2.17:

[FEHE



(@ (b)

Gambar 2.17
(8 Fungss A—"—T dan (b) bukan fungsi

251 Fungsi Injektif
Definis :
Suatu fungsi f:A— T ataufungsi f : A— T disebut injektif

jika semua unsur-unsurnya berbeda, maka bayangan dari fungsi f
tersebut berbeda. Dengan kata lain suatu fungsi f adalahinjektif jika

X =% = f(x)=f(x) X, eA
ataufungsi f : A— T injektif jika
fO)=T)=x=%  XxxecA
(Whitelaw, 1995)

Contoh 2.18:
A T
1 5
2 c
3 [ » D
4 E

Gambar 2.18 Fungsi Injektif

2.6 Pedabelan Pada Graf (Graph Labeing)

Graf Berbobot (weighted graph) adalah graf yang mempunyai
nilai atau bobot pada setiap garisnya. Dan bobot dalam graf
dinotasikan dengan W(e) (Fletcher, et all 1991).

Contoh 2.18:
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2 2 4 9 1
u, Uy, 8 Us Us

1 3 7 6
uz 5 Ug

Gambar 2.19 Graf Berbobot
Ada beberapa jenis pelabelan pada graf, yang secara umum
dikelompokan sebagai berikut:

2.6.1 Pelabelan Titik (Verteks Labeling)

Pelabelan titik dari graf G adalah suatu fungsi V(G) > W
dimana Wadalah himpunan label untuk titik-titik (Munro, 1992).

Contoh 2.20:
1 2 3
e L ®
Gambar 2.20 Pelabelan Titik

2.6.2 Pelabelan Garis (Edge Labeling)

Pelabelan garis dari graf G adalah fungs E(G) ->W
dimana W adalah himpunan label untuk garis-garisnya, pada
umumnya angka-angka tersebut mewakili suatu jarak atau arus
(Munro, 1992).

Contoh 2.21:
Vi 25 V2 12 V3
o @
20
Va
Gambar 2.21 Pelabelan Garis

2.7 Pelabelan Graceful (graceful labeling)
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Misal G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan
garis E(G).
Pelabelan Graceful A adalah fungsi satu-satu
A:V(G) - {012,3..., |E(G) |}sedemikian hingga

A(e) =A(uv) = |l(u) —l(v)| berbeda semuasetiap u, ve V (G) .

Sebuah graf G disebut graf graceful jika setiap titik dan garisdi graf
G dapat diberi label menurut aturan pelabelan graceful .
Menurut Golomb (dalam Redl, T.A., 2003), Graf Lengkap

(K,) adalah graceful untuk r <4 seperti yang diberikan pada
Gambar 2.22 :

0 0 0 6 6
1 1‘ 2 3I 4 3 1
Gambar 2.22

Pelabelan graceful pada Graf Kz, Kz dan K,

Sedangkan untuk Graf Lengkap (K,) dengan r > 5 tidak graceful,
seperti yang ditunjukkan pada Teorema 2.2:

Teorema 2.2:

Graf Lengkap (K, ) adalah tidak graceful untuk r > 5.

Bukti :

Misal Graf Lengkap (K,)mempunyai r titik dan q garis.
Titik-titik dari Graf K, diberi label {0, 1, 2, 3,..., ¢}. Label 0 dan q
dibutuhkan untuk memberi label titik-titiknya sehingga didapat garis
yang berlabel g. Sekarang didapat titik yang berlabel 0 dan q.
Selanjutnya dibutuhkan garis yang berlabel g -1. Untuk itu satu titik

29



dari Graf K, harus diberi label 1 atau g-1, misa pilih 1 untuk
melabeli titik tersebut, sehingga diperoleh garis-garis yang mendapat
label g, o-1 dan 1 dan titik-titik yang terlabeli adalah O, 1 dan g.
Untuk mendapatkan garis yang terlabeli g-2, harus mempunyai titik-
titik yang terlabeli 0, g-2 atau 1, g-1 atau 2, g. Misal dipilih nilai g-1
atau 2 maka akan ada dua garis yang mendapat label sama, sehingga
diperoleh nilai g-2 dan diperoleh garis-garis yang mendapat label q,
g-1, 02, g-3, 2 dan 1, dan titik-titik yang terlabeli adalah O, 1, g-2
dan g Untuk mendapatkan garis yang terlabeli g-4 maka harus
mempunyai titik-titik dengan label 0, ¢4 atau 2, ¢-2 atau 3, g-1 atau
4, g. Setiap dipilih pasangan label titik ini, didapat minimal dua garis
dengan label sama. Sehingga Graf K, dengan r = 5tidak graceful.

Hal ini membuktikan bahwa Graf K, dengan r > 5 tidak graceful,
sebab dengan bertambahnya satu titik maka akan ada penambahan
beberapa garis dengan label yang sama.

Sebagai Contoh, Gambar 223 menunjukkan Graf K, yang tidak
bisa diberi label menurut aturan pelabelan graceful karena ada
beberapa garis yang mendapat label sama, yaitu tiga garis mendapat
label 1, dua garis mendapat label 2, dua garis mendapat 1abel 3 dan
dua garis mendapat |abel 4.

Gambar 2.23 Graf K5 yang tidak bisa dilabeli
menurut aturan pelabelan graceful

Menurut Rosa (dim Redl, T.A., 2003) ada tiga hal yang
menyebabkan sebuah graf G tidak bisa dilabeli menurut aturan
pel abelan graceful, yaitu:

1. Gmempunyai banyak titik dan tidak cukup garis
30



Contoh 2.24:

® L L)
G UG,
Gambar 2.24 Gabungan dari Graf Psmempunyai banyak titik
dan tidak cukup garis
2. G mempunyai terlalu banyak garis. Artinya apabila graf terlalu
banyak garis dan kurang titik maka apabila dilabeli menurut
aturan pelabelan graceful, terdapat beberapa garis yang
mempunyai label yang sama. Contoh pada Graf Ks Gambar 2.23

3. Gmempunyai keseimbangan yang salah
Pelabelan graceful harus mempunyai keseimbangan yang sama,
pelabelan seimbang adalah jika terdapat titik uv adjacent maka
berlaku:

f(u) < c< f(v)atau f(v)< c< f(u)

Contoh 2.25
0
2./‘ Xé
4

4 3 1
Gambar 2.25 Graf Sikel Cs mempunyai keseimbangan yang salah

Karena pada Gambar 2.25 terdapat 0< 2< 2, tidak memenuhi
f(u)<c< f(v) maka Gambar 2.25 mempunya keseimbangan
yang salah.
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BAB I11
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1 Pelabelan Graceful pada Graf K, x P,

Graf hasil pergandaan K, x P, mempunyai n titik , yang berupa
Graf Lintasan (P,). Himpunan titik dari Graf K, x P, adalah :
V(K,xP)={v} dimana v, adalah titik ke untuk i=1,2,3,...,n.
Himpunan garis dari Graf K, x P addlah E(K,xP)={e} dengan
€ = V[V, untuki=1,2,3,...,n-1.

Gambar 3.1 menunjukan penotasian titik dan garis dari graf hasil
pergandaan K; x P, .

Uz W1 W2 W3 ee Wp
e [ e e °
K, ﬂ R
Vi V2 V3 S A XS
e e e °®
e [ cee €ny
K, xP,

Gambar 3.1 Penotasian graf hasil pergandaan K, x B,

Proposisi 3.1
Graf hasil pergandaan K, xP, adalah graf graceful
untuk setiap n.
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Bukti:

Pelabelan diberikan dengan Pelabelan Cara 1 dan Cara 2

berikut ini:

Pelabelan Cara 1: Beri label (V) untuk titik-titik dari Graf
K, x P, dengan

untuk i :1,3,5,...,2( 2] -1

untuk i = 2,4,6,...,2[”J
2

Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 1 memenuhi fungsi satu-
satu (injektif). Suatu fungsi disebut injektif bila memenuhi

AV) =A(v))= Vi =V,

v,V €V(G)

Ambil sebarang Vv ,v; € V (K, x P )dengan A(v;) = A(V;)

Akan dibuktikan bahwa Vv, = v;.

I 2
)'(Vi)= 2 i o
|_
o-9-(57)
dan
i-1
=y S
_n_|d==
(n-1) ( > J
1) Untuki, j ganjil

untuk | =L3,5,---B} -1

untuk i =2,4,6,--- Z[%J

untuk | :L35,---,( -1

N | D
JE—

untuk j =2,4,6,---,

—N
NS
| I
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Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 1 memenuhi fungsi satu-
satu.

Setelah pelabelan titik-titiknya diperol eh, selanjutnya pelabelan garis
- garisnya 2 (e) untuk setiap e E(K, x P,) diberikan sebagai berikut:

Ae)=2A(vv, , )=n-i untuk i =1,23,...,n-1

Bukti:
/’{’(el) = i(Vivi+1) 3 M‘(Vh-l) _A‘(Vl)‘

A
(5

=|(n-1)- (@ -)|

=h—i|=n-i

Ambil sebarang i,j dengan (&) #4(€))
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Akan ditunjukan ' * -
Me)=A(e) &n-izn—]
& -]
&S i#]
Sehingga terbukti bahwa pelabelan setiap garisnya berbeda.
Pelabelan Cara 2 : Titiknyadiberi label A(V;) dengan:

: 1-i . n
(i-93 +(2) untuk i :13,5,...,2{2W -1

[(n—i)+(i2] untuk i :2,4,6,...,2BJ

Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 2 memenuhi fungsi satu-
satu (injektif). Suatu fungsi disebut injektif bila memenuhi
AW =A(V)= V=V, YV, eV(G)

Ambil sebarang V;,v; € V (K, x P )dengan A(v;) = A(V,)
Akan dibuktikan bahwa v; = v;..

() =

(i —1)+(1;) untuk i =135,..., B—‘—l
/I(Vi): :
(n—i)+ ('j untuk i = 2,4,6,...,2H
2 2
dan
((j—])+(1_2jj untuk j=13,5,...,2’r;1‘—1
/I(Vj)= .
(n— j)+[éj untuk =2,4,6,...,2BJ
1) Untuki, j ganjil
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(%)= 2lv,) < 1)+(12} (;—1){71)

N T
= i+—=j+—
2 2
2i +1-i _ 2j+1—j
2 2
" 1]
2 2
= i=j
= v =V,

2) Untuki, j genap

2
| (‘J ' ("J
= =i+l ===]+| =
2 2
=2+ =2j+]
Py =
2 2
o —i==]
= | =]
=

Vi =V,

Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 2 memenuhi fungs satu-

satu.

Pelabelan garisnya diberi label A(e) berbeda semua untuk setiap

ee E(K, x P,) menurut aturan sebagai berikut:
ME) =AWV, ) =n-i untuk i =1,2,3,...,n—
Bukti :
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@)= A Vi) =RV, =AW

. i+1) . 1-i
=)+ 2095

=\n—i—l+]J
=n-i|=n-i

Ambil sebarang i j dengan 4(8) #A(€)

Akan ditunjukan ' # -
Mg) = Ae) <n-i#n—j
S —izE—j
&
Sehingga terbukti bahwa pel abelan setiap garisnya berbeda.
Karena dari Pelabelan Cara 1 dan Cara 2 diperoleh bahwa

pelabelan titik-titiknya memenuhi fungsi satu-satu dan pelabelan
garis — garisnya berbeda semua untuk setiap e< E(K, xP,) maka

pelabelan A diatas adalah pelabelan graceful .

Contoh 3.3:
Labeli
a. Graf K,xP,
b. Graf K, xP,
menurut pelabelan graceful !
Jawab:
a Graf K,xP,
V2
Uy Uy, Up) (Up, V) (Ug, W)
[ ) |::> Vl. 92 "/3
p W2
K1 Ps K, xP,

Gambar 3.2 Graf K, x P,
Maka cara melabelinya adalah:
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\" 13
v2_(3—1)—[22j:2
3-1
-
0 2 1
e ® )
2 1

Gambar 3.3 Pelabelan graceful pada Graf K; x P
Pelabelan Cara 1

b. Graf K, xR,

Uy u, v, W, X5

|

(ualJz) (ul..Vz) (ul,.Wz) (UlnéZ) (ug, ‘2)

A v, A Vy Vs

Gambar 3.4 Graf K, X P

Maka cara mel abelinya adal ah:
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A
vi=(1-1) +(2) =0

2
V,=(5-2)+ 2j:3+1:4

0 4 1 3 2
e o @ o—©0
4 3 2 1
Gambar 3.5 Pelabelan graceful pada Graf K x Ps
pelabelan Cara 2

3.2 Pelabelan Graceful pada Graf K, x P,

Craf hasil ganda K, x P, =P, xP, yang merupakan Graf
Tangga. Graf Tangga (L,) adalah graf hasil pergandaan P, x P, .
Misal Graf Tangga (L,,) mempunyai himpunan titik

V(L) = {Vl,vz,...,vn,v'l, V'2,...,V'n}dan himpunan garis
E(L,) = {el,eg,...,qqfl,e'l, €,,...€ ,,€1, e*z,...,e*n} dengan
SiSi € = V\Vi,; untuki =1, 2, 3,..., n-1,
SS€,=V Vi, untuki=1,2,3,..., n-1 dan
S|S|e*. ViV untuki=1,2,3,...,n

Sebagai ilustrasi penotasian titik dan garis dari Graf Tangga (L),
dapat dilihat pada Gambar 3.6
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X2 Xn

AR LN
Uz uz '/\‘/‘
K 2 X1 X3
ﬁ Pn

Vi € Vo € ¢ e(n-l) Vi

V' €, V', €, cee €y Vi,
K, xP,
Gambar 3.6 Penotasian Graf Tangga (L,,)

Proposisi 3.2
Graf Tangga (L, )adalah graf graceful untuk setiap n.

Bukti :
Diberikan oleh pelabelan Cara 1 dan Cara 2 berikut ini.

Pelabelan Cara 1 : Beri label A(V;)untuk titik-titik dari Graf L,
dengan :
|-

|

i—1 untuk i =135,...,2

NS

Av) =
-2 untuk i = 2,4,6,...,2[

NS

dan
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-2 untuk i=],3,5,...,2P—l—],

2
j’(\/i )= n
i—1 untuk i= 2,4,6,...,2[2J,

Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 1 Proposis 3.2 memenuhi
fungs satu-satu (injektif). Suatu fungs disebut injektif bila
memenuhi
V) =A(v)) =V =V, v,V eV(G)
Ambil sebarang v, ,v; € V(K x P )dengan A(v,) = A(V,)
Akan dibuktikan bahwa v; = v; .
1) Untuki,j ganjil
AVv)=Av;) ei-1=j-1
=8/ N,
S V=V,

dan
AV ) =AV';) & 3n-2i =3n-2]
& -2 =-2]
< =1
= Vv =V,

2) Untuki,j genap

A(v) = Av;) < 3n-2 =3n-2]

& —dA=-2j
o i =]
S V. =V,

dan

41



AV )=AV ) ei-1=j-1
S =
< Vi=V

Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 1 memenuhi fungsi satu-
satu.

Dari pelabelan titik-titiknya akan diperoleh pelabelan garis-garisnya
A(e) untuk setiap ee E(K,xP) sebagai berikut:
An-i)-1  untuk i=1,3,5,...,2BJ—1,
() =A(Vvi,) = n
t3(n—|) untuk i = 2,4,6,...,2’72—‘,

Bukti: untuk i ganjil
&) = AVY,.1) =R V.0) = A(v)|
=Bn-2(+1) - (-1
=33n-3i -1
=B(n-i)-1=3(n-i)-1
Ambil sebarang i,j dengan A(§) #4(€)
Akan ditunjukan | # 1 -
A(€)=A(g) < 3(n-i)-1£3n-j)-1
o 3(n-i)=3(n- j)
& (n-i)=(n-j)
= —i#—]
= N
Untuk i genap :
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M8) =2 (V1) = [AVi,0) =2 (V)
=Bn—2i — ((i +1)- )|
= [3n-3i|
—[3(n—i)|=3(n-i)

Ambil sebarang i j dengan 4(€) #4(&)

Akan ditunjukan | # J -

r(e)=A(e) < 3(n-i)=3(n-j)
< (n=i)#(n—j)

897 . NI

= i # ]

An-i) untuk | 21’3’5""’ZEJ_L

A(€7) = AV Vi) =

Bukti: untuk i ganjil:
A(€) =4V V) = M(V'i ) — AV, )'

=|((i +) -~ (3n-2i)|

=[3 - 3n|

=[a(i - )|

=F-3(n—i)|=3(n-i)
Ambil sebarang ij dengan #(€1)#4(€;)

Akan ditunjukan | # 1 -

3n-i)-1 untuk i = 2462[2—‘
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A€;) #A(€;) & 3n=i) =3n-|)
< (n=i)=(n=j)
S —1#—]
= I # j

untuk i genap:

AE}) = AV V) = AV ) AV
=|(i-1) - (3n—2(i +1))|
=|-3n+3i +1
:|3(i —n)+1|
= |- @n-i)-n[=3n-i)-1

Ambil sebarang i j dengan A(€1)#A(E;)

Akan ditunjukan | #

Me)) = Ae]) e 3n-i)-1#3n-j) -1
< 3In-i)=3(n-j)

< (h-i)#({-}j)
< —i#—=j
= i # ]
dan
AMe*) =Avv,)=3n-i)+1 untuk i =1,2,3,...,n-1
Bukti:



A*) =A(vV') =A%) = A(V,)|
=|(i —12)— (3n-2i)|
=|-3n+3i-1
=3 —n)-1
= B(n-i)+1)|=3(n-i) +1
Ambil sebarang ij dengan A(€%) #A(€*))
Akan ditunjukan ' # 1 ;
A(e*)=A(e*) & 3(n-i)+1=3(n-j)+1
< 3(n=i)#3(n- j)
< (n=i)=(n—j)

= —1#—]
o I # ]
Pelabelan Cara 2: Beri label A(V) untuk titik-titik dari graf L
dengan :
% i=135,., ZBW—L
A(v)= .
@G-)-~ = 2,4,6,...,2[%
2 2
dan
2 —(%) i=135,... 2[%}1,
AV,) =

45



Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 2 Proposis 3.2 memenuhi
fungs satu-satu (injektif). Suatu fungs disebut injektif bila
memenunhi

AV) =A(v)) =V =V, v,V eV(G)

Ambil sebarang v, ,v; € V(K, x P )dengan A(v,) = A(V,)
Akan dibuktikan bahwa v; = v;..
1) Untuk i,j ganjil

dan

M) =) e ===
o i-1=j-1
& i =]

&V =V,

AV =A(V,) & 2n—(i%lj: 2n—(j—f—1j

2
(i+lj (j+1j
P a —
2 2
o I+1=j+1
o i =
& V, =V,

! J

2) Untuki,j genap
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A ol _@nop_d
A(v)=Av,) < (3n-1 - (3n-1) 3

dan _ _
Y _ LIS J
/l(vi)_/l(vj)@(n 1)+2_(n 1)+2

L]
f—t — ==
2 2
S =]
= V|:V

Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 2 memenuhi fungsi satu-
satu.

Setelah pelabelan titik-titiknya diperoleh maka garis-garisnyaa diberi
label 1 (e) untuk setiap e< E(Ln) menurut aturan sebagai berikut:

A€)=A(vVv,,)=3n-1-1 untuki=1,23,...,n-1,
Bukti:
A(8) = AVV,0) = (v ()|

o 32
=Bn-1-i|

=3n-1-i
Ambil sebarang i,j dengan 4(8) #4()

Akan ditunjukan ' % -
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A(€)#A(e) < 3n-1-i#3n-1- ]

= —i#—]j
= I # ]
A€)=AV,V,,)=n-1 untuki=1,23,...,n1,

Bukti:
Me;) =A(V V) = M (Vi) =AMV )‘

i+1 i+1
= ‘(n -1 +[7j—2n+(7)~

=i —n|
=|-(n-i)=(n-i)
Ambil sebarang i,j dengan #(€) #4(€))
Akan ditunjukan ' * -
(€)= A(€,) < (n-1)=(n-))

— HERTd |
= I # ]
dan
Ale*)=A(vVv,)=2n-1 untuki=1,23,...,n.

Ae*)= 2V,) = AV, ) - A

=[2n—i
=2n—Ii
Ambil sebarang i j dengan 4(€%) #A(€¥))
Akan ditunjukan ' # -
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AMe*)=A(e*) e 2n—i#2n-i
& —iE—]
& I # ]
Karena dari Pelabelan Cara 1 dan Cara 2 diperoleh bahwa
pelabelan titik-titiknya memenuhi fungsi satu-satu dan pelabelan

garis-garisnya berbeda semua untuk setiap ecE(L,)) maka pelabelan
A diatas adalah pelabelan graceful .

Contoh 3.4
Graf K, x P, menggunakan Pelabelan Caral

X2 X4

0, N
X1

(UpX) = vy (UpXp) =V (UgX3) = V3 (UgXg) = Vg

(UpXy) =V (UpX) = V5 (UpX3) = V'3 (UpXg) = V4

Maka cara mel abelinya dengan menggunakan Cara 1 adalah:

v, =1-1=0 V,=3.4-21=10
V,=34-22=8 V,=2-1=1
v, =3-1=2 V,=34-23=6
V,=34-24=4 V,=4-1=3
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6 2

8 2 4
1 6 3
Gambar 3.7 Pelabelan graceful pada graf Ls
menggunakan Proposisi 3.2 Pelabelan Cara 1

Contoh 3.5:
Graf K, x P, menggunakan Pelabelan Cara 2

Maka cara mel abelinya dengan menggunakan Cara 1 adalah:

10 5

v=11_¢ V= 2.4~ (“1] 9
2 2
v2:3.4—1—§:10 V-2:(4_1)+E:4
v=214 V= 2.4~ (3”) 6
2 2

4
Vy=34-1--=9 V,=(4- 1)+_:

0 10 10 9 8

1 9
{ E
o S
Gambar 3.8 Pelabelan graceful pada Graf L.
menggunakan Proposisi 3.2 Pelabelan Cara 2

1

Contoh 3.6:
Labeli
a. Graf K,x P,
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b. Graf K, x P,
menurut pelabelan graceful !

Jawab:
a. Graf K, x P,
o—o© e ® @
K2 ﬂ Ps
A e v € Vg
®

Kox B (Ls)
Gambar 3.9 Graf L,

Maka cara mel abelinya adalah dengan menggunakan Cara 1:

v,=1-1=0 V,=33-21=7
v, =3.3-2.2=5 v,=2-1=1
v, =3-1=2 Vi=3.3-2.3=3

0 5 5 3

\l
N
©@g——@ ©

7 6 1 2

Gambar 3.10 Pelabelan graceful pada Graf L,
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menggunakan Proposisi 3.2 Pelabelan Cara 1

K, x Py (Ls)
Gambar 3.11 Graf L
Maka cara mel abelinya adalah dengan menggunakan Cara 2:

1-1 141
V== V= 2.5—(—+~j=9
2 2

v, =35-1-2-13 V,=5+2-1=5
2 2
v=3"1_1 \/3=2.5—(—3+1j=8
2 2
4 4
v, =35-1--=12 V,=5+--1=6
2 2
VS:E:Z V=25~ >l =7
2 2
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0 13 13 12

1
e—0 —©
9 8 i f
9 4 5 3 8 2 6 1 7

Gambar 3.12 Pelabelan graceful pada Graf Ls
menggunakan Proposisi 3.2 Pelabelan Cara 2

11 12 10 2

3.3 Pelabelan Graceful pada Graf Gabungan K, x P,

Graf gabungan m buah Graf K, xP, dinotasikan
m(K1 xP ) adalah graf tidak terhubung yang terdiri dari m
komponen dimana setiap komponennya adalah Graf K,x P,. Misal
Graf m(K, x P, ) mempunyai himpunan titik
V(M(K, x P)) =V, UV, U -+ UV, denganV/, =V ,Va; Vi, |
dan himpunan garisE(M(K, xP,))=E, VE, U---UE,
dengan E; = {elj €511+ €1y, } dimana Vj; dan E;; berturut-turut
menyatakan himpunan titik dan garis dari komponen ke-j dari Graf
m(K, xP,) untuk setiapj=1,2,3,...,m.
Sebagai ilustrasi penotasian titik dan garis dari graf gabungan
m buah Graf K, xP, dapat kitalihat pada Gambar 3.13

Vi1 €n Vo1 €1 <+ €y Vi
e ® @ )
Vi2 €12 V22 €2 c°*° €n12 Vn2

e L L @
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Vi3 €13 Va3 €3 ++° €3z Vam

Gambar 3.13 Penotasian graf gabungan m buah Graf K, x P,

Dari penotasian diatas jumlah titiknya adalah Mx N titik dan jumlah
garisnya mx (n-1) garis, sehingga jumlah titik lebih besar dari
jumlah garisnya. Menurut Rosa (dim Redl, T.A., 2003) graf yang
mempunyai banyak titik dan tidak cukup garis tidak bisa dilabeli
menurut pelabelan graceful sehingga dapat dissmpulkan bahwa
gabungan dari graf m(K, x P,) bukan graf graceful.

3.4 Pelabelan Graceful pada Graf Gabungan K, x P,

Graf gabungan m buah Graf Tangga (L) dinotasikan mL,,
adalah graf tidak terhubung yang terdiri dari m komponen dimana
setiap komponennya adalah Graf Tangga (L,). Misal Graf mL,
mempunyai himpunan titik V(mL,) =V, UV, U---UV,_
dengan V, = {vlj Vojreeaa Vi Vi VopaeeaV

1
]

}dan

himpunan garis E(mL,,)=E, VE, u---UE_,

dengan E =g e, ..., L SR 1 ) S e*, |
dengan

€ = ViVun, untuk 1=123...,n-1 j=123...,m
€ =V, v'(i+1)j untuk 1=123...,n-1 j=123...,m
e*i =V,;V; untuk 1=123,...,n-1 j=123...,m.

ijoij
dimana V; dan E;; berturut-turut menyatakan himpunan titik dan garis
dari komponen ke dari Graf mL , untuk setiapj=1,2,3,...,m.
Sebagai ilustrasi penotasian titik dan garis dari graf gabungan
m buah Graf Tangga dapat kita lihat pada Gambar 3.15.
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Vi €1 Var € o €n 11 \gl
e, e b, €
Vi € Vi € €rn1 Vn
Vi2 €12 V22 €2 €n-11  Vn2
12 22 €*h2
V1o € Vo €2 €mny2 Vn2
Vim €1m Vom €m €n )m V;n
@
€ hm ey €tm
% im € im ' 2m € 2m € (n-1)m V' nm

Gambar 3.14 Penotasian graf gabungan mbuah Graf Tangga

Proposisi 3.3

(mL,)

Graf gabungan m buah Graf Tangga (mL,) adalah graf

graceful untuk setiap m dan n.

Bukti :

Diberikan oleh Pelabelan Cara 1 dan Cara 2 berikut ini.

Pelabelan Cara 1 :Beri label A(V,) untuk titik-titik dari graf

gabungan m buah Graf Tanggadengan :
Untuk j =1, 2, 3,..., m.
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n(j-1+(i+j-2) untuk i =135,..., 2{214
Av;) =
m(3n-2)-2n(j-1)—(2i-3j +1) untuki= 2,4,6,...,ZBJ,

dan

m3n—2)-2n(j-1)-(2i-3j+1) untuk i =135,..., 2[2}—1
AVY) =
n(j-0+(+j-2) untuk i=2,4,6,...,2BJ.

Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 1 memenuhi fungsi satu-
satu (injektif). Suatu fungsi disebut injektif bila memenuhi
AV)=A(v)= Vv =Y, w,v; eV(G)
Ambil sebarang v;,v; € V (K, x B,)dengan A(v;) = A(v,)
Akan dibuktikan bahwa v, =V, .
1) Untuk i, i2 ganjil
AVy) = A(v,)

S nj-D+(+j-2)=nj-D+(,+i-2)

o (h+j-2)=l+j-2)
= =1,
= Vip = Vi,

dan

AV ) =2(V);)
< m3n-2)-2n(j-1)-(2,-3j +1)= m3n-2)-2n(j-1)-(2, -3j+1)

=N —(2,-3j +1)=-(2i, -3j +1)
& -2i, =-2i,

& 1o =04

< Vi =Vip

2) Untuk iy, i, genap
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1(\41) = /I(Viz)

< m@3n-2)-2n(j -1)—(2i, =3j +1)= m3n-2)-2n(j-1)- (i, -3j+1)
o —(2i,-3j+1)=—(2, -3j+1)
o —2i, =-2i,
= i1 :iz
< Vi =V
dan

AV ) = 2(Vi2)
& n(j-1)+(,+j-2)=n(j -1+, +j-2)

= (i, +i-2)=0,+i-2
= i, =1,
= Vii =V,

Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 1 memenuhi fungs satu-
satu.
Pelabelan untuk garis-garisnya diberi label A(e) untuk setiap

ecE(mL,) dapat ditentukan sebagai berikut
3(m-j+)-2m-(3-2j+1) untuki :1'3'5"“'2BJ_L

Ae)) = }'(Vijv( oy ):

3(m-j+)-2m-(3-2j) untuki=2486,... ,2[2} 2

Bukti : untuk i ganjil

Alg;) = ﬂ’(vijv(iﬁ-l)j ) = ‘A(V(i ) — AV )‘
=[m(3 - 2)-2n(j -1)- (21 +2) -3j +2)-n(j - —(i + ] - 2)
=Bnm-2m-2nj +2n-2i-2+3j-1-nj+n—i—j+2|
=Bn(m- j+1)-2m—(3 - 2j +1)
=3(m-j+1)-2m- (@B -2j+1)

Ambil sebarang iy, i, dengan A8&1;) # A(62;)

Akan ditunjukan '1 %z
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M&)# Ale)) < 3n(m- j+1)-2m—(3i; - 2j +1) # 3n(m— j +1)- 2m— (3, - 2j +1)

R —(3il—2j+1)¢—(3iz—2j +1)
< -3, #-3i,
=4 i, #i,

Untuk i genap:

Ale;)= )'(Vijv(iﬂ)j) = ‘A‘(V(Hl)j - AV, ,)‘
_ iran - 2)-2n(j ) (@ -8} +1)n(j-2)~(( +D+ | ~2)
=[3m-2m-2nj + 2n-2i +3j ~1-nj +n—i— j+1
= Bn(m- j +1)-2m—(3i- 2j)
=3n(m-j+1)- 2m—(3 -2j)

Ambil sebarang is, iz dengan (&) #4Ez;)

Akan ditunjukan YA

Ae)#A(e)) < 3n(m- j+1)-2m—(3i; — 2j)= 3n(m- j +1)-2m—(3i, -2j)
= ~(@,-2j)= (3, -2j)
=4 -3, # -3,
=4 ip =i,

3n(m-j +1)-2m-(3 - 2j) untuki:1,3,5,...,2{gJ_1,
Mey) = 2'(V'ij vl(i+l)j): )
3n(m—j +1)-2m—(3 - 2j +1) untuk i = 2,4,6,...,2{5—‘ -2,

Bukti untuk i ganjil:
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A(ey) :A(V'ij Vi) )= ‘MV'(i+1)j—V'ij )‘
=h(j -2)+(( +D+ j—2)- m3n=2)+ 2n(j-1)+(2i -3 +1)
=|nj —n+i+1+ j— 2-3mn+ 2m+ 2nj - 2n+ 2 - 3j +1
—3n(m- j +1) +2m+ (3i- 2j)
- (3n(m— j +1) - 2m— (3i - 2j))
=3n(m-j+1)-2m-(3i—2j)

A€

il,j

Ambil sebarang i1, i dengan ) #A€5,)

Akan ditunjukan 11 %2

A(e)) # A€;) & 3n(m- j +1)- 2m—(3i, -2j) #3n(m- j +1)- 2m-(3i, - 2j)

=N -8, -2j) #(3i, - 2j)

= -3, #-3i,

& i, #i,
Untuk i genap:

Aey) = /1<V'ij Vi ) = ‘MV'(Hl)j -V
=|n(j=1)+(i+ j—2)-m(3n-2)+ 2n(j —1)+ (20 +1) - 3] + 1)
=|nj —n+i+ j—2-3mn+2m+2nj—2n+ 3 +2-3j+1
=|-a(m-j+1)+2m+ (3 -2j +1)|
=L (3n(m-j+1)-2m—(3 - 2] +1))|
=3n(m-j+DH-2m-(3 -2j+1

Ambil sebarang i1, iz dengan A(€is;) # A(€z,)

Akan ditunjukan 11 %2
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Ae)# A€;) < 3n(m=j+1)- 2m (3, —2j +1)= 3n(m- j+1)- 2m— (3, - 2j +1)

= —(3il—2j +1);«fs—(3i2 —2j+1)
= -3, # -3i,
p=> P

(1?2*”): Avv,)=3n(m-j+1)-2m-(3-2j-1)  untuki=123...,n.

Bukti:

Ade* ij) :)“(Vij Vlij ): ‘l(v‘ij )— A’(Vij)‘
=mBn-2)-2n(j-1)-(2-3j+1)-n(j-1)-(+j-2)
=[Bmn-2m-2nj +2n-2i +3j-1-nj +n—i—j+2
=3n(m— j+1) - 2m—(3i - 2j -1)|
= Bn(m- j+1) —2m—(3i - 2j -1)|
=3n(m-j+1)-2m-(3 -2j-19

Ambil sebarang is, iz dengan A(€"i;) # A(€%,;)
Akan ditunjukan '1 %2

Ae*) #A(e* ) & 3n(m- j +1)- 2m—(3i, - 2j - 1) = 3n(m - j +1)- 2m-(3i, - 2j -1)

o - @B, -2j-1)=—(3,-2j-1
= -3i; #-3i,
P= iy #i,
Contoh 3.7:
0 28 28 26 2 22 24
L o
3 2 2 1

30 29 1 25 26 23 3
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5 18 23] (16 _gb o 12 %, 19
® ®
2 1 1

25 19 6 15 21 13 8

10 8 18 6 12 2 14

20 9 11 5 16 3 13

Gambar 3.15 Pelabelan graceful pada Graf L, menggunakan
Pelabelan Cara 1

Pelabelan Cara 2 : Didefinisikan label A(V;) untuk titik-titik dari
Graf (mL,) dengan:

Untuk j =1, 2, 3,...,

m(3n-2)-2n(j -1) (2 -3j+1) untuk i = 135... ,2[% 1,

2

Avy) =

n(j-1)+(i+j-2) untuk i :2,4,6,...,2EJ,
dan

n(i-D+(+j-2) untuk i =1,35,... ,2{2]_1,
)“(V'ij ):

m@n-2)-2n(j -1)-(2i-3j+1)  untuki=246,... 2@

Akan dibuktikan bahwa Pelabelan Cara 2 memenuhi fungsi satu-
satu (injektif). Suatu fungsi disebut injektif bila memenuhi

AV) =)=V =V, w,Vv; eV(G)
Ambil sebarang v;,v; € V(K x P )dengan i(v;) = A(V;)
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Akan dibuktikan bahwa v, =V, .
1) Untuk i, i2 ganjil

AVi) = 24(V;2)
< m(3n-2)-2n(j -1)-(2i, —3j +1)=m3n-2)-2n(j - 1)- (2i, - 3j +1)

=N —(2i, -3j+1)=—(2i, -3j +1)
= -2,=-2,

= i, =1,

< Ve = Viz

dan

ﬂ“(vil) :)«(Vliz)
S n(j-1)+0+i-2)=n(j-1)+(,+i-2)

< (i1+j_2)=(i2+j_2)
= i, =1,
< V=V,

2) Untukiy, i> genap
)‘(Vil) = l(Viz)

n(j =2+, + j=2)=n(j-1)+(i,+j-2)
(+-2)=(,+i-2

s8¢0

dan
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AV )=A(V",)
< m3@-2)-2n(j-1)-(2i, - 3j +1)=m(3n-2)-2n(j - 1) - (2i, -3j +1)

SN —(2i, -3j+1)=—2i, -3j+1)
= -2, =-24,

& i, =1,

< Vip=Vi,

Sehingga terbukti bahwa Pelabelan Cara 2 memenuhi fungsi satu-
satu.
Aturan pelabelan untuk garis-garisnya diberi label A(e) untuk

setiap ee E(mL,, ) adalah sebagai berikut :

3nMm-j+1)-2m—(3-2j) untuki=135..., ZPJ—l
2

Aey) = /l(vi,»v(m,,- ): :

3n(m-j+1)-2m—(3-2j+1) untuki :2,4,6,...,2H_2,

Bukti untuk i ganjil:

Alg;) :/I(Vijv(nl)j ): ‘/l(v(nl)j) —A(v; )‘
=[n(j=2)+(G +D + j—2)-m(3n-2)+2n(j-1)+(2i -3j+1)
=|nj—n+i+1+j—2-3mn+2m+2nj —2n+2i - 3j +1
= 3n(m- j +1)+2m+(2i - 3j)|
=|-@n(m- j+1)-2m—(2 -3j))
=3n(m- j+1) —-2m—(2 —3j)
)£ AE,,)

Ambil sebarang i1, i dengan MEy,
Akan ditunjukan 1172
A(e) = A(e;) & 3n(m-j +1)-2m—(3, - 2) #3n(m- j +1)-2m—(3,- 2|

A _(3il_2j)¢_(3iz_2j)
= -3, #-3,
& i, #i,
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Untuk i genap:

A(6s) = AViVg ) = 0V ) = AV5))
=n(j 1) +(+ j—2)-m(3n-2)+2n(j -1+ (2(i +1) —3j +1)
=|nj —n+i+ j—2-3mn+2m+2nj-2n+2i +2-3j+1
=3n(m— j+1) + 2m+(2i —3j +1)|
=k (3n(m- j+1)-2m—(2i - 3j+1))
=3n(m-j+1)-2m-(2i—3j+1)

Ambil sebarang is, i> dengan A(61) #4E;,)

Akan ditunjukan ' * 12

Me) = A(e)) < 3n(m- j+1)-2m—(3i; - 2j)# 3n(m- j +1)- 2m—(3i, -2j)

=N —(3i,~2j)= 3, -2j)
= -3, # -3,
= (I

3n(m—j+1)-2m—(3 ~2j +1) untuki=135,...

)“(e ) A’( (|+1)j)

N TR

N[5 NS

_
| |
N -

3n(m—j+1)-2m-(3-2j)  untuki=246,...,

Bukti untuk i ganjil:
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AEy) :/1(\/”. Vi) = MV oy =20
= |m@n-2)-2n(j -1)- (2(+1) - 3j +I)-n(j-1)- (i + |- 2)|
=[3m-2m-2nj +2n-2i-2+3j-1-nj+n-i—j+2|
=[3n(m- j +1)- 2m- (3 -2j +1)
=3nm- j+1)-2m-(38i-2j +1)

Ambil sebarang iy, i, dengan AMEi;) # A(E€,,;)

Akan ditunjukan 11 %12

Me; ) #i(e;) < 3n(m-j+1)-2m-(3i, -2j +1)# 3n(m- j +1)- 2m—(3i, - 2j +1)

& -3, -2j+1)=—(3i,-2j +1)
& -3, #-3i,
& iy #1,

Untuk i genap:

A€ ):)L(vij V' ) 3 ‘/1(\/ i =2V )‘
=|m@Bn-2)-2n(j-1)- (2 -3j+1) - n(j —1)-((+ D+ j - 2)
=PBm-2m-2nj +2n -2 +3j -1-nj +n—i- j +1
= [an(m- j +1)-2m- @ - 2j)
=3nm- j+1)-2m-(3 - 2j)

Ambil sebarang iy, i, dengan €)% A(€;)

Akan ditunjukan 117 2

A€e))#AE€) < 3n(m- j +1)-2m—(3, -2j)# 3n(m- j +1)-2m—(3, - 2j)

@ -(8,-2))=(3,-2j)

& =3, #-3,

SN Iy # i,
dan
Aex;) = A(v”.v'ij):3n(m— j+1)-2m-(3-2j-1) untuk i =12,3...,n
Bukti:
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Aley) = }“(Vijvlij ): ‘)“(V'ij )= (V)

= [n(j=1)+(i+j—2)-m@n—2)+2n(j ~ 1)+ (2 - 3] +1)

=nj —Nn+i+ j—2-3mn+2m+2nj — 2n+2i - 3] +1
=3n(m- j+1)+2m+ @i -2j-1)
=-@n(m-j+)-2m-(3i-2j-1))

=3n(m- j+1)-2m-(3 -2j -1)

Ambil sebarang iy, i, dengan A(8%i1;) #A(€%;,))

Akan ditunjukan 1172

A(e*;)# Ae*,) & d(m- j +1)-2m- (3i, - 2j —1)#3n(m- j+1)-2m- (3, -2 -1)

=3 -@,-2j-1)%-@3,-2j-1
= -3, =3,
i=4 iy #ip

Karena dari Pelabelan Cara 1 dan Cara 2 diperoleh bahwa
pelabelan titik-titiknya memenuhi fungsi satu-satu dan pelabelan
garis-garisya berbeda semua untuk = setiap ee E(mL,) maka

pelabelan A diatas adalah pelabelan graceful .
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari pembahasan dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:
1. Graf hasil pergandaan K, xP,,dan K,x P, adalah graf
graceful .
2. Graf hasil gabungan pergandaan dari m(K,x P,) bukan
termasuk graf graceful, sedangkan Graf m(K,x P,) adalah
graf graceful .

4.2 Saran

Skripsi ini hanya membahas pelabelan graf dengan metode
graceful pada pergandaan dan gabungan pergandaan, dari Graf K;
dan P, untuk semua n dan r=1, 2. Untuk pembahasan selanjutnya,
diharapkan dapat dikaji untuk Graf K, dan P, untuk semua n dan
r=3, 4. Selain itu, juga diharapkan untuk mengkaji cara melabeli graf
graceful dengan menggunakan algoritma atau program.
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