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SATELLITE PROGRESSIVE DECAY
UNTUK SATELIT ORBIT RENDAH

ABSTRAK

Persamaan Satellite Progressive Decay merupakan suatu model
matematis yang menggambarkan penurunan ketinggian sebuah satelit
yang beredar mengelilingi planet bumi disebabkan oleh interaksinya
dengan molekul-molekul udara di atmosfer. Pada Skripsi ini dibahas
penyelesaian persamaan Satellite Progressive Decay untuk Satelit
Orbit Rendah secara numerik. Solusi numerik ini diperoleh dengan
mempergunakan metode Runge-Kutta orde empat yang kemudian
dilanjutkan dan diperbaiki oleh perpaduan antara metode Newton
untuk sistem persamaan nonlinier dan formulasi beda hingga sebagai
pendekatan turunan fungsi. Di samping itu dilakukan pula verifikasi
antara solusi numerik dan solusi analitik. Berdasarkan verifikasi
tersebut dapat ditunjukkan bahwa solusi numerik memiliki akurasi
yang cukup baik sehingga dapat dipergunakan untuk merepresentasikan
peristiwa yang sesungguhnya di dunia nyata.

Kata kunci :  persamaan Satellite Progressive Decay, metode beda

hingga, metode Runge-Kutta orde empat, metode
Newton untuk sistem persamaan nonlinier
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NUMERICAL SOLUTION OF
SATELLITE PROGRESSIVE DECAY EQUATIONS
FOR LOW ORBIT SATELLITES

ABSTRACT

Satellite Progressive Decay equations are mathematical model
used to illustrate orbital decay experienced by an earth-orbitting-
satellite due to its interaction with air molecules scattered in the
atmosphere. This final project discusses numerical solution of Satellite
Progressive Decay equations for Low Orbit Satellites. The solution
is obtained by using Fourth-order Runge-Kutta method which is
continued and corrected by the combination of Newton method for
nonlinear system of equations and finite difference formulations as
derivative approximations. A verification between numerical solution
and an analytical one is also performed. It is clearly shown that the
numerical solution has a good accuracy so that it can be used to
represent the actual event.

Keywords : Satellite Progressive Decay equations, finite element
method, fourth order Runge-Kutta method, Newton
method for nonlinear system of equations
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SOoLUSI NUMERIK PERSAMAAN

SATELLITE PROGRESSIVE DECAY
UNTUK
SATELIT ORBIT RENDAH
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L ABSTRAK

Persamaan Satellite Progressive Decay merupakan suatu model
matematis yang menggambarkan penurunan ketinggian sebuah satelit
yang beredar mengelilingi planet bumi disebabkan oleh interaksinya
dengan molekul - molekul udara di atmosfer. Pada Skripsi ini dibahas
penyelesaian persamaan Satellite Progressive Decay untuk Satelit Orbit
Rendah secara numerik. Solusi numerik ini diperoleh dengan
mempergunakan metode Runge-Kutta orde empat yang kemudian
dilanjutkan dan diperbaiki oleh perpaduan antara metode Newton untuk
sistem persamaan nonlinier dan formulasi beda hingga sebagali
pendekatan turunan fungsi. Di samping itu dilakukan pula verifikasi
antara solusi numerik dan solusi analitik. Berdasarkan verifikasi tersebut
dapat ditunjukkan bahwa solusi numerik memiliki akurasi yang cukup
baik sehingga dapat dipergunakan untuk merepresentasikan peristiwa
yang sesungguhnya di dunia nyata.
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LATAR BELAKANG

Satelit yang beredar
mengelilingi bumi akan
mengalami gangguan pada
gerakannya akibat gesekan dan
benturan dengan partikel-
partikel udara yang tersebar di
atmosfer bumi sehingga pada
akhirnya terjadi penurunan
ketinggian satelit tersebut dari
waktu ke waktu yang disebut
Satellite Progressive Decay
(SPD).
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3 LATAR BELAKANG

Perhitungan reentry satelit sangat penting

agar material satelit tidak menumbuk
suatu wilayah berpenduduk di bumi.
2 Dengan hanya mengandalkan perhitungan
kasar, prediksi reentry masih memuat

f & L | persentase ketidakpastian yang cukup
AN tingg.

An appreclation of the uncertainty 15 shown by a NORAD prediction i Apnl 1979 for the expected re-entry of the
SEYLAB space station between 11 June and [ Julv of that year. The actual re-entry eccurred on July 11, cutside the
stated mterval, a prediction error from mud-interval of around 13%:. In the hght of such emors m relatively stk

predictions, there 1= a gross mismatch betwesn the detail emploved in the amosphenc models of large sopisticated
prediction programs and the accuracy of the forscast space enmvironmental parameters employed as mput. In the
following section, a very simple atmosphenc model 15 desenbed that appears more closely matched to the accuracy
limitations imposed upon a forecast of satellite hfetime by the uncertaimnties in the other vanables.
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4 RUMUSAN MASALAH

Rumusan masalah / tujuan Skripsi :

1. Menurunkan model matematis yang mendeskripsikan peristiwa
Satellite Progressive Decay.

2. Menyelesaikan model matematis yang telah diperoleh secara
numerik.

3. Membuat perbandingan antara hasil yang diperoleh dari model
matematis dan model uji yang tersedia.

4. Menyusun perkiraan waktu terjadinya reentry satelit
berdasarkan hasil tersebut hasil yang diperoleh sehingga
perkiraan masa aktif satelit pada orbit yang dilaluinya dapat
diketahui.
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Batasan masalah / asumsi yang dipergunakan :

1. Satelit yang akan dibahas gerakannya adalah Satelit Orbit
Rendah yang beredar pada orbit sirkular dengan ketinggian
maksimum 300 kilometer di atas permukaan air laut.

2. Fluktuasi kepadatan atmosfer akibat pengaruh radiasi matahari
tidak terlampau besar selama waktu edar satelit.

3. Satelit tidak dilengkapi dengan mesin pendorong internal yang
memungkinkannya untuk mengubah arah gerak dan kecepatan.

4. Luas bagian satelit yang menghadap arah gerakan selalu sama.

5. Kondisi fisik satelit (komposisi, massa, maupun bentuk) relatif
tidak mengalami perubahan selama masa aktifnya.
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Bentuk umum formulasi beda hingga untuk

Brook Taylor : A E .
mengaproksimasi nilai turunan fungsi :

(1685 - 1731)
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7 METODE RK4 UNTUK SISTEM PERS. DIFERENSIAL

" ' Metode Runge-Kutta orde empat dapat
' dipergunakan untuk menyelesaikan sistem PD

o= (Af) filtr+ 2 Aty + 2 kg

ba = (At) filtr+ 2 Aty + % lyp. )

=

-'T‘ill_, i = (At) __.u‘f;r' (tr + AL, j};;-"I + -Ii'-"_::_,la i F. + -Ii'-"E:_,z'a
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8 METODE NEWTON UNTUK SISTEM PERS. NONLINEAR

Untuk menyelesaikan sistem persamaan
nonlinear, metode numerik yang dapat
digunakan adalah Metode Newton.

Iterasi

Inisialisasi =)

nilai awal

Isaac Newton
(1642 - 1727)
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Hukum Il Newton :

Setiap gaya yang bekerja pada
benda menimbulkan
percepatan pada benda yang
arahnya mengikuti arah gaya
itu. Apabila resultan gaya yang _
mengenai benda dinotasikan Fo=mg g?gxﬂtagi
2.F, massa benda dinotasikan

m, dan percepatan akibat gaya
tersebut dinotasikan a, maka

>F =ma
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RESISTANSI MEDIUM

Suatu

medium akan memunculkan gaya hambat ketika ada objek

yang melintas di dalamnya. Besarnya gaya hambat yang dialami
oleh benda bergerak dengan area frontal A, koefisien drag C,, dan
kecepatan v dalam suatu medium yang mempunyai kerapatan p

adalah :

E,= Y% p C,Av?

gaya gesek

arah gerak
benda
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| HEFE- 3

REBMLCES

IIIII'IIIIIIII KERAPATAN ATMOSFER BuMmi
F

REf=65, Ap=10
REf=1&0, Ap =200
Rf =300, Ap =400

(175-0.001/)(27-0.012(0.00 h—200))
Q00HZ.5(Rf —70+1.54p

o=65x1010¢

i L i i M i L i i i i L i A M X d M M A . X X X X h |:TI'I::|
200000 250000 200000 250000 000010 350000 S0000n
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12 MopDEL UJl SPD

Model uji yang disusun
berdasarkan perubahan energi
mekanik satelit dapat pula
digunakan untuk memprediksi
waktu terjadinya reentry, oleh
sebab itu model tersebut dapat
dijadikan sebagai pembanding
dalam verifikasi model numerik.

ENERGY THEOREM :

During an orbit, the energy gain is equal to the work (product of force by travel
distance) from all working forces acting on satellite

- Weight is a radial force, it does not produce work
- Drag work = energy loss AE=-1/21ho ACAV.V.2m Aa

m_

- Energy loss linked to radius loss : - =5, @

- Finally :f Aa=-2n.Cd.A/m.p.a.a

For circular orbits we can approzimate the changes in semi-major axis, period, and

velocity per revolution using the following equations:
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13 ANALISIS RESULTAN GAYA SuMBU HORISONTAL

Pada sumbu horisontal, gaya yang
bekerja pada benda hanyalah F,,
yang arahnya berlawanan dengan v,
sehingga F,;. menimbulkan terdapat-
nya percepatan horisontal pada
gerak benda yang disimbolkan a..
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14

ANALISIS RESULTAN GAYA SuMBU VERTIKAL

Pada sumbu vertikal, gaya yang bekerja pada satelit adalah gaya
gravitasi F, serta komponen vertikal gaya hambat £, yang
berlawanan arah dengan v,. Secara simultan, £, dan F,, yang

beker]

a secara berlawanan akan menimbulkan terdapatnya

percepatan vertikal pada gerakan satelit yang disimbolkan a,.

g
g9

arah gerak

il benda
- \

ravitasi

Fg=- ml,:l"n\
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15 PERHITUNGAN NILAI FUNGSI PADA 5 TITIK PERTAMA

Metode RK4 digunakan untuk
menghasilkan tebakan awal
yang nantinya disubstitusikan
sebagai nilai awal pada
Metode Newton

untuk =1, 2, 3, dan 4.




Setelah fungsi U dan V dikonstruksi, formulasi beda hingga yang
telah diperoleh disubstitusikan ke dalamnya sehingga dihasilkan
rumus pendekatan nilai fungsi U(t,) hingga U(¢,) dan V(¢,) hingga
V(t,) yang masing-masing melibatkan nilai x, hingga x; dan y,
hingga ys. Terbentuklah sistem persamaan nonlinear yang terdiri
atas 10 persamaan dan 10 variabel (x; hingga x; dan y; hingga vys).
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17 PERHITUNGAN NILAI FUNGSI PADA 5 TITIK PERTAMA

3 (AR

Contoh untuk r = 1. pe 107, —15F, —4F, +14F,— GF, + F,

120417

—12F, —05F +120F, —60F, + 20F, -3 F,

= =+ O(LF)
o0

Terbentuk persamaan nonlinear yang terdiri atas 10 persamaan
dengan 10 variabel yaitu x; hingga x; dan y; hingga ys.
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18 PERHITUNGAN NILAI FUNGSI PADA 5 TITIK PERTAMA
Nilai awal
diperoleh
dari metode
RK4
Nilal
x; hingga x;
dan
y1 hingga y;

1

Konvergen <4
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19 PERHITUNGAN NILAI FUNGSI PADA TITIK BERIKUTNYA
Nilai awal
diperoleh
dari metode

RK4

Nilai
x,dan vy,

1

Konvergen ¢
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Eetnggan (meter)

I‘r1—1|“|}|5.

Walktu (hari)

Semakin besar massa satelit, semakin lama
satelit itu mengalami reentry.
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PENGARUH AREA EFEKTIF TERHADAP REENTRY

Eetinggian (meter)

=100 lg,
Yo= 300k,

f,"=' 0 dan '-L|1;1 1]

Semakin besar area efektif satelit, semakin

Waktui (hari)

cepat pulalah satelit itu mengalami reentry.
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23 PENGARUH AKTIVITAS MATAHARI

Semakin tinggi aktivitas matahatri,
semakin cepat sebuah satelit mengalami
reentry.
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24 VERIFIKASI SKEMA NUMERIK

Estinggian (meber)
H 00000 Solust Humenk
-

Salus1 Anahtil:

2E0nnn

[——
ZR0000 220000

L40000
F LR ]
AF0000

R .
- L. 5 21 Z1.5% L& ZL.5 29

- W aktu (han)

L

Verifilasi solusi numerik terhadap solust wi untuk
plot ketinggian satelit dengan se=100kg, A=1m? C3=2.2,
yo=3001lum, Rf =70, Ap=0, dan At =025

Semakin kecil nilai ukuran langkah (sampai pada batas tertentu),
hasil yang diperoleh dari model matematis semakin akurat.
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25 KESIMPULAN

Kesimpulan :

1. Persamaan Satellite Progressive Decay yang merepresentasikan
gerakan satelit pada orbit dapat diturunkan dengan melakukan
analisis terhadap resultan gaya yang bekerja pada satelit baik
pada sumbu horisontal maupun sumbu vertikal.
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26 KESIMPULAN

. Persamaan SPD dapat diselesaikan secara numerik dengan
menggunakan metode RK4 untuk sistem persamaan diferensial
yang kemudian dilanjutkan dan diperbaiki oleh perpaduan
antara metode Newton untuk sistem nonlinier dan formulasi
beda hingga sebagai pendekatan turunan fungsi.

. Penyelesaian numerik dapat mendekati kejadian nyata yang
direpresentasikan oleh solusi uji apabila nilai At atau ukuran
langkah yang digunakan pada skema cukup kecil dibandingkan
dengan panjang masa aktif satelit yang diuji.

. Pada skema numerik, posisi satelit dinitung secara rekursif
hingga ketinggian satelit kurang dari 180 km. Waktu terjadinya
reentry diperkirakan melalui interpolasi sejumlah data terakhir.
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1.1. Latar Belakang

Setelah sebuah satelit diluncurkan menuju angkasa luar dan
ditempatkan pada ketinggian tertentu di atas permukaan bumi, satelit
tersebut akan terus mengelilingi bumi pada orbitnya dengan periode
tertentu. Sepanjang gerakannya, satelit tersebut akan mengalami
gesekan dan benturan dengan partikel-partikel udara yang tersebar di
atmosfer bumi sehingga terjadi suatu gangguan pada gerakannya.
Secara terus-menerus, gangguan ini akan mengakibatkan terjadinya
penurunan ketinggian satelit tersebut dari waktu ke waktu sejalan
dengan tarikan gravitasi bumi yang semakin meningkat. Penurunan
ketinggian satelit secara berkesinambungan ini dikenal dengan istilah
Satellite Progressive Decay.

Penurunan ketinggian yang dialami oleh satelit secara langsung
menentukan usia atau masa aktif satelit itu sendiri. Pada umumnya,
masa aktif sebuah satelit antariksa diukur hingga satelit tersebut telah
mengalami peristiwa reentry yakni ketika satelit tersebut telah
mencapai ketinggian 180 kilometer diukur dari permukaan air laut.
Pada ketinggian ini atmosfer bumi sudah terlalu padat dan tebal
untuk dapat ditembus oleh satelit dengan kecepatan tinggi, oleh
sebab itu tubuh satelit akan merasakan gesekan yang luar biasa kuat
sehingga satelit tersebut akan mengalami kerusakan dan hancur.

Perhitungan lokasi dan waktu terjadinya peristiwa reentry sebuah
satelit sangatlah penting mengingat besarnya bahaya yang dapat
ditimbulkan seandainya material satelit yang beratnya mencapai
beberapa ton menumbuk suatu wilayah berpenduduk di bumi. Dengan
hanya mengandalkan perhitungan dan perkiraan secara kasar, prediksi
waktu terjadinya reentry masih memuat persentase ketidakpastian
yang cukup tinggi. Untuk satelit yang diramalkan akan mengalami
reentry setelah mengorbit selama 10 tahun, kesalahan prediksi yang
muncul dapat mencapai 1 tahun yang ekivalen dengan galat 10 %.
Sebagai contoh, peristiwa reentry stasiun ruang angkasa SKYLAB
yang diramalkan terjadi antara tanggal 11 Juni dan 1 Juli 1979
ternyata baru terjadi pada tanggal 11 Juli. Hal ini merupakan satu
contoh nyata yang menunjukkan betapa pentingnya prediksi waktu
reentry secara akurat.



1.2

Rumusan Masalah

Dalam skripsi ini dibahas bagaimana penurunan model matematis

yang mendeskripsikan peristiwa Satellite Progressive Decay, berikut
bagaimana menyelesaikan model tersebut secara numerik. Di samping
itu akan dibahas pula perbandingan antara penyelesaian numerik yang
diperoleh dan model uji yang tersedia, serta bagaimana memperkirakan
waktu terjadinya reentry satelit berdasarkan hasil tersebut.

1.3.

Batasan Masalah

Dalam skripsi ini dipergunakan asumsi-asumsi sebagai berikut.

Tipe satelit yang akan dibahas gerakannya adalah Satelit Orbit
Rendah yaitu satelit yang mengelilingi bumi pada ketinggian
beberapa ratus kilometer saja di atas permukaan air laut, dengan
ketentuan tambahan bahwa satelit tersebut beredar pada orbit
sitkular dengan ketinggian maksimum 300 kilometer di atas
permukaan air laut.

Fluktuasi kepadatan atmosfer akibat pengaruh radiasi matahari
tidak terlampau besar selama waktu edar satelit.

Satelit tidak dilengkapi dengan mesin pendorong internal yang
memungkinkannya untuk mengubah arah gerak dan kecepatan
sepanjang gerakannya.

Luas bagian satelit yang menghadap arah gerakan selalu sama.
Kondisi fisik satelit (komposisi, massa, maupun bentuk) relatif
tidak mengalami perubahan selama masa aktifnya.

. Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah sebagai berikut.

Menurunkan model matematis yang mendeskripsikan peristiwa
Satellite Progressive Decay

Menyelesaikan model matematis Satellite Progressive Decay
yang telah diperoleh secara numerik.

Membuat perbandingan antara hasil yang diperoleh dari model
matematis dan model uji yang tersedia.

Menyusun perkiraan waktu terjadinya reentry berdasarkan hasil
yang diperoleh sehingga perkiraan masa aktif satelit pada orbit
yang dilaluinya dapat diketahui.
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Pada bab ini diberikan dasar-dasar teori yang dipergunakan
untuk menyelesaikan persamaan Satellite Progressive Decay. Dasar-
dasar teori tersebut meliputi definisi dan uraian singkat mengenai
persamaan diferensial, persamaan diferensial biasa, metode beda
hingga, metode Newton untuk sistem persamaan nonlinier, formulasi
kepadatan atmosfer, gaya hambat udara, serta sejumlah teori lainnya
yang juga diperlukan untuk menemukan penyelesaian persamaan
Satellite Progressive Decay secara numerik.

2.1. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang menghubungkan
suatu fungsi yang tidak diketahui dengan satu atau lebih turunannya.
Suatu persamaan diferensial disebut mempunyai orde n apabila
turunan tertinggi yang terdapat dalam persamaan diferensial itu
merupakan turunan ke-n. Suatu persamaan diferensial dikatakan
mempunyai derajat k apabila turunan tertinggi dalam persamaan
diferensial tersebut berderajat k. Sebagai contoh, persamaan

3
(Y
dx \dx

disebut sebagai persamaan diferensial berorde satu dan berderajat tiga
dikarenakan turunan tertinggi yang termuat di dalamnya merupakan
turunan pertama dan turunan tertinggi tersebut mempunyai derajat
sebesar tiga.

Apabila suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan
antara fungsi dengan satu variabel bebas dan satu atau lebih turunan
dari fungsi itu terhadap variabel bebas tersebut, persamaan tersebut
disebut sebagai persamaan diferensial biasa. Di sisi lain, apabila
suatu persamaan diferensial menyatakan hubungan antara fungsi
dengan sejumlah variabel bebas dan satu atau lebih turunan parsial
dari fungsi itu terhadap variabel bebas tersebut, persamaan tersebut
disebut sebagai persamaan diferensial parsial (Edwards dan Penney,
2001). Berdasarkan definisi ini, persamaan diferensial
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dx dx
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berturut-turut merupakan contoh persamaan diferensial biasa dan
persamaan diferensial parsial.

2.2. Deret Taylor

Dalam metode numerik, deret Taylor dipergunakan sebagai
sarana untuk mendapatkan aproksimasi terhadap nilai suatu fungsi
pada suatu titik tertentu (Chapra dan Canale, 2002). Ekspansi deret

Taylor untuk fungsi f(t) di sekitar titik ¢ = f, adalah
2 n
f(tr+At)=f(tr)+f'(tr)At+(A;)f"(tr)+...+(At')f‘”>(tr)+Rn, @.1)
4 n!
dengan At adalah ukuran langkah dan
B (At)n-H
"o+

Tanpa mengubah esensi persamaan-persamaan tersebut, dalam uraian
selanjutnya akan dipergunakan notasi f, = f(,) dengan t r+ = t, + At.

fODE), 1S &S b (2.2)

Secara teoritis, deret Taylor akan memberikan nilai suatu fungsi
pada titik tertentu secara akurat apabila seluruh suku yang muncul
dalam deret tersebut diperhitungkan. Karena penjumlahan seluruh
suku pada deret Taylor tidak mungkin dilakukan pada kalkulasi
numerik, nilai suatu fungsi hanya dapat diaproksimasi dengan
menjumlahkan beberapa suku pertama deret Taylor sehingga hasil
yang diperoleh tidak tepat seperti pada penyelesaian uji. Kesalahan
yang dihasilkan akibat pengabaian suku-suku terakhir deret Taylor
disebut kesalahan pemotongan.

Suku R;, yang memberikan rumusan kesalahan pemotongan
pada persamaan (2.1) dan (2.2) dapat pula dituliskan dalam bentuk
O(Atnﬂ). Tata nama O(Ath) menunjukkan bahwa galat pemotongan
ekspansi tersebut mempunyai orde (1 + 1), hal ini berarti kesalahan
tersebut sebanding dengan ukuran langkah At dipangkatkan sebanyak
(n+1) kali. Kesalahan pemotongan akan semakin kecil apabila At
kecil dan suku-suku terakhir dari deret tersebut turut diperhitungkan.

4



2.3. Akurasi dalam Perhitungan Numerik

Penyelesaian suatu persamaan matematis dengan menggunakan
metode numerik kadangkala tidak tepat sama dengan solusi yang
diperoleh secara eksak atau analitik. Besarnya selisih antara nilai sejati
dan nilai yang diperoleh melalui aproksimasi secara numerik disebut
galat sejati yang dinotasikan g(x). Perbandingan antara galat sejati
dan nilai sejati disebut galat relatif yang dinotasikan &i(x). Apabila x
menyatakan nilai eksak dari suatu kuantitas sedangkan X merupakan
nilai pendekatan dari x maka kedua definisi tersebut dapat dituliskan
secara matematis sebagai

g(x)=|Ax|=|x- X| 2.3)

AX|  |X=X

X

Erel (x) = . (2 4)

Galat relatif yang sangat kecil pada suatu perhitungan numerik
menunjukkan bahwa hasil yang diperoleh sudah sangat mendekati
nilai eksak. Semakin kecil nilai galat relatif tersebut, semakin baiklah
akurasi penyelesaian yang didapatkan dengan menggunakan metode
numerik (Bronshtein, 2005).

2.4. Metode Beda Hingga

Metode numerik yang mempergunakan deret Taylor untuk
mendekati nilai turunan suatu fungsi pada titik tertentu disebut
metode beda hingga. Untuk dapat menghasilkan nilai pendekatan
yang dimaksud dengan mempergunakan metode beda hingga
diperlukan nilai-nilai fungsi yang bersangkutan pada sejumlah titik
berbeda. Titik-titik ini ditentukan dengan membagi terlebih dahulu
domain penyelesaian persamaan diferensial menjadi sebanyak hingga
partisi atau subinterval yang masing-masing mempunyai lebar sama
yaitu At.

i« Af

I I I 1
t() =a tl tz t3 tN—2 tN_ 1 tN =b

Gambear 2.1. Ilustrasi proses partisi interval [a, b] menjadi sebanyak N
subinterval dengan lebar masing-masing At.



Bentuk umum formulasi untuk mengaproksimasi nilai turunan
fungsi dengan metode beda hingga adalah

‘2: 1 zaf volat*), (2.5)
dengan a; adalah koefisien-koefisien real dan k adalah besarnya orde
kesalahan pemotongan. Pada formulasi tersebut, besarnya masing-

masing koefisien yang digunakan bergantung pada besarnya akurasi
yang dikehendaki (Edwards dan Penney, 2001).

2.5. Metode Runge-Kutta Orde Empat untuk Sistem Persamaan
Diferensial

Pada kasus yang paling umum, metode Runge-Kutta merupakan

proses untuk mencari nilai fungsi y(x) dari persamaan diferensial

dy

" f(t,y) (2.6)
Seperti halnya deret Taylor, metode Runge-Kutta merupakan alternatif
yang dapat dipergunakan untuk mengaproksimasi f(t; + h). Sekalipun
akurasi yang dihasilkan tidak sebagus akurasi pada ekspansi Taylor,
penggunaan metode Runge-Kutta memiliki satu keunggulan yaitu
tidak membutuhkan perhitungan turunan (Munif dan Aries, 1995).
Khusus untuk persamaan (2.6), metode Runge-Kutta dengan orde-n
diformulasikan sebagai berikut

yl’+1 = yr + Ellkl " ﬂzkz SIY ks ﬂnkn, (27)
dengan a,, ay, ... , a; adalah konstanta dan

ki = (AY) f(tr, yr)
i1

ki = (At) f(tr + pi1i(Ab), yr +ZqH’j k;) untuki> 1.
j=1

Pada metode ini, nilai konstanta a;, pi, dan gij dipilih sedemikian
rupa agar kesalahan yang muncul seminimum mungkin dan
persamaan (2.7) sama dengan ekspansi Taylor dengan orde setinggi
mungkin. Apabila metode yang dipilih adalah metode Runge-Kutta
orde empat, rumus yang dipergunakan adalah

Yra= o (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (28)

dengan
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ki = (At f(tr, yr)

ko = (At) f(tr + V2 AL, yr + V2 ki)
ks =(At) f(tr + 2 AL, yr + Vo k)
ks = (At) f(tr + AL, yr + k3).

Dengan menerapkan beberapa modifikasi, formulasi (2.8) pada
metode Runge-Kutta orde empat dapat tetap dipergunakan untuk
menyelesaikan sistem persamaan diferensial yang memiliki bentuk

dy;

EZ f](ta yla yza---aym) (29)
denganj =1, 2, ..., m. Pada kasus ini, rumus yang dipakai adalah
Y[ =yt Lk + 2kt 2ks + Kaj), (2.10)

dengan
kij= @B fi(tn Yy Yoo oY)
kaj=(AD filtr + o Aty + Vo ki Yo+ Yo kin s Y+ Yo kim)
ksj=(AD) filtr + o Aty [+ Yo kot Yo+ Vakooy oo s Yot Yo kam)
kaj=(AD) fitr + AL Y1+ ks, Yot Ksos s Yoo ks )

Khusus untuk kasus ini, yrj menunjukkan nilai fungsi y; pada t;.

2.6. Metode Newton untuk Sistem Persamaan Nonlinier

Untuk menyelesaikan sistem persamaan nonlinier
ﬁ (xb X2, oee s xk) =0
fr (X1, %2, ., xK) =0

'j'ﬁ;(xl,xz, ey XK) =0, (2.11)

metode numerik yang dapat digunakan adalah metode Newton yang
merupakan aplikasi dari deret Taylor (Chapra dan Canale, 2002).

Untuk kasus satu variabel, nilai fungsi satu variabel f; pada iterasi

ke-(s + 1) dapat diaproksimasi dengan mempergunakan deret Taylor
orde pertama.

S + %Ax +O(Ax?) (2.12)

7



Secara analog, pendekatan serupa dapat disusun pula apabila f;
merupakan suatu fungsi yang bergantung pada sejumlah variabel
bebas xi, xo, ..., Xk

=4 a—f‘Axl isz"’..._"ﬁAxk. (2.13)

oX, oX, OXy
Karena tujuan dibentuknya sistem ini adalah untuk menemukan solusi
yang memenuhi sistem persamaan (2.11), nilai f is+] diupayakan agar

bernilai nol sehingga persamaan (2.13) menjadi

0=ff+iAxl+ﬁAx2+,,,+ﬁAxk
oX, X, .
of, of. o
SO=f+0 M -x)) @S i) (T e xp )
f 1 1 aXl ) 2 6)(2 k k a(k
K of. k of.
Sy X —=f+> x" L. (2.14)
2 ' ox, ,Z::‘ b oox

i=1 j

Untuk menemukan nilai-nilai x SjH yang merupakan penyelesaian
persamaan (2.14), terlebih dahulu nilai x? diisi dengan sejumlah nilai
duga untuk j = 1,2, ..., k sedangkan nilai f; selanjutnya dapat dicari

dengan mempergunakan nilai-nilai xsj tersebut. Karena pada kasus

ini i =1, 2, ... , k maka terdapat sebanyak k persamaan yang berlaku
secara simultan sehingga terbentuklah sistem persamaan nonlinier
dengan k variabel yang belum diketahui nilainya yaitu xT1 untuk
i=1,2,.,k

i K of

D X[ —iaf NG =

o OX o 0K

Lo of . of

doxiE=f+) x5 =

= 0X =0

k.o of k of

xSk — s N st Tk (2.15)
jzzll ' ox ' ,Z:; ' ox



Pada metode Newton, nilai-nilai x Tl yang didapatkan hanyalah

merupakan pendekatan dari penyelesaian sistem persamaan (2.11)
sebab apabila nilai-nilai tersebut disubstitusikan ke dalam fungsi-
fungsi yang diberikan, hasil yang didapatkan ternyata tidaklah tepat

nol sebagaimana dikehendaki. Agar menjadi sedekat mungkin dengan
s+
j

perludisubstitusikan kembali ke dalam sistem persamaan (2.15) sebagai

solusi yang sesungguhnya, nilai-nilai x 3" yang baru saja didapatkan

xsj sehingga akhirnya didapatkan sejumlah nilai baru. Iterasi ini terus

dijalankan hingga nilai-nilai x; yang didapatkan konvergen menuju
nilai-nilai tertentu. Syarat henti yang biasa dipergunakan pada kasus

semacam ini adalah
S

S+1
Xj —Xj

S+1
Xj

= (2.16)

dengan ¢j ialah suatu konstanta tertentu yang dipilih sekecil mungkin
untuk j = 1, 2, ..., k. Pada akhir iterasi, nilai x Sj“ yang diperoleh akan

mengakibatkan nilai-nilai fungsi fi, fo, ... , fc menjadi sedekat mungkin
dengan nol seperti yang dikehendaki pada sistem persamaan (2.11).

2.7. Hukum Il Newton

Dalam salah satu volume bukunya yang berjudul Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, matematikawan Inggris Sir Isaac
Newton menyatakan bahwa besarnya percepatan yang dialami oleh
suatu benda yang bergerak berbanding lurus dengan besarnya gaya
yang dikenakan kepadanya dan arah percepatan itu mengikuti arah
gaya tersebut. Aturan yang terkenal dengan nama Hukum Il Newton
ini menerangkan hubungan antara besarnya gaya yang bekerja pada
suatu benda dengan besarnya percepatan yang akan dialaminya
akibat gaya tersebut. Misalkan sebuah benda yang memiliki massa
sebesar m mengalami percepatan sebesar a ketika ia dikenai gaya
sebesar F, maka benda yang sama akan mengalami percepatan
sebesar dua kali lipat jika gaya yang mengenainya sebesar dua kali
lipat gaya semula (Setford, 2001).

Apabila gaya, massa benda, dan percepatan yang dialami oleh
benda akibat gaya tersebut berturut-turut dinotasikan F, m, dan a4,
hukum gerak tersebut dapat dituliskan secara matematis sebagai
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F=ma. (2.17)

Apabila pada benda yang bersangkutan bekerja lebih dari satu gaya,
persamaan sebelumnya dapat dimodifikasi menjadi

XF=ma, (2.18)

dengan XF adalah paduan atau resultan seluruh gaya yang bekerja
pada benda tersebut. Persamaan ini berlaku secara umum pada setiap
benda, termasuk satelit yang bergerak cepat di sekeliling bumi.

2.8. Percepatan Gravitasi Bumi

Apabila sebuah benda berada pada jarak yang cukup dekat dari
pusat planet bumi, gaya gravitasi bumi akan turut mempengaruhi
gerakan benda tersebut. Pada umumnya pemodelan gerakan benda
menganggap percepatan gravitasi yang disimbolkan g sebagai sebuah
konstanta, akan tetapi pada kenyataannya besaran tersebut merupakan
sebuah fungsi yang bergantung pada ketinggian benda. Apabila
massa bumi, massa benda, dan jarak benda dari pusat bumi masing-
masing dinotasikan M, m, dan r (satuan SI) sedangkan G adalah
konstanta gravitasi yang besarnya 6,67 x 10" Nm'zkg’z, maka gaya
gravitasi antara benda dan bumi diformulasikan sebagai

XN (2.19)

r.2

Sesuai dengan persamaan (2.17), besarnya percepatan yang diakibatkan
oleh gaya gravitasi tersebut (dinotasikan g) ialah

Fe=mg, (2.20)
dengan
T L .21
r

Apabila persamaan (2.21) diterapkan pada kasus sebuah satelit
yang mengorbit pada ketinggian h dari permukaan air laut, maka r
yang terdapat pada persamaan tersebut adalah panjang jari-jari planet
bumi yang dinotasikan r. ditambah dengan h. Dengan demikian
persamaan (2.21) dapat ditulis ulang menjadi

M
(r, +h)’

Persamaan tersebut menunjukkan bahwa besarnya percepatan
gravitasi bumi yang dirasakan oleh suatu benda bergantung pada

10
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kuadrat jarak antara benda itu sendiri dan pusat bumi. Semakin tinggi
posisi suatu benda dari permukaan bumi, semakin jauh pulalah jarak
benda tersebut dari pusat bumi sehingga percepatan gravitasi bumi
yang dirasakan oleh benda itu akan semakin kecil (Parker, 1998).

2.9. Gaya Hambat Udara

Ketika ada sebuah objek yang melintas di dalam suatu medium,
medium tersebut akan memunculkan suatu gaya yang disebut sebagai
gaya hambat atau drag force yang bekerja pada arah yang berlawanan
dengan arah gerakan benda. Secara matematis, besarnya gaya hambat
(dinotasikan F,;) yang dialami oleh benda yang sedang bergerak
dengan area frontal A dan kecepatan v dalam suatu medium yang
mempunyai kerapatan p diformulasikan sebagai

Fi= % p CaAv% (2.23)

Pada persamaan tersebut, C4 atau koefisien drag merupakan suatu
nilai yang menggambarkan secara kasar kuantitas drag yang akan
dialami oleh suatu benda ketika ia bergerak menembus suatu medium
berupa fluida. Apabila dua objek yang memiliki area frontal sama
bergerak sama cepat dalam medium yang sama, maka objek dengan
nilai Cy4 yang lebih besar akan merasakan gaya hambat yang lebih
besar (Hansen, 2004). Koefisien drag dapat bernilai 1 atau lebih untuk
benda-benda kasar yang tidak memiliki desain streamline, sedangkan
untuk benda-benda yang lebih streamline nilai ini dapat lebih kecil
lagi. Sebagai contoh, sebuah truk biasa memiliki nilai C4 sekitar 0,6
sedangkan pesawat terbang Boeing 747 mempunyai nilai Cy sebesar
0,031. Nilai C4 yang dimiliki oleh sebuah satelit umumnya cukup
besar dan berkisar antara 2 dan 4 (Braeunig, 2007). Perkalian antara
koefisien drag dan area frontal sebuah benda disebut sebagai area
efektif dan disimbolkan Ae.

Apabila F; atau gaya hambat udara diuraikan menjadi komponen
horisontal dan vertikalnya yaitu Fgr dan Fgy maka formulasi yang
dipergunakan adalah sebagai berikut.

dengan vy dan vy masing-masing merupakan komponen horisontal
dan komponen vertikal vektor kecepatan v (Matthews, 2004).
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2.10. Kerapatan Atmosfer

Seperti tercantum pada persamaan (2.23), perhitungan nilai Fq
membutuhkan nilai p yang merupakan kerapatan medium tempat
benda bergerak. Pada kasus gerakan satelit, kerapatan yang dimaksud
adalah kerapatan atmosfer bumi. Nilai kerapatan atmosfer pada suatu
titik yang terletak di atas permukaan bumi ditentukan secara simultan
oleh ketinggian, temperatur, tekanan udara, fluks radiasi matahari,
dan indeks geomagnetik pada titik tersebut. Fluks radiasi matahari
didefinisikan sebagai kuantitas energi matahari yang diterima oleh
setiap satuan luas permukaan suatu benda pada setiap satuan waktu,
sedangkan indeks geomagnetik merepresentasikan kondisi medan
magnetik bumi yang sangat dipengaruhi oleh laju pancaran partikel-
partikel asing dari luar atmosfer. Nilai fluks radiasi matahari
bervariasi dari 65 hingga 300 SFU sementara indeks geomagnetik
berkisar antara nol saat aktivitas matahari berada pada titik minimum
hingga 400 ketika aktivitas matahari mencapai puncaknya. Pada saat
nilai indeks geomagnetik mencapai maksimum, medan magnet bumi
mengalami fluktuasi hebat yang dikenal sebagai badai geomagnetik
dan mampu menyebabkan peningkatan kerapatan atmosfer secara
signifikan (Admiranto, 2000).

o) (hgu) Rf =65, Ap=0

Rf=180, &p =200
Rf=300, &p =400

s 1071

10

4 10~

2w 10710

2w 107

1x 1070

ZIZIIZIIEIIIIEI ZSIIIIEIEIEI SIZIEIIEIEIEI 250000 00000 350000 \SIZIIZIIZIIZI]:EI\L i
Gambar 2.2. Grafik yang menunjukkan nilai kerapatan atmosfer pada
ketinggian 180 hingga 500 km dari permukaan air laut, diamati pada

kondisi solar minimum (Rf= 65 dan Ap = 0), solar mean (Rf =180 dan

Ap =200), dan solar maximum (Rf =300 dan Ap = 400)
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Formulasi yang dapat digunakan untuk menghitung kerapatan
atmosfer bumi adalah sebagai berikut.

(175-0.001h)(27-0.012(0.001h~200))
p= 6 x 10_106 900+25(Rf —70)+15 Ap (226)

dengan h, Rf, dan Ap berturut-turut adalah ketinggian diukur dari
permukaan air laut, fluks, dan indeks geomagnetik. Nilai kerapatan
atmosfer yang didapatkan dari formulasi tersebut mempergunakan
satuan SI (Kennewell, 1999).

Sebuah satelit yang beredar di atmosfer secara terus-menerus
akan merasakan hambatan yang diakibatkan oleh interaksi satelit itu
sendiri dengan molekul-molekul udara yang bertebaran di atmosfer.
Hal ini akan mengakibatkan berkurangnya ketinggian satelit tersebut
dari waktu ke waktu hingga akhirnya terjadilah peristiwa reentry.
Berdasarkan pengamatan, reentry satelit akan lebih cepat terjadi pada
saat aktivitas matahari mencapai titik maksimum. Peristiwa yang
disebut sebagai solar maximum ini terjadi setiap 11 tahun sekali, sama
dengan separuh lama siklus matahari (Handy, 2000).

2.11. Model Uji Satellite Progressive Decay

Selain menggunakan pendekatan matematis melalui perhitungan
secara numerik, penurunan ketinggian yang dialami oleh satelit di
antariksa dapat ditelusuri dengan memperhatikan perubahan energi
mekanik satelit yang bersangkutan. Metode ini dapat dipergunakan
untuk menggambarkan fenomena Satellite Progressive Decay tanpa
perlu melibatkan perhitungan yang terlampau rumit, dengan demikian
hasil yang dikehendaki dapat diperoleh dengan cukup mudah. Model
uji Satellite Progressive Decay yang disusun berdasarkan metode ini
mampu memprediksi waktu terjadinya reentry satelit dengan akurasi
yang dapat diandalkan, oleh sebab itu model tersebut dapat dijadikan
sebagai pembanding untuk memverifikasi model numerik.

Secara teoritis, besarnya perubahan energi mekanik suatu benda
sama dengan besarnya usaha yang diakibatkan oleh gaya-gaya yang
bekerja secara nonradial pada benda tersebut. Perubahan energi
mekanik ini dialami pula oleh setiap satelit yang beredar mengelilingi
bumi, bahkan penurunan ketinggian yang dialami oleh satelit ternyata
berhubungan erat dengan perubahan energi mekanik tersebut. Pada
gerakan satelit, satu-satunya faktor yang berpengaruh pada energi
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mekanik satelit adalah usaha yang ditimbulkan oleh gaya hambat
udara. Meskipun gaya gravitasi bumi juga bekerja pada satelit, gaya
tersebut bersifat radial sehingga tidak menghasilkan usaha dan tidak
menimbulkan pengaruh apapun terhadap energi mekanik satelit
(Bayart, 2006).

Besarnya perubahan energi mekanik satelit pada setiap revolusi
yang diakibatkan oleh eksistensi gaya hambat udara adalah

AE=-27ma Fy
=-2na(%pCaAvd)
=-npCiAar’, (2.27)

dengan AE, a, dan v berturut-turut menyatakan perubahan energi
mekanik satelit, radius orbit satelit, dan kecepatan edar satelit. Pada
konteks ini radius orbit didefinisikan sebagai jarak antara satelit dan
pusat bumi, dengan demikian panjang radius orbit kurang lebih sama
dengan panjang jari-jari bumi ditambah dengan ketinggian satelit
tersebut diukur dari permukaan air laut.

Selain dihitung berdasarkan usaha yang ditimbulkan oleh gaya-
gaya yang bekerja secara nonradial pada satelit, perubahan energi
mekanik satelit pada setiap revolusi dapat pula dihitung berdasarkan
penurunan radius orbit menurut persamaan

AE =Y a' mv® Aa, (2.28)

dengan Aa menyatakan besarnya perubahan radius orbit satelit pada
setiap putaran atau revolusi mengelilingi bumi. Dengan demikian,
besarnya penurunan ketinggian sebuah satelit pada setiap revolusi
dapat dihitung dengan mengolah persamaan (2.27) dan (2.28) sehingga
dihasilkan

-npCiAav*="%a' mv*Aa
& Aa=-2n pCaAa” m™. (2.29)

Kendati model uji Satellite Progressive Decay sebagaimana
tergambarkan pada persamaan (2.29) memiliki akurasi yang tinggi,
data yang dapat diperoleh dari persamaan tersebut hanyalah posisi
horisontal dan ketinggian satelit pada setiap putaran atau revolusi.
Dengan kata lain, posisi horisontal maupun vertikal satelit tidak dapat
diketahui sebelum satelit tersebut berhasil melakukan satu putaran
penuh pada orbitnya (Viereck, 2004).
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BAB IlI
HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Konstruksi Persamaan Satellite Progressive Decay

Untuk dapat mengetahui plot gerakan satelit di antariksa selama
masa edarnya terlebih dahulu perlu disusun sejumlah persamaan
diferensial biasa yang disebut sebagai persamaan Satellite Progressive
Decay. Persamaan ini dapat dikonstruksi berdasarkan analisis yang
dilakukan terhadap resultan gaya yang bekerja pada tubuh satelit
baik pada sumbu horisontal maupun vertikal.

Selama mengitari bumi pada ketinggian tertentu, gerakan sebuah
satelit dipengaruhi oleh dua gaya yang berbeda yaitu gaya gravitasi
bumi dan gaya hambat udara. Posisi horisontal dan vertikal satelit
ditentukan oleh resultan kedua gaya tersebut, oleh sebab itu perlu
dilakukan analisis terhadap resultan gaya yang bekerja pada satelit
baik pada sumbu horisontal maupun sumbu vertikal. Sebelum analisis
dilakukan, masing - masing gaya tersebut diuraikan terlebih dahulu
menjadi komponen - komponennya agar pengaruh gaya - gaya yang
bersangkutan terhadap gerakan satelit jelas terlihat.

3.1.1. Penguraian Vektor Kecepatan dan Gaya Hambat Udara

Beberapa besaran yang terlibat dalam gerakan sebuah satelit
yaitu kecepatan, gaya gravitasi, dan gaya hambat udara merupakan
besaran vektor, dengan demikian ketiganya dapat diuraikan menjadi
komponen horisontal dan vertikal. Untuk menyeragamkan pemberian
tanda pada komponen-komponen vektor tersebut selanjutnya akan
dipergunakan koordinat Cartesius kuadran satu sebagai standar
dengan mengikuti beberapa konvensi sebagai berikut.

1. Posisi awal satelit adalah pada sumbu y positif sementara sumbu
x merepresentasikan permukaan bumi.

2. Dalam koordinat Cartesius, gerakan satelit dianggap menuju ke
arah kanan yaitu mengikuti arah sumbu x positif.

3. Sumbu-sumbu pada koordinat Cartesius merupakan acuan untuk
mendeskripsikan arah komponen horisontal dan vertikal vektor-
vektor yang ada. Sebagai contoh, apabila komponen vertikal suatu
vektor mengarah ke bawah yaitu ke arah sumbu 1 negatif maka
komponen vektor tersebut menyandang tanda negatif.
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Sebagai langkah awal dalam menganalisis pengaruh kedua gaya
tersebut terhadap gerakan satelit, terlebih dahulu akan dilakukan
penguraian vektor kecepatan gerak satelit yang disimbolkan v menjadi
dua komponen yakni komponen horisontal (vx) dan komponen vertikal
(vy). Sesuai dengan persamaan (2.24) dan (2.25), komponen vertikal
dan horisontal gaya hambat udara yaitu Fgy dan Fax berturut-turut
dirumuskan sebagai

Fdx:%I/ZpCdAUxI'Ul. (32)

Karena satelit mengalami penurunan ketinggian secara terus-
menerus, vektor v, senantiasa mengarah ke bawah yaitu menuju pusat
bumi. Sesuai konvensi yang ada, hal ini mengakibatkan komponen
vektor tersebut menyandang tanda negatif. Dengan mempergunakan
aturan yang sama, karena vektor vy mengarah ke arah kanan sumbu
koordinat maka vektor tersebut menyandang tanda positif.

(a) (b)
Gambear 3.1. Ilustrasi penguraian vektor kecepatan (v) dan gaya hambat
udara (F4) menjadi komponen horisontal dan vertikal.

Karena gaya hambat udara bekerja pada arah yang berlawanan
dengan arah gerak benda, arah vektor gaya hambat (F;) senantiasa
bertolak belakang dengan arah vektor v. Hal ini menyebabkan arah
komponen horisontal gaya hambat (Fzy) berlawanan dengan arah
vektor vy sedangkan arah komponen vertikal gaya hambat (Fay)
berkebalikan dengan arah vektor v,. Dengan demikian, vektor Fiy
menyandang tanda negatif sementara F4y menyandang tanda positif.
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3.1.2. Analisis terhadap Resultan Gaya yang Bekerja pada Sumbu
Vertikal

Pada sumbu vertikal, gaya yang bekerja pada satelit adalah gaya
gravitasi F¢ yang mengarah ke bawah (menuju pusat bumi) serta
komponen vertikal gaya hambat F4, yang arahnya berlawanan dengan
vy. Secara simultan, Fg dan Fgy yang bekerja secara berlawanan akan
menimbulkan terdapatnya percepatan pada gerakan satelit secara
vertikal yang disimbolkan a,. Sesuai persamaan (2.17) dan (3.1) maka
diperoleh

Fay-Fg=may
<> ay = - (Fay- Fy)
< ay= L% pCiAvylv]|-g. (3.3)

Karena ay dan vy berturut-turut merupakan turunan pertama dan ke dua
dari vektor y yang merepresentasikan posisi vertikal satelit terhadap
waktu, persamaan (3.3) dapat pula dituliskan sebagai

d’y 1 dy (dy . (dsz
A T/ P N SN 0 (3.4)
dt>  2m P dt \[\ dt dt 2

Pada persamaan (3.4), ¢ menyatakan besarnya percepatan yang
diakibatkan oleh tarikan gravitasi bumi. Sebagaimana tercantum
pada persamaan (2.22), besarnya percepatan gravitasi ini bergantung
pada nilai y yaitu ketinggian satelit diukur dari permukaan air laut.
Di sisi lain, nilai p yang merupakan kerapatan atmosfer bumi juga
bergantung pada y seperti tertera pada persamaan (2.24). Dengan
demikian, baik ¢ maupun p dapat dituliskan sebagai suatu fungsi,
bukan sebagai sebuah konstanta. Apabila dibuat permisalan

k=15 CiA (3.5)

sedangkan percepatan gravitasi dan kerapatan atmosfer bumi pada
ketinggian y berturut-turut dituliskan g(y) dan f(y), persamaan (3.4)
dapat ditulis sebagai

Y ki)Y (dyj +(dxj gy (36)

dt? dt dt

dengan
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(175-0.001h)(27-0.012(0.001h—200))
fy)=6x10" 900+2.5(Rf=70)+1.5Ap

M
y)=6—-—.
ey
3.1.3. Analisis terhadap Resultan Gaya yang Bekerja pada Sumbu
Horisontal

Pada sumbu horisontal, satu-satunya gaya yang bekerja pada
benda adalah Fjx yang arahnya berlawanan dengan vy sehingga Fx
akan menimbulkan terdapatnya percepatan pada gerak benda secara
horisontal yang disimbolkan a,. Sesuai persamaan (2.17) dan (3.2)
maka diperoleh

Fix =m ax
= ax:#Fdx
& 1= % pCaA vy |v]. 3.7

Karena vy dan a, berturut-turut merupakan turunan pertama dan ke dua
dari vektor x yang merepresentasikan posisi horisontal satelit terhadap
waktu, persamaan (3.7) dapat pula dituliskan sebagai

d2x 1 dx [(dy)  (dx\®
EREA Ty $5) 0 N L (v \\J 3.8)
dt? 2m’0Cd dt [dtj +(dtj (

Dengan menggunakan permisalan (3.5) dan kenyataan bahwa p adalah
fungsi yang bergantung pada y, persamaan (3.8) selanjutnya dapat

ditulis sebagai

d?x dx |(dy) (dx)’

=kf(y)—.[| 2| +|=] - (3.9
dt? (y)dt (dtj (dt}

Secara simultan, persamaan (3.6) dan (3.9) berlaku pada gerakan
sebuah satelit yang mengorbit di sekeliling ekuator bumi dalam orbit
sirkular. Persamaan inilah yang disebut sebagai persamaan Satellite
Progressive Decay.

3.2. Skema Numerik Persamaan Satellite Progressive Decay

Penyelesaian persamaan Satellite Progressive Decay sukar untuk
ditentukan secara eksak sehingga alternatif yang dapat ditempuh ialah
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dengan mempergunakan metode numerik. Metode numerik yang
dipergunakan untuk mencari solusi dari persamaan tersebut adalah
metode Runge-Kutta orde empat untuk sistem persamaan diferensial
yang kemudian dilanjutkan dan diperbaiki dengan menggunakan
paduan antara metode Newton untuk sistem persamaan nonlinier dan
formulasi beda hingga sebagai pendekatan turunan fungsi.

3.2.1. Diskritisasi Temporal

Dalam memodelkan Satellite Progressive Decay, lebar domain
temporal (waktu) belum dapat diketahui pada awal pemodelan. Hal ini
dikarenakan batas akhir domain tersebut adalah momen ketika satelit
telah turun hingga mencapai ketinggian 180 km dari permukaan air
laut, padahal waktu terjadinya peristiwa ini belum dapat ditentukan
sebelum pemodelan dikerjakan secara tuntas. Meskipun demikian,
diskritisasi tetap dapat dilakukan dengan mengambil suatu ukuran
langkah tertentu (At) kemudian membentuk grid yang disusun secara
teratur berdasarkan titik awal yaitu ¢ = 0. Dari diskritisasi ini akhirnya
didapatkan sejumlah hingga titik yaitu ty, ¢, t,, ... dengan t, = rAt.

3.2.2. Metode Beda Hingga untuk Pendekatan Nilai Turunan
Fungsi

Pada diskritisasi temporal dengan mempergunakan metode beda
hingga, nilai turunan pertama fungsi x maupun y didekati dengan
beda hingga orde lima sedangkan turunan ke dua dari fungsi-fungsi
tersebut didekati dengan beda hingga orde empat. Untuk menghitung
pendekatan nilai turunan suatu fungsi pada suatu titik dibutuhkan
nilai fungsi tersebut pada lima atau enam titik berbeda.

3.2.2.1. Metode Beda Hingga untuk Pendekatan Nilai Turunan
Pertama

Untuk enam titik pertama dalam domain temporal, aproksimasi
nilai turunan pertama fungsi x dan y ditentukan berdasarkan nilai
fungsi tersebut pada enam titik pertama yaitu fo, t;, ty, 3, s, dan ts.
Ekspansi deret Taylor fungsi f(t) di sekitar keenam titik tersebut adalah

ft) = f(to + At)
= f(to) + (AN (t) + + (AEF (ko) + L(AEYF Vto)
+L (AN F (ko) + <= (AL’F O (ko) + O(AL°) (3.10)
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f(t) = f(to + 2A1)
= f(to) + 2(ADf(to) + 2(ALf ' (fo) + 5 (A1)’f P(to)
+2 (AN D(tg) + & (AD’FOty) + O(ALS) (3.11)
f(ts) = f(to + 3At)
= f(to) + 3(ADf(to) + 5 (AD’f (fo) + 5 (ALY O(to)
+2Z (A Dto) + SL(AL’F O (ty) +O(ALY) (3.12)
f(ts) = f(to + 4AD)
= f(to) + 4ADf (to) + 8(ALYf (fo) + 3 (AD’f Oto)
+3 DY Oto) + (A o) + O(AL) (3.13)
f(ts) = f(to + 5A1)
= f(to) + S(AD*(fo) + 2 (ALY’ (ko) + 2 (A’f Vty)
+25 (AL Dte) + L (A FOty) + O(AL). (3.14)

Formulasi beda hingga untuk mengaproksimasi nilai turunan pertama
fungsi f(t) di sekitar t = f, dengan menggunakan nilai fungsi tersebut
pada enam titik pertama dapat disusun dengan memperhatikan bentuk

Z‘lt:trzAlt(aof(to)+a1f(t1)+a2f(t2)+a3f(t3)+a4f(t4)+a5f(t5)). (3.15)

Ekspansi deret Taylor fungsi f’(tr) yang muncul pada ruas kiri bentuk
(3.15) adalah
[t =f(to + rAb)
= f(to) + (AR (fo) + 5 2 (AD)F Vto) + (A1) 'f Dko)
+L A (AD O k) + O(AF). (3.16)

Selanjutnya, substitusi ekspansi deret Taylor (3.10) hingga (3.14) ke
dalam ruas kanan bentuk (3.15) menghasilkan

i (aof(to) +ar f(h) +asf(ts) +as f(ts) +aa f(Ls) +asf(ts))
2 ﬁ((lo"'ﬂl +a2+a3+a4+a5)f(to) + (a4 +2a2+3g3+4a4+5a5)f7(t0)

+ (% a, +2ﬂ2+% as iy 8ﬂ4+ %ﬂs)(At)f”(to)
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+ (lal "‘iﬂz "‘233 +£a4+ g115)(At)2f(3)(t )

+(La+2a+2a+2 a,+ Las) At f O ko)

+ (s @+t ay+ 3l 4128 0, + B 0 (A FOt) + O(AF).  (3.17)
Dengan membandingkan suku-suku yang muncul pada persamaan

(3.16) dan (3.17) akhirnya diperoleh sistem persamaan linear dengan
enam variabel yaitu ay, a4, 4, a3, 44, dan as.

ﬂ0+ﬂ1+ﬂz+ﬂ3+ﬂ4+€l§:0
a +2a, + 3as + 4as+ S5as =1

Ta+2m+3 s+ 8ay+ Las=r

1 4 9 32 125 — 1

sty mtoat5as+ = =as= 572

1 2 27 32 625 1,3

TSt eatast Sras= r

1 128 625 —_ 1 .4

o M + a2+ 3T A TS as= 5T, (3.18)

Sistem persamaan ini dapat diselesaikan untuk menghasilkan koefisien-
koefisien yang dibutuhkan dalam formulasi beda hingga. Untuk r =
0,1,2,3,4, dan 5, formulasi beda hingga yang didapatkan adalah

dff _ —137f,+300f, —300f, +200f, 75, +12f, oY) (3.19)
dtft =t, 60AL

dff 12, Z65f, +120f, 60, +20f, 3%, 3 <) (3.20)
dtt=t, oAt

df|  _3f,—30f,—20f, +60f, ~15f,+2f, LO(AF) (3.21)
dtjt=t, i

dff  _—2f, +15f, —60f, +20f, +30f, -3f; LO(AF) (3.22)
dt|t=t, 60At

dff _ 3f,—20f,+60f, —120f, +65f, +12f, LO(AF) (3.23)
dt t :t4 60At

dff 126, +75%,~2007, +300F, ~3006, +137%, o ) (3 04
dtft =t, 60AL |

dengan f, = f(t;). Untuk r = 5, pendekatan nilai turunan pertama dapat
diperoleh dengan mempergunakan nilai-nilai fungsi tersebut pada ts
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itu sendiri dan lima titik sebelumnya. Kondisi ini dapat digeneralisasi
juga untuk nilai-nilai r yang lebih besar, dengan demikian untuk
r 2 5 rumus beda hingga yang dipergunakan adalah

df

dift=t

_ —12f_+75f_,—-200f _,+300f _,-300f _, +137f,
\ 12At

Persamaan (3.19) hingga (3.25) adalah formulasi beda hingga
yang dapat dipergunakan untuk menentukan pendekatan nilai turunan
pertama fungsi y maupun x secara numerik.

+O(Af%).  (3.25)

3.2.2.2. Metode Beda Hingga untuk Pendekatan Nilai Turunan ke
Dua

Seperti pada pendekatan nilai turunan pertama, aproksimasi
nilai turunan ke dua dari fungsi x dan y untuk enam titik pertama
dalam domain temporal ditentukan berdasarkan nilai fungsi tersebut
pada enam titik pertama yaitu ty, t, f, t3, f4, dan t5s. Formulasi beda
hingga untuk mengaproksimasi nilai turunan ke dua fungsi f(f) di

sekitar f = ¢, dengan mempergunakan nilai fungsi tersebut pada enam
titik pertama dapat disusun dengan memperhatikan bentuk

&t afkraf@rafb)rafbraft)ratt) ;o
dt* |t=t, (At)?
Ekspansi deret Taylor fungsi f’(f,) pada ruas kiri bentuk (3.26) adalah
fr)=f(E +rap)
= £2(1%) + r(AFIE) +L P (A F D)
+L A O + O(ALY. (3.27)

Selanjutnya, substitusi ekspansi deret Taylor (3.10) hingga (3.14) ke
dalam ruas kanan bentuk (3.26) menghasilkan

(A}[)z (aof(to) +aif(h) +arf(t) +as f(ts) +asf(ts) +asf(ts))

_ ,ta +a, +a,+a, +a; fto) + a, +2a, +3a, +4a, +5a
(At)? At

> f(k)
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+ (3 +20,+3 a3+ 8as+ 2 as) f77(t)

T (hmtd a5 ayt 2 a+ Zag)(ADfOt)

+H(Fmt3 az+—a3 +32 ay+ Fas)(At) f (ko)

+ (g 0 s G2 g @y H U 4y + 52 as)(AL) () + O(ALY).  (3.28)
Dengan membandmgkan suku-suku yang muncul pada persamaan

(3.27) dan (3.28) akhirnya diperoleh sistem persamaan linear dengan
enam variabel yaitu ay, a4, a,, a3, 44, dan as.

ﬂo+ﬂ1+ﬂ2+€l3+ﬂ4+ﬂ5:0
a +2a, +3az +4a,+5a5=0
Tm+2m+3a3+8as+ 2as=1

1 2 27 32 625 [ |
e TSt ot ast a5 =

128 625 - 3
+ a2+ st At as = (3.29)

T2 s
Sistem persamaan ini dapat diselesaikan untuk menghasilkan koefisien-
koefisien yang dibutuhkan dalam formulasi beda hingga. Untuk r =

0,1,2,3,4, dan 5, formulasi beda hingga yang didapatkan adalah

d’f) _45f0—154f1+214f2—156f3+61f4—10f5+O(Af4) (3.30)
det [t =t, 1At) '

2

d*f :10f0—15f1—4f2+124f3—6f4+f5+o(Af4) (3.31)
dt* |t=t, 12(At)

2 — —_— p—

d_;‘ _—fy+16f, 3Of22+16f3 f4+O(Af4) (3.32)
dt’ [t=t, 12(At)

2

g _—fi+16f, 30f32+16f4 f5+O(Af4) (333)
dt* [t=t, 12(At)

2 — f— —

g” _ f,—6f +14f, 4f§ 15f4+10f5+O(Af4) (3.34)
dt |t =t, 12(At)

d’f|  —10f, +61f, —156f, +214f, —1 54f, +45f

S +OAfY  (3.35)

23

dfft=t 1At



dengan f; = f(t;). Untuk r = 5, pendekatan nilai turunan ke dua dapat
diperoleh dengan mempergunakan nilai-nilai fungsi tersebut pada t;
itu sendiri dan lima titik sebelumnya. Kondisi ini dapat digeneralisasi
juga untuk nilai-nilai r yang lebih besar, dengan demikian untuk
r 2 5 rumus beda hingga yang dipergunakan adalah

o’ f
df jt=

—10f,_,+61f,_,—156f,_, +214f_, ~154f _, +45f
4 1Aty

Persamaan (3.30) hingga (3.36) adalah formulasi beda hingga
yang dapat dipergunakan untuk menentukan pendekatan nilai turunan
ke dua fungsi ¥ maupun x secara numerik

LLO(AfY).  (3.36)

3.2.3. Perhitungan Nilai Fungsi pada #,, ,, t3, t;, dan s

Untuk menentukan nilai fungsi ¥ maupun x pada sejumlah titik
pertama dalam domain temporal yaitu t,, t,, t3, ts4, dan ts digunakan
metode Runge-Kutta orde empat yang kemudian diperbaiki dengan
memanfaatkan metode Newton.

3.2.3.1. Metode Runge-Kutta sebagai Aproksimasi Awal

Pada dasarnya persamaan (3.9) dan (3.6) berturut-turut dapat
dinyatakan dalam bentuk yang lebih sederhana yaitu

d dx dy
dt( ) Ql(’ TS dtj Gt
d (dy dx dy
dt[ ) Qz(’ ’ ’dt’dtj’ Gz
dengan syarat awal
x(0)=0
x'(0) = Vx,
¥(0) =yo
¥ (0) = V.

Apabila diterapkan dalam algoritma Runge-Kutta, persamaan (3.37)
dan (3.39) hanya akan menghasilkan nilai-nilai fungsi x” dan y’. Agar
nantinya dapat dihasilkan pula nilai-nilai fungsi x dan y pada setiap
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iterasi, perlu disusun dua buah persamaan baru sebagai pelengkap

yaitu
dx dy) dx
=2 3.39
Q[’ RArTE dtj dt 50
dx dy)_dy 3.40
Q4[”’dt dtj dt .30)

Bertolak dari syarat awal yang diberikan, nilai fungsi x’, ¥, x, maupun
ypada t, f, 3, t4, dan ts dapat dihitung dengan menggunakan metode
Runge-Kutta orde empat menurut formulasi

dx = % + £ (ki + 2k + 2ks; +kay) (3.41)

dtjt=t,, dt|t=

%'t L ‘:j_i"t % L+ 2+ 2nthas)  (3.42)

Xre1 = Xp + ¢ (kis + 2ko3 + 2ks 3 + Ky 3) (3.43)

Yre1 = Yr + ¢ (kg + 2k + 2ks 4 + Ky 4), (3.44)
dengan

kij=(ADQj (tr, X1, Yr, (), (¥)r)
koj = (ADQj(tr+ 2 AL, X+ Y2 ki1, yr+ 2k o, (X)) + 2 ki3, (Y ) + 2k 4)
ksj=(AHQj(tr+ V2 AL, xr+ 2 ko, yr+ 2 kon, (X ) + 2 ko3, (Y )+ V2 kos)
4j = (ADQj(tr+ AL, xr ks 1, yr T ks, (X)) +k3 3, (Y )rtks.4)
untuk j =1, 2, 3, dan 4.
3.2.3.2. Metode Newton untuk Memperbaiki Hasil Aproksimasi
Sebelumnya

Nilai-nilai fungsi x’, y’, x, maupun y pada t,, t,, t3, t4, dan ts yang
sebelumnya telah diperoleh dengan mempergunakan metode Runge-
Kutta orde empat kemudian diperbaiki dengan menggunakan metode
Newton. Apabila dimisalkan

U(t)—d X (dyj +[dXJ (3.45)
dt dt
V(t)=‘;ty Kt (y) (‘;{j +(‘;fj fg(y).  (3.46)
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maka diperoleh
Ut =0 (3.47)
V(t)=0. (3.48)
Dengan demikian, setiap solusi yang memenuhi persamaan (3.45)
dan (3.46) haruslah memenuhi pula persamaan (3.47) dan (3.48).
Untuk menghitung pendekatan nilai fungsi U dan V pada ¢, £,
t3, t4, dan ts, formulasi beda hingga yang telah diperoleh pada langkah

sebelumnya disubstitusikan pada turunan pertama dan ke dua yang
bersesuaian pada persamaan (3.49) dan (3.50) berikut ini.

d’x d d ! (d 3
()dﬁmﬁJm] ERT
_dy
V(tr)_dtz t:tr+g(yr)

dy © [ 2 3.50
(y)dtt t\/[dttth J{dtt:t,J ' (320

Substitusi persamaan (3.19) hingga (3.23) dan (3.30) hingga
(3.34) ke dalam persamaan (3.45) dan (3.46) akan menghasilkan
rumus pendekatan nilai fungsi U(t,), U(ty), U(t,), U(t3), U(ts), V(t),
V(t), V(t,), V(t;), dan V(t;) yang masing-masing melibatkan nilai
Xo, X1, X2, X3, X4, dan xs serta yo, Y1, Y2, Y3, Vs, dan ys. Karena nilai x,
dan 1y, telah diberikan sebagai kondisi awal, kesepuluh rumus
pendekatan nilai fungsi U dan V membentuk suatu sistem persamaan
nonlinear dengan sepuluh variabel yang belum diketahui nilainya
yaitu Xy, X, X3, X4, dan xs serta yi, 12, Y3, Y4, dan ys.

Sesuai dengan bentuk (2.15), sistem persamaan yang dihasilkan
adalah sebagai berikut

X; =X] JZ:‘y‘ay

1
~ Zys+
Xj_X j=1 ay]

5

S
= ‘ax

=U’ +sz+1
j=1

S

Yi =Y
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: Savl
j=1
5 oV, 5
=V + 3y ys+1 (3.51)
I JZ_:‘JaxX—X JZ:‘ ayyl_yl
dengan i = 0, 1, ... , 4 dan U; = U(#). Sistem persamaan ini dapat
pula dituliskan dalam bentuk perkalian matriks
DV =0+
sov'=0v -0
S¥l-y_ o' o (3.52)
dengan
al A,
X=X X=X (Y=Y K [%=Ys
d= X Xlles 0,8 X5=X§ W, y1=y1S %Ys yszyss
My . N Mo, o £
a(l)(}:)(ls @(5X5=X§ W, Y=Y ¥; y'szysS
Ny ] Ny K5ad
@(1)(1=)¢ @(5)(5:)(55 W Y=Y Y Ys=Y;
X; Us
1};5 — XSS QS . U:
Yy Vy
ys vy

Pada matriks @, nilai turunan fungsi dihitung dengan menggunakan
beda hingga orde empat sebagai berikut
of C,,—8C,, +8¢C

= r-1 ri1 ~Crin 4
o —y L O(AC (3.53)
ocic=c, 12Ac (4c)
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Untuk s = 0, nilai x;, x», X3, X4, dan xs serta vy, V2, V3, Vs, dan ys yang
diisikan pada matriks ¥° adalah nilai-nilai yang telah didapatkan
menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. Perhitungan dengan
mempergunakan persamaan (3.52) untuk menghasilkan matriks ¥
dilakukan secara terus-menerus hingga nilai x;, x5, x3, X4, dan x5 serta
Y1, Y2, V3, Vs, dan ys yang didapatkan konvergen menuju nilai-nilai
tertentu. Dengan demikian, perulangan tersebut dapat dihentikan jika
matriks ¥ telah cukup menyamai ¥°. Dalam hal ini, kondisi

|‘I’SH - ‘Ifs| < 0.01% ¥*"' sudah cukup memadai sebagai syarat henti.

3.2.4. Perhitungan Nilai Fungsi pada ¢, dengan r > 5

Untuk menentukan nilai fungsi ¥ maupun x pada titik-titik
berikutnya dalam domain temporal kembali dipergunakan metode
Runge-Kutta orde empat yang kemudian diperbaiki memanfaatkan
metode Newton. Pada tahap ini, formulasi beda hingga yang
disubstitusikan pada turunan pertama dan ke dua yang bersesuaian
pada persamaan (3.49) dan (3.50) adalah persamaan (3.24) dan
(3.36). Proses substitusi ini akan menghasilkan rumus pendekatan
nilai fungsi U(#,) dan V(%) yang masing-masing melibatkan nilai x;.s,
Xr-4y X135 Xr-2, Xr-1, dan X; serta Yr.s, Yr-a, Yr-3, Yr-2, Yr-1, dan y;. Karena
nilai x5, Xr-4, Xr-3, Xr-2, dan x| serta yr.s, Yr.4, Yr-3, Yr-2, dan y,.; untuk
r > 5 telah didapatkan melalui iterasi sebelumnya, rumus pendekatan
nilai fungsi U(#,) dan V(f,) akan membentuk sistem persamaan
nonlinear dengan dua variabel yang belum diketahui nilainya yaitu x;
dan y;.

s Yr s 9Ys

“ox, X, =x "oy |y, =Y

=UrS+XrS+laur S_i_yrs+laur .
8XI‘ Xr = Xr 8yr yr = yr

ez Ly oV,

TOX X =% TN Oy |V =Yr

=V® +xﬁ”% + f“% (3.54)
OX, | X, = X; VY =Yy
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dengan r > 5 dan U; = U(#). Dari sistem tersebut akhirnya diperoleh
bentuk

-1

ou, ou,
[X?]J:(Xf}_ X, |Xe =X0 0¥, |Yr =Yy (UfJ (3.55)
v ) lye) | v, v, A
OXe [Xp =X; 0¥ |Yr =Y,
yang pada akhirnya menghasilkan
u, L -V, .
5y o, o, (3.56)

r L aUr aVr _ aUr 8Vr
6Xr ayr ayr aXr Xr = Xf’yr - yf
—u . +V o,

sl _ s Rite K'3* £4 . 357
au, &V, au, av,

) X, = Xf’yr 7 yrS

Xs+1 _ Xs

r r

S+l S
yr ) yr

lebih kecil dari batas henti yang dikehendaki, untuk hal ini pemilihan
syarat henti

Iterasi ini terus dilakukan hingga nilai

maupun

S+l

Y _yI?

S+l
"

S+1
r

<10y

4 S+l

S .
X=X <107%;

sudah cukup memadai.

Ketika nilai y, kurang dari atau sama dengan 180000 meter, ini
menandakan bahwa satelit telah mengalami reentry. Perhitungan
nilai fungsi x, dan y, dihentikan pada kondisi ini dan masa aktif satelit
tersebut dapat ditaksir dengan memperhatikan nilai akhir £;.
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3.3. Algoritma dan Flowchart Skema Numerik Persamaan
Satellite Progressive Decay

Algoritma skema numerik untuk menyelesaikan persamaan
Satellite Progressive Decay adalah sebagai berikut.

Input

Output :

: m (massa satelit)

C4 (koefisien drag satelit)

A (area satelit yang menghadap arah gerakan)

At (lebar grid temporal)

Xo (posisi horisontal awal satelit)

o (ketinggian awal satelit)

Vxo (kecepatan horisontal awal satelit)

Vo (kecepatan vertikal awal satelit)

Rf (fluks radiasi matahari)

Ap (indeks geomagnetik)

Xr (posisi horisontal satelit pada ¢, diukur dari posisi awal)

yr (ketinggian satelit pada t» diukur dari permukaan air laut)
t (taksiran waktu terjadinya reentry)

Langkah-langkah :

Langkah 1: untuk r = 1, 2, ... , 5 nilai fungsi x, dan y, dihitung

menggunakan metode Runge-Kutta orde empat dengan
memanfaatkan syarat-syarat awal sebagai titik tolak

Langkah2: untuk i = 1, 2, ..., 5 danj = 1, 2, ..., 5, hitung nilai

ou, dU, oV, oV, .
—t 1t ' dan ——' dengan menggunakan nilai-
ox; 0y oK, i

nilai fungsi xr dan y, yang telah didapatkan

Langkah 3 : bentuk matriks @, ¥, dan Q berdasarkan nilai-nilai

fungsi x, dan yr yang telah didapatkan

Langkah 4 : selesaikan sistem persamaan

30

S+1

=0l O

untuk mendapatkan nilai-nilai fungsi xr dan y» baru



Langkah 5 : apabila

s+1 S+1

o9 > 10t W

lakukan kembali langkah 2 hingga 4

Langkah 6 : apabila nilai y, untuk r terbesar masih lebih dari 180 km
lakukan langkah 7 hingga 10

Langkah 7: untuk r > 5 nilai x, dan y, dihitung menggunakan

metode Runge-Kutta orde empat dengan memanfaatkan

nilai-nilai fungsi pada waktu sebelumnya sebagai titik
tolak
Langkah 8 : hitung nilai 86_U dan 9y dengan menggunakan nilai-
X
nilai fungsi xr dan y, yang telah didapatkan

Langkah 9 : hitung nilai-nilai fungsi x» dan y» baru menurut rumus

oJ, ou,
XY (%) | o (X=X dy Y =Yr | (U]
yf+l \ yrs avl' avr VI'S
OX, [Xp =X; Oy [Y, =VYr
Langkah 10 : apabila
ys+l _ ys > 104 ys+1
Xs+l _ Xs > 10.4 Xs+l

lakukan kembali langkah 8 dan 9
Langkah 11 : plot nilai-nilai x, dan y» yang telah didapatkan

Langkah 12 : prediksi waktu terjadinya reentry berdasarkan nilai t,
untuk 7 terakhir

Langkah 13 : selesai
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Flowchart skema numerik untuk menyelesaikan persamaan
Satellite Progressive Decay adalah sebagai berikut.

Input
m, Ca, A, At, xo, Yo, Vxo, Vo, Rf, Ap

Metode Newton
S+1 S - S
=¥ .p'Q

b4
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tidak

yr> 180 km

A

ya

Runge-Kutta

tidak

Plot Hasil

v

Output
tr, List (Xr, Yr)

end

Gambar 3.2. Flowchart skema numerik persamaan
Satellite Progressive Decay

33



3.4 Analisis dan Interpretasi Solusi Numerik Persamaan Satellite
Progressive Decay

Dengan mempergunakan skema numerik yang telah dikonstruksi,
solusi numerik persamaan Satellite Progressive Decay dapat diperoleh
untuk tiap-tiap kasus. Keluaran yang dihasilkan melalui skema tersebut
antara lain posisi horisontal dan vertikal satelit dari waktu ke waktu
yang selanjutnya dapat dipergunakan untuk memperkirakan waktu
terjadinya peristiwa reentry. Untuk mengetahui pengaruh masing-
masing besaran yang terlibat dalam persamaan Satellite Progressive
Decay seperti massa, area frontal, koefisien drag, serta fluks radiasi
matahari dan indeks geomagnetik terhadap pergerakan satelit, berikut
ini akan ditunjukkan hasil yang diperoleh dari skema numerik dengan
melakukan berbagai variasi pada nilai besaran-besaran tersebut.

3.4.1 Pengaruh Massa Satelit terhadap Gerakan Satelit dan
Woaktu Terjadinya Reentry

Seperti tercantum pada persamaan (3.3) dan (3.7), besarnya
percepatan (atau perlambatan) yang dialami oleh sebuah satelit pada
orbitnya turut dipengaruhi oleh massa dari satelit tersebut. Untuk
mengetahui pengaruh massa terhadap pergerakan satelit di angkasa
beserta masa aktifnya, berikut ini ditunjukkan hasil yang diperoleh
dari skema numerik dengan beberapa nilai massa berbeda. Satelit yang
dipergunakan pada kasus ini memiliki area frontal 1 m?®, koefisien
drag sebesar 2,2, dan ketinggian awal 300 km. Diasumsikan pula
bahwa simulasi ini dijalankan pada kondisi ketika aktivitas matahari
mendekati titik minimum dengan Rf = 70 dan Ap = 0.

Ketinggian (meteT) m=200kg

200000 m = 150 kg
m=100kg

Z&0000

ZG0000

E40000

Zz0000
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Gambar 3.3. Plot gerakan satelit dengan massa 100, 150, dan 200 kg pada
o kondisi A = 1 m’, Cs=2,2, yo =300 km, Rf=70 dan Ap =0
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Gambar 3.4. Plot ketinggian satelit dengan massa 100, 150, dan 200 kg
pada kondisi A = 1 m’, Ci=2.2, Yo =300 km, Rf = 70 dan
Ap=0

Gambar 3.3 dan 3.4 menunjukkan bahwa massa sebuah satelit
menentukan masa aktifnya di angkasa. Semakin besar massa satelit,
semakin lama pulalah masa aktifnya. Untuk satelit dengan massa
200 kg, peristiwa reentry baru akan terjadi pada hari ke-44 yaitu
setelah satelit tersebut menempuh jarak horisontal lebih dari 27 juta
kilometer yang kira-kira dicapai dalam 674 kali revolusi mengitari
planet bumi. Untuk satelit-satelit yang memiliki massa lebih kecil,
peristiwa reentry akan terjadi lebih cepat dan jarak horisontal yang
dapat ditempuh oleh satelit sebelum memasuki periode nonaktif jauh
lebih pendek. Sebagaimana tertera pada Gambar 3.4, satelit dengan
massa 150 dan 100 kg masing-masing mengalami reentry pada hari
ke-33 dan ke-22 semenjak satelit tersebut dioperasikan pada orbitnya
di antariksa.

Pengaruh massa satelit terhadap masa aktifnya dapat dijelaskan
dengan mempergunakan fakta sederhana bahwa benda yang memiliki
massa lebih besar mampu mengatasi hambatan udara dengan lebih
baik. Seperti seringkali teramati di alam, benda-benda yang massanya
tidak cukup besar dapat dengan mudah dipengaruhi oleh hantaman
yang ditimbulkan oleh wudara sehingga benda tersebut akan
terombang-ambing dalam gerakannya. Secara teoritis, gerakan sebuah
satelit yang mampu mengatasi hambatan udara dengan baik dapat
menyamai gerakan benda yang menempuh lintasan sirkular pada
ruang hampa. Pada kasus semacam ini, gerakan satelit itu sendiri
dapat mengimbangi tarikan gravitasi bumi sehingga radius orbit

35



sirkular tersebut hampir tidak mengalami perubahan. Apabila massa
sebuah satelit tidak cukup besar, pengaruh hambatan udara terhadap
satelit itu akan cukup besar pula sehingga pengaruh gravitasi bumi
tidak dapat diimbangi oleh gerakan satelit. Hal ini mengakibatkan
ketinggian satelit itu berkurang lebih cepat dan mengalami reentry
dalam waktu yang lebih cepat pula.

3.4.2 Pengaruh Area Frontal dan Koefisien Drag terhadap
Gerakan Satelit dan Waktu Terjadinya Reentry

Menurut persamaan (2.23), besarnya gaya hambat udara yang
diderita oleh suatu benda ditentukan oleh hasil perkalian antara area
frontal dan koefisien drag yang disebut sebagai area efektif. Untuk
mengetahui pengaruh besarnya area efektif terhadap pergerakan
satelit di antariksa beserta masa aktifnya, berikut ini ditunjukkan
hasil yang diperoleh dari skema numerik dengan beberapa nilai Ae
berbeda. Satelit yang dipergunakan pada kasus ini adalah satelit
dengan massa 100 kg dan ketinggian awal 300 km. Diasumsikan pula
bahwa simulasi ini dijalankan pada kondisi ketika aktivitas matahari
mendekati titik minimum dengan Rf = 70 dan Ap = 0.
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Gambar 3.5. Plot gerakan satelit dengan area efektif 2,2, 2,5, dan 2,8 m’
pada kondisi m = 100 kg, yo =300 km, Rf =70 dan Ap =0
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Gambar 3.6. Plot ketinggian satelit dengan area efektif 2,2, 2,5, dan 2,8
m” pada kondisi m = 100 kg, yo = 300 km, Rf = 70 dan
Ap=0

Gambar 3.5 dan 3.6 menunjukkan bahwa area efektif sebuah
satelit menentukan masa aktifnya di antariksa. Semakin luas area
efektif sebuah satelit, semakin pendeklah masa aktifnya. Untuk satelit
dengan area efektif 2,2 m*, reentry baru akan terjadi pada hari ke-22
sedangkan untuk satelit-satelit yang memiliki area efektif lebih luas,
peristiwa reentry justru akan terjadi lebih cepat dan jarak horisontal
yang dapat ditempuh oleh satelit sebelum memasuki periode nonaktif
jauh lebih pendek. Sebagaimana tertera pada Gambar 3.6, satelit
dengan area efektif 2,5 dan 2,8 m’ masing-masing mengalami
peristiwa reentry pada hari ke-17 dan ke-19 semenjak satelit tersebut
dioperasikan pada orbitnya di angkasa.

Pada benda yang melakukan gerakan di atmosfer, gaya hambat
udara bekerja pada setiap satuan luas dari area frontal benda tersebut.
Semakin luas permukaan benda yang menghadap arah gerakan,
semakin besar pulalah hambatan udara yang dirasakan oleh benda
tersebut. Hal serupa terjadi pula apabila nilai koefisien drag yang
dimiliki oleh benda tersebut semakin besar. Untuk satelit-satelit yang
memiliki area frontal dan koefisien drag cukup besar, gaya hambat
udara yang diderita oleh satelit akan cukup besar pula sehingga
gerakan satelit tidak dapat mengimbangi tarikan gravitasi bumi. Hal
ini mengakibatkan ketinggian satelit tersebut berkurang lebih cepat
dan mengalami reentry dalam waktu yang lebih cepat pula.
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3.4.3 Pengaruh Aktivitas Matahari terhadap Gerakan Satelit
dan Waktu Terjadinya Reentry

Menurut persamaan (2.23), besarnya gaya hambat udara yang
diderita oleh suatu benda bergantung pada kerapatan atmosfer bumi
sementara kerapatan atmosfer itu sendiri dipengaruhi oleh besarnya
fluks radiasi matahari dan nilai indeks geomagnetik. Pada dasarnya,
kedua besaran tersebut merepresentasikan efek aktifitas matahari
terhadap atmosfer dan medan magnet bumi. Apabila aktivitas matahari
berada pada titik maksimum, nilai kedua besaran tersebut mencapai
maksimum pula. Fluks radiasi matahari dan indeks geomagnetik baru
akan mengalami penurunan ketika aktivitas matahari berangsur-
angsur mencapai titik minimum.

Untuk mengetahui pengaruh aktivitas matahari terhadap gerakan
satelit di antariksa beserta masa aktifnya, berikut ini ditunjukkan hasil
yang diperoleh dari skema numerik dengan beberapa nilai Rf dan Ap
berbeda. Satelit yang dipergunakan padakasus ini adalah satelit dengan
massa 100 kg, area frontal 1 m’, koefisien drag sebesar 2,2, dan
ketinggian awal 300 km.

Ketinggian (meter)
200000 Rf=865Ap=0

Rf=180, &p =200
Rf =300, Ap = 400
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Gambar 3.7. Plot gerakan satelit dengan m = 100 kg, A =1 m%, Ci=22,
Yo = 300 km pada kondisi solar minimum (Rf = 65 dan
Ap = 0), solar mean (Rf = 180 dan Ap = 200), dan solar
maximum (Rf =300 dan Ap = 400)
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Gambar 3.8. Plot ketinggian satelit dengan m=100kg, A=1m’ C;=2,2,
Yo = 300 km pada kondisi solar minimum (Rf = 65 dan
Ap = 0), solar mean (Rf = 180 dan Ap = 200), dan solar
maximum (Rf =300 dan Ap =400)

Gambar 3.7 dan 3.8 menunjukkan bahwa aktivitas matahari
memiliki pengaruh yang cukup signifikan terhadap masa aktif sebuah
satelit yang tengah mengorbit pada ketinggian tertentu di angkasa.
Sesuai dengan hasil pengamatan, satelit akan lebih cepat mengalami
reentry ketika aktivitas matahari mencapai titik maksimum. Untuk
Rf = 70 dan Ap = 0 (solar minimum), peristiwa reentry baru akan
terjadi pada hari ke-23 sedangkan untuk kondisi ketika aktivitas
matahari mulai menunjukkan adanya peningkatan, peristiwa reentry
justru akan terjadi lebih cepat dan jarak horisontal yang dapat
ditempuh oleh satelit sebelum memasuki periode nonaktif jauh lebih
pendek. Sebagaimana tertera pada Gambar 3.8, satelit yang beredar
pada kondisi solar mean (Rf= 180 dan Ap =200) dan solar maximum
(Rf =300 dan Ap = 400) masing-masing hanya mampu bertahan di
angkasa hingga hari kelima dan kedelapan semenjak satelit tersebut
dioperasikan di antariksa.

Menurut persamaan (2.26), nilai Rf dan Ap memang merupakan
dua faktor yang berpengaruh pada besarnya kerapatan atmosfer pada
ketinggian tertentu. Jika aktivitas matahari mengalami peningkatan
yang ditandai dengan bertambahnya nilai fluks radiasi matahari dan
indeks geomagnetik, kerapatan atmosfer juga akan turut meningkat
sehingga gaya hambat udara yang dirasakan oleh satelit akan
bertambah pula. Hal ini merupakan alasan mengapa masa aktif satelit
yang mengorbit di atmosfer pada kondisi solar maximum jauh lebih
pendek daripada masa aktif satelit yang beredar pada kondisi solar
minimum.
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3.5 Verifikasi Skema Numerik

Verifikasi skema numerik persamaan Satellite Progressive Decay
dilakukan dengan membandingkan solusi uji yang didapatkan
melalui persamaan (2.29) dan solusi numerik yang diperoleh melalui
penerapan metode Runge-Kutta orde empat dan metode Newton.
Verifikasi skema numerik ini dilakukan untuk menunjukkan bahwa
penyelesaian numerik yang diperoleh adalah benar dan mampu
merepresentasikan peristiwa yang terjadi di dunia nyata dengan
akurasi yang dapat diandalkan. Meskipun solusi uji hanya
memberikan data mengenai posisi horisontal dan ketinggian satelit
pada setiap revolusi, solusi tersebut tetap dapat digunakan sebagai
pembanding karena waktu yang diperlukan oleh Satelit Orbit Rendah
untuk melakukan satu kali revolusi jauh lebih kecil daripada nilai At
yang digunakan pada skema numerik. Sebagai contoh, satelit dengan
ketinggian 300 km memerlukan waktu 0,0625 hari untuk melakukan
satu kali revolusi. Semakin rendah posisi suatu satelit, waktu yang
diperlukan untuk melakukan satu kali revolusi juga semakin pendek.

Berikut ini ditunjukkan perbandingan antara solusi numerik dan
solusi uji untuk kasus satelit NMAD CTI-5 dengan massa 100 kg, area
frontal 1 m?, dan koefisien drag sebesar 2,2 yang dioperasikan pada
ketinggian awal 300 km dalam kondisi solar minimum (Rf = 70 dan
Ap = 0). Dalam analisis komparatif ini dipergunakan nilai At atau
ukuran langkah yang berbeda-beda yaitu 1, 0,75. 0,5, dan 0,25 untuk
mengamati akurasi solusi numerik yang dihasilkan.
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Gambar 3.9. Verifikasi solusi numerik terhadap solusi uji untuk plot
ketinggian satelit NMAD CTI-5 dengan m = 100 kg,
A=1m* Cs= 2,2, y0=300 km, Rf=70, Ap=0, dan At=1
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Gambar 3.10. Verifikasi solusi numerik terhadap solusi uji untuk plot
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ketinggian satelit NMAD CTI-5 dengan m = 100 kg,
A=1m’, C4=2.2, yo = 300 km, Rf = 70, Ap = 0, dan
At=10,75
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Gambar 3.11. Verifikasi solusi numerik terhadap solusi uji untuk plot

ketinggian satelit NMAD CTI-5 dengan m = 100 kg,
A=1m’, C;=2.2, yo = 300 km, Rf = 70, Ap = 0, dan
At=0,5
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Gambar 3.12. Verifikasi solusi numerik terhadap solusi uji untuk plot
ketinggian satelit NMAD CTI-5 dengan m = 100 kg,
A=1m’, Ci=2,2, yo = 300 km, Rf = 70, Ap = 0, dan
At=0,25

Gambar 3.9 hingga 3.12 menunjukkan bahwa untuk kasus
yang sama, penggunaan nilai ukuran langkah yang semakin kecil
menghasilkan penyelesaian numerik dengan akurasi yang semakin
baik dan plot ketinggian yang dihasilkan mampu mendekati peristiwa
sebenarnya di dunia nyata yang direpresentasikan oleh plot uji.
Untuk masing-masing nilai Af yang dipergunakan, waktu terjadinya
reentry dapat diperkirakan dengan menginterpolasi sejumlah data
terakhir yang dihasilkan melalui skema numerik sehingga masa aktif
satelit dapat diketahui pula. Sebagai pembanding, massa aktif yang
didapatkan melalui model uji untuk kasus ini ialah 22,3521 hari.

Gambar 3.9 hingga 3.12 menunjukkan pula bahwa untuk kasus
yang sama, penggunaan nilai At atau ukuran langkah yang semakin
kecil menghasilkan penyelesaian numerik yang semakin mendekati
solusi uji. Untuk At = 1 hari, perbedaan masa aktif satelit yang
didapatkan melalui skema numerik memiliki galat relatif sebesar
0,851 % yang kurang lebih ekivalen dengan 4,5 jam. Pemilihan nilai
At atau ukuran langkah yang lebih kecil dapat meminimalisir galat
tersebut, sebagai contoh pemilihan At = 0,25 hari menghasilkan galat
sebesar 0,057 % atau 18,4 menit, lebih kecil dibandingkan dengan
galat pada kasus sebelumnya. Hal ini menunjukkan bahwa akurasi
terbaik skema numerik diperoleh apabila ukuran langkah yang
dipergunakan sekecil mungkin.
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Tabel 3.1 Pengaruh nilai ukuran langkah terhadap akurasi prediksi
masa aktif satelit

At Masa aktif satelit .
(hari) (hari) Galat relatif
1 22,1618 0,00851
0,75 22,2937 0,00261
0,5 22,3156 0,00163
0,25 22,3393 0,00057

Berdasarkan hasil yang didapatkan dari model numerik dengan
At = 0,25 hari, dapat diamati bahwa satelit dengan massa 100 kg,
area frontal 1 m’ dan koefisien drag sebesar 2,2 yang dioperasikan
pada ketinggian awal 300 km dalam kondisi solar minimum (Rf = 70
dan Ap = 0) akan mengalami peristiwa reentry pada hari ke-22
setelah menempuh jarak horisontal sejauh 13739719,212 km. Data
ini menunjukkan bahwa satelit tersebut beredar mengelilingi bumi
dalam 342 kali revolusi sebelum akhirnya mengalami kerusakan
akibat gesekan hebat dengan partikel-partikel udara yang terdapat di
bagian bawah atmosfer bumi. Verifikasi solusi numerik terhadap
solusi uji untuk plot gerakan satelit tersebut pada orbitnya di
antariksa ditunjukkan pada Gambar 3.13 dengan galat relatif sebesar
0,00099.
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Gambar 3.13. Verifikasi solusi numerik terhadap solusi uji untuk plot
gerakan satelit NMAD CTI-5 dengan m = 100 kg,
A=1m% Ci=22, yo = 300 km, Rf = 70, Ap = 0, dan
At=0,25
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari analisis yang telah dilakukan dapat ditarik kesimpulan

sebagai berikut.

L.

Persamaan Satellite Progressive Decay yang merepresentasikan
gerakan satelit pada orbit dapat diturunkan dengan melakukan
analisis terhadap resultan gaya yang bekerja pada satelit baik
pada sumbu horisontal maupun vertikal sehingga diperoleh
persamaan (3.6) dan (3.9).

Persamaan Satellite Progressive Decay dapat diselesaikan secara
numerik dengan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat
untuk sistem persamaan diferensial yang kemudian dilanjutkan
dan diperbaiki oleh perpaduan antara metode Newton untuk sistem
nonlinier dan formulasi beda hingga sebagai pendekatan turunan
fungsi.

Dari verifikasi yang dilakukan terhadap skema numerik dapat
disimpulkan bahwa skema numerik yang dipergunakan memiliki
akurasi yang baik. Solusi numerik dapat mendekati kejadian
nyata yang direpresentasikan oleh solusi uji apabila nilai ukuran
langkah yang digunakan pada skema cukup kecil dibandingkan
dengan panjang masa aktif satelit yang diuji.

Pada skema numerik, posisi satelit pada waktu tertentu dihitung
secara rekursif berdasarkan posisi pada waktu sebelumnya dan
perhitungan terus dijalankan hingga ketinggian satelit kurang
dari 180 km. Waktu terjadinya reentry satelit dapat diperkirakan
dengan menginterpolasi sejumlah data terakhir yang dihasilkan
melalui skema numerik sehingga masa aktif satelit dapat
diketahui.

4.2. Saran

Untuk selanjutnya disarankan agar penyelesaian persamaan

Satellite Progressive Decay mempergunakan asumsi-asumsi yang
sesedikit mungkin sehingga model yang didapatkan dapat diterapkan
pada rentang waktu yang lebih panjang tanpa harus mengabaikan
fluktuasi kepadatan atmosfer akibat pengaruh radiasi matahari.
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