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ANALISIS KESTABILAN MODEL MATEMATIKA
PENYAKIT CHRONIC MYELOGENOUS LEUKEMIA
DENGAN DELAY

ABSTRAK

Pada skripsi ini dibahas konstruksi model kompartemen stem
sel untuk penyakit Chronic Myelogenous Leukemia. Model yang
diperoleh berupa sistem persamaan diferensial non-linier dengan dua
persamaan, yang menggambarkan perkembangan populasi stem sel
dan populasi sel darah putih. Dua parameter delay pada model
menggambarkan waktu yang dibutuhkan untuk pembelahan sel darah
pada fase proliferasi dan waktu yang dibutuhkan dalam proses
diferensiasi sel darah putih. Analisis kestabilan pada titik
kesetimbangan model dilakukan dengan menganalisis persamaan
karakteristik yang diperoleh dari matriks Jacobi sistem yang
dilinierkan. Nilai eigen persamaan karakteristik tersebut bergantung
pada parameter delay. Dalam skripsi ini dipandang empat
kemungkinan pasangan nilai parameter delay sebagai hasil
kombinasi antara parameter yang bernilai nol dan bernilai positif.
Pada umumnya titik kesetimbangan model bersifat stabil asimtotik
untuk nilai parameter delay tertentu. Bifurkasi Hopf dapat terjadi jika
parameter delay pada proses diferensiasi sel darah putih mempunyai
nilai yang sama dengan nilai kritisnya. Di samping itu dibahas pula
modifikasi terhadap model jika pada pasien Chronic Myelogenous
Leukemia dilakukan kemoterapi.

Kata kunci : Chronic Myelogenous Leukemia, delay, kestabilan,
Bifurkasi Hopf, kemoterapi.
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STABILITY ANALYSIS ON MATHEMATICAL MODEL
OF CHRONIC MYELOGENOUS LEUKEMIA
WITH DELAY

ABSTRACT

This paper discusses about construction of stem cell
compartment model for Chronic Myelogenous Leukemia. The model
is a non-linear differential equations system with two equations,
describing the maturation of stem cells and white blood cells
population. Two delays in model describe the cell cycle duration of
the stem cell population and the time required to produce white
blood cells. The stability analysis on equilibrium points of model is
done by analyzing the characteristic equation of Jacoby matrix
resulted from linearization. Eigen values of characteristic equation
depend on delay parameters. Combination of zero and positive
delays creates four cases of delay pairs. Generally, equilibrium point
of the model is asymptotic stable for certain value of delay. Hopf
bifurcation occurs when delay of white blood cells differentiation
process is equal to its critical value. Moreover, the paper also
discusses modification on the model when chemotherapy is
performed to patient of Chronic Myelogenous Leukemia.

Key words: Chronic Myelogenous Leukemia, delay, stability, Hopf
Bifurcation, chemotherapy.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Banyak fenomena alam yang belum dapat dipahami manusia
dengan baik di bidang kedokteran, seperti perkembangan sel kanker
dalam tubuh, penyebaran virus dan lain sebagainya. Oleh karena itu,
model matematika dikembangkan untuk menganalisis fenomena-
fenomena tersebut, salah satunya adalah penyakit kanker darah putih
yang sering disebut dengan leukemia. Penyakit leukemia dapat
disebabkan oleh radiasi, bahan-bahan kimia, virus, maupun karena
adanya faktor genetik.

Dalam  skripsi ini khusus dibahas tentang Chronic
Myelogenous Leukemia, yaitu salah satu jenis kanker darah yang
ditandai oleh adanya akumulasi sel-sel darah abnormal yang
berlebihan dan tidak terkontrol. Chronic Myelogenous Leukemia
muncul dalam kompartemen stem sel, yang merupakan bagian awal
pembentukan sel darah. Pada konstruksi model, diperlihatkan secara
matematis adanya perbedaan waktu yang dibutuhkan oleh darah
untuk melakukan sirkulasi, antara manusia normal dan pasien
Chronic Myelogenous Leukemia. Perbedaan waktu tersebut terjadi
karena adanya jeda (delay) pada fase proliferasi dan pada proses
diferensiasi darah, yang merupakan akibat dari semakin
bertambahnya sel-sel leukemia dari penyakit Chronic Myelogenous
Leukemia dari waktu ke waktu. Karena terdapat delay, maka analisis
perilaku penyakit Chronic Myelogenous Leukemia menjadi semakin
kompleks dengan adanya beberapa kasus yang terjadi.

Pengobatan pasien Chronic Myelogenous Leukemia dapat
dilakukan dengan kemoterapi, terapi radiasi, splenectomy dan
transplantasi sumsum tulang belakang. Pengobatan dengan
kemoterapi dilakukan dengan memberikan obat yang dapat
membantu membunuh sel-sel abnormal dalam darah, tetapi
meminimalkan terbunuhnya sel-sel darah yang normal. Secara
matematis, kemoterapi dapat mempengaruhi periode panjang
sirkulasi darah yang diakibatkan oleh penyakit Chronic Myelogenous
Leukemia, sehingga dapat membantu pasien untuk bertahan hidup.



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka permasalahan yang
dibahas dalam skripsi ini adalah sebagai berikut.

1.Bagaimana konstruksi model kompartemen stem sel pada
sirkulasi sel darah.

2.Bagaimana sifat kestabilan titik kesetimbangan model
kompartemen stem sel.

3.Bagaimana modifikasi model persamaan kompartemen
penyakit Chronic Myelogenous Leukemia setelah pasien
menjalani kemoterapi.

1.3. Tujuan

Tujuan penulisan skripsi ini adalah untuk:

1.memahami konstruksi model kompartemen stem sel pada
sirkulasi sel darah,

2.menganalisis  kestabilan  titik  kesetimbangan  model
kompartemen stem sel,

3.memahami modifikasi model persamaan kompartemen
penyakit Chronic Myelogenous Leukemia setelah pasien
menjalani kemoterapi.

1.4. Batasan Masalah

Pada penulisan skripsi ini, pembahasan diasumsikan
memenuhi batasan-batasan berikut.
1.Pembahasan dibatasi hanya pada populasi sel darah putih
(granulosit/leukosit).
2.Sistem tubuh pasien Chronic Myelogenous Leukemia tidak
menolak masuknya obat melalui kemoterapi.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Dasar-dasar biologi

Chronic Myelogenous Leukemia (CML) adalah penyakit sel
bakal klonal yang ditandai oleh peningkatan yang mencolok pada
jumlah leukosit dan adanya kromosom philadelphia (Ph). Perjalanan
CML umumnya kronik dengan lama penyakit bervariasi dan diikuti
oleh transformasi blastik. Sebagian besar pasien didiagnosis dalam
fase kronik saat ditemukan peningkatan jumlah sel darah putih
disertai splenomegali. Pada saat diagnosis, jumlah sel darah putih
dapat melebihi 200.000/mm? (Asdie, 2000).

Secara klinis perjalanan Chronic Myelogenous Leukemia
dibagi dalam 3 fase yaitu: (1) fase kronis, (2) fase akselerasi, (3) fase
krisis blas. Pada fase kronis, CML ditemukan secara kebetulan
karena sering tidak menimbulkan keluhan. Pada fase kronis keluhan
yang dialami adalah anemia ringan dan leukositosis lebih dari
100.000/mm®. Pada fase akselerasi dijumpai keluhan berupa
penurunan berat badan, demam, leukositosis lebih berat, anemia dan
trombositopeni  progresif, pendarahan, dan resisten terhadap
pengobatan yang diberikan. Fase krisis blas ditandai dengan gejala
dan keluhan berupa pucat, lemah, lesu, cepat lelah akibat anemia,
nafsu makan menurun, berat badan turun dan berkeringat pada
malam hari. Kecepatan perkembangan leukemia kronik bervariasi
sekali antara satu kasus dengan kasus yang lain, tetapi dalam hal ini
dipandang pada kasus secara umum yang sering terjadi. Kasus
Chronic Myelogenous Leukemia mulai muncul sekitar 22 bulan
setelah jumlah leukosit yang berlebihan ditemukan, sehingga
perawatan harus segera dilakukan meskipun belum ada keluhan.
Pada kasus yang lain, keluhan baru dirasakan oleh pasien setelah 2,5
tahun (Wintrobe, 1964).

Dalam kasus penyakit Chronic Myelogenous Leukemia,
jumlah leukosit dapat bervariasi secara periodik antara 30.10° dan
250.10° sel/liter darah. Jumlah tersebut sangat berlebih bila
dibandingkan dengan kondisi normal, yaitu 6.10° sel/liter darah.
Waktu yang dibutuhkan untuk menjadi matang pun sangat panjang,
yaitu antara 40 sampai 80 hari. Hal ini sangat jauh berbeda bila
dibandingkan dengan jangka waktu hidup dalam keadaan normal
yang hanya membutuhkan waktu sekitar 7 hari. Osilasi juga dapat

3



terjadi dalam sirkulasi trombosit dan eritrosit, tetapi periodenya
hampir sama dengan periode leukosit. Hipotesis yang menyatakan
bahwa osilasi dimulai dari kompartemen stem sel, dihubungkan
dengan fakta bahwa osilasi terjadi dalam proses diferensiasi sel darah
(Coljin dan Mackey, 2005).

Perawatan pasien Chronic Myelogenous Leukemia yang
terdeteksi awal relatif mudah dan tidak mempunyai efek yang
berbahaya jika dibandingkan dengan perawatan pasien penyakit
kanker tipe yang lain. Metode pengobatan penyakit Chronic
Myelogenous Leukemia antara lain dengan kemoterapi, terapi radiasi,
splenectomy dan transplantasi sumsum tulang belakang. Kemoterapi
dilakukan dengan memberikan obat secara berkala yang bertujuan
untuk membunuh sel-sel darah yang abnormal. Sedangkan jika
pasien terlambat terdeteksi, yaitu sudah berada pada fase krisis blas,
maka splenectomy atau pemotongan limpa merupakan alternatif
terakhir yang dapat dilakukan untuk mencegah sel-sel darah
abnormal semakin tidak terkendali. Pasien Chronic Myelogenous
Leukemia yang masih mempunyai kemungkinan untuk mendapatkan
donor sel sumsum tulang belakang dapat diobati dengan melakukan
transplantasi sumsum tulang belakang (Ludman, 1990).

Sebagai salah satu alternatif pengobatan, kemoterapi bukan
hanya membunuh sel-sel darah abnormal dalam fase proliferasi,
namun berpotensi pula membunuh sel-sel normal yang sedang
berproliferasi dalam sumsum tulang belakang. Ketika kemoterapi
dilakukan, jumlah sel-sel yang mati karena apoptosis akan semakin
besar sebagai akibat dari pemberian obat secara rutin (Andersen dan
Mackey, 2001).

2.2. Persamaan Diferensial

Definisi 2.1 :

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat satu
atau lebih turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Ledder,
2005).



Definisi 2.2 :

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan
diferensial yang memuat turunan biasa terhadap satu variabel
bebasnya (Ledder, 2005).

Persamaan diferensial biasa linier ordo n, dalam variabel
bebas X dan variabel tak bebas Yy adalah persamaan yang dapat

dinyatakan dalam bentuk

dny dn—l
8 () g ta(x)

y dy
= +...+an_1(x)&+ a,(x)y=f(x)
2.1)

dengan a,(x)#0. Jika f(x)=0, maka persamaan (2.1) disebut

sebagai persamaan diferensial linier homogen (Boyce dan DiPrima,
1992).

Definisi 2.3 :

Persamaan diferensial biasa non linier adalah persamaan
diferensial biasa yang variabel tak bebas atau turunannya berderajat
lebih dari satu, atau memuat perkalian antara variabel tak bebas dan
turunannya (Boyce dan DiPrima, 1992).

2.3. Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial berdimensi n adalah suatu
sistem yang memuat n buah persamaan diferensial dengan n buah
fungsi yang tidak diketahui, di mana n merupakan bilangan bulat
positif dengan n> 2 (Edward dan Penney, 2001).

2.4. Sistem Otonomus

Sistem otonomus mempunyai bentuk :

X:%: f(xy)

‘3; 2.2)
y = 2 — X’
V= a(x,y)



di mana turunan X :% dan y=3—3t’ hanya bergantung pada (X, y)
dan tidak bergantung secara eksplisit pada variabel t (Boyce dan
DiPrima, 1992).

2.5. Titik Kesetimbangan Sistem Otonomus
Definisi 2.4 :
Titik kritis sistem (2.2) adalah titik (X', y"), sedemikian
sehingga f (X*, y*) =9 (x*, y*) =0. Titik kritis (x*, y*)
. & _— X
merupakan solusi sistem (2.2) yang bernilai konstan, karena d— =

dan %:O pada titik (x*,y*). Keadaan yang menyebabkan

X
((ji_t:O dan %:0 disebut sebagai keadaan setimbang, dan titik

yang memenuhinya disebut titik kesetimbangan (Edward dan
Penney, 2001).

2.6. Kestabilan Sistem Otonomus
Definisi 2.5 :

Titik  kesetimbangan (X", y*) disebut  stabil  jika
Ve >0,30 >0 sedemikian sehingga

1(x(0),y(0))~(x",y ) <o = |(x(0). ¥(1)) ~(x". v )| < 2

untuk t >0 (Robinson, 2004).

Definisi 2.6 :

Suatu titik kesetimbangan (x*,y*) disebut stabil asimtotik

jika titik tersebut stabil dan terdapat sebuah ¢, dengan 0 <o, <0,
sedemikian sehingga jika solusi x = x(t) dan y = y(t) memenuhi



(). y(®)-(xy)

<0,

maka

!L”Q(X(t) ym)=(x"y").

Dengan demikian, suatu titik kesetimbangan (x*,y*) yang tidak
memenuhi Definisi 2.5 atau Definisi 2.6 disebut tidak stabil (Boyce
dan DiPrima, 1992).

2.6.1. Kestabilan Sistem Otonomus Linier

Perhatikan sistem otonomus linier berikut ini.

dx
e ax+ by
(2.3
v =Ccx+dy
dt
Persamaan (2.3) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu
dx
dt b
i (Nl | (2.4)
dy c djly
dt
atau
dx
— = BX, 2.5
i (2.5)
dengan

Di sini a,b,c,d adalah konstanta real dan detB #0. Karena
det B = 0, maka B mempunyai invers. Dengan demikian titik (0,0)

merupakan satu-satunya titik kesetimbangan sistem (2.3). Misalkan
solusi sistem (2.3) adalah

X=cCe", (2.6)
.



dimana

;e [C} |
&
dengan A konstanta skalar. Dengan mensubstitusikan (2.6) ke sistem
(2.5), diperoleh
Ale™ =Ble™. 2.7)
Jika persamaan (2.7) dibagi dengan e*, maka persamaan
tersebut menjadi /Mf - B{f , atau
(B-41)¢ =0. (2.8)
Persamaan (2.8) dapat ditulis dalam bentuk
a-4 b 0
S| , (2.9)
c d-1||¢, 0
yang mempunyai penyelesaian non trivial jika
a-4 b
=0
c d-A4

yaitu
A*—(a+d)A+(ad —bc)=0. (2.10)

Persamaan (2.10) dikenal sebagai persamaan karakteristik dan akar-
akar persamaannya disebut nilai eigen.

Teorema 2.1

1. Titik kesetimbangan sistem linier (2.3) stabil, jika semua nilai
eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan negatif,
atau mempunyai bagian real non-positif.

2. Titik kesetimbangan sistem (2.3) stabil asimtotik, jika semua
nilai eigen pada persamaan karakteristik adalah real dan
negatif, atau mempunyai bagian real negatif.

3. Titik kesetimbangan sistem (2.3) tidak stabil, jika terdapat
paling sedikit satu nilai eigen pada persamaan karakteristik
yang bernilai real dan positif, atau jika akar kompleksnya
mempunyai bagian real yang positif.

(Edward dan Penney, 2001).



2.6.2. Kestabilan Sistem Otonomus Non Linier

Perhatikan sistem otonomus non linier berikut.
dx

x=—="f(xy)

at 2.11)
=Y _g(xy)

dt ’

Jika fungsi f dan g mempunyai turunan parsial yang kontinu di

titik (x*,y*), maka deret Taylor fungsi f dan g di sekitar
(X*, y*) adalah

f(xy)= f(x*,y*)+T(x—x*)

6f(x*,y*)

oy

+ (y—y*)+771(x, y) (2.12)

dan
g(X, y)= g(X*!y*)"f'—’y
69()(*’ y*)

oy
dengan 7,(X,y) dan 7,(X,y) merupakan suku sisa. Untuk

- (y—y*)+772(x, y). (2.13)

hampiran orde satu atau linier di atas, suku sisa tersebut memenuhi

im AUV g im0 o
R el

dengan Vv:(x—x*,y—y*).



d(x=x" dly-y"
Dengan menggunakan % = ( ) dan ﬂ = M
dt dt dt dt
maka sistem (2.11) dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu

_6f(x*,y*) Gf(x*,y*)_

BN BN IVEER o

| oX o |
{’71("’ y)}. (2.15)
7, (% Y)
Matriks ) )
8f(x*,y*) 8f(x*,y*)
5y OX oy
DF(x",y )= (2.16)
( ) ag(x*’y*) ag(x*,y*)
OX oy |

disebut matriks Jacobi ataL_J derivative matrix.

Jika dimisalkan u=Xx-X" dan v=y-y’, sehingga
Vv:(u,v) dan mengingat bahwa f (x*, y*) =g (x*, y*) =0, maka
persamaan (2.15) dapat ditulis dalam bentuk

du of (x*,y*) of (x*,y*)_
dt |_ OX oy [U}{m} 2.17)
ﬂ 6g(x*,y*) ag(x*’y*) vV n,
di | OX (B
atau K
%?zDFW+ﬁ.
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Untuk (X,y) yang cukup dekat dengan (x*,y*), (u,v) bernilai
kecil. Berdasarkan persamaan (2.14), maka diperoleh ”f]”ﬁ”W”

Oleh karena itu, ;7 dapat diabaikan dan sistem non linier (2.11) dapat
dihampiri oleh sistem linier

p .

SN (2.18)
dt

Untuk x=Xx" dan y=y", diperoleh (u*,v*):(0,0), sehingga

sistem linier (2.18) memiliki titik kesetimbangan (u*,v*) =(0,0).

Teorema 2.2

1. Titik kesetimbangan sistem otonomus non linier (2.11) stabil
asimtotik, jika titik kesetimbangan sistem yang dilinierkan
adalah stabil asimtotik.

2. Titik kesetimbangan sistem otonomus non linier (2.11) tidak
stabil, jika titik keseimbangan sistem yang dilinierkan tidak
stabil.

3. Jika suatu nilai eigen matriks DF(X*,y*) bernilai nol dan
nilai eigen lainnya mempunyai bagian real negatif, maka titik

kesetimbangannya stabil, namun bukan stabil asimtotik.
(Robinson, 2004).

2.6.3. Kriteria Routh-Hurwitz
Bila suatu sistem linier mempunyai persamaan karakteristik
berbentuk
A" +a A" +..+a, =0, (2.19)
maka kestabilan titik kesetimbangannya dapat ditentukan dengan

menggunakan kriteria Routh-Hurwitz tanpa harus menentukan nilai
eigennya. Kriteria Routh-Hurwitz diberikan dalam definisi berikut.
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Definisi 2.7 :

Dengan  menggunakan  koefisien-koefisien ~ persamaan
karakteristik (2.19), dibangun m matriks sebagai berikut.

H, =[a]
|
sz{ai }
Q &
a 1 0
H3= a3 az , ’
Q& a g
| & 1 0 0 0]
% 2 & 1 0
Hi =l & 4 a, a, 0.
(&0 A5, B B, @y
1 0 0
a

oS
job)

N
(@)

it \

Titik kesetimbangan stabil asimtotik, jika dan hanya jika determinan
dari matriks Routh-Hurwitz positif, yaitu
det Hj >0 untuk j=1,2,3,.....,m.

Dengan perkataan lain, semua nilai eigen persamaan
karakteristik (2.19) bernilai real dan negatif, jika dan hanya jika

‘Hj‘ >0 untuk j=1,2,3,....,m (Brauer dan Chavez, 2001).
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2.6.4. Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf adalah berubahnya jenis kestabilan suatu titik
kesetimbangan suatu persamaan diferensial, yang terjadi karena
munculnya sepasang nilai eigen yang bernilai imajiner. Syarat-syarat
terjadinya bifurkasi Hopf diberikan dalam teorema berikut.

Teorema 2.3

Pandang suatu sistem otonomus yang berbentuk
x=F,(X),

U

dan bergantung pada parameter . Misalkan terdapat titik
kesetimbangan X, dengan nilai eigen 4, =, iiﬂ#. Bila terdapat

sehingga =0 dan B, #0, serta M >0, maka
Hy » 9%a «, = " ' du ,

H=Hy
jenis kestabilan dari titik kesetimbangan X, akan berubah bila

berubah di sekitar 14, (Robinson, 2004).
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3.1. Model Kompartemen Stem Sel

Penyakit Chronic Myelogenous Leukemia muncul dari salah
satu bagian stem sel dalam sumsum tulang, terbagi dalam fase
proliferasi dan nonproliferasi (fase istirahat). Fase proliferasi terjadi
dalam sirkulasi sel darah, di mana terjadi adanya pertumbuhan sel
darah dan persiapan untuk membelah, yang dipacu adanya DNA
sintesis dengan durasi waktu tertentu. Menurut Adimy, dkk. (2006),
selama masa proliferasi, sel darah dapat berkurang karena adanya
apoptosis, sebuah proses yang bertujuan membunuh sel-sel yang
tidak berguna.

Setelah membelah, dua sel masuk ke dalam fase istirahat, di
mana mereka dapat tetap bertahan di dalamnya, atau juga dapat
keluar dari fase itu. Ketika sel-sel darah itu keluar dari fase istirahat,
ada dua kemungkinan yang terjadi.

Kemungkinan pertama, sel-sel darah kembali ke fase
proliferasi dengan rata-rata kecepatan perpindahan /. Kecepatan ini

bergantung pada jumlah populasi stem sel pada fase istirahat N(t) .
Menurut penelitian laboratorium (Mackey, 1978), /£ merupakan
fungsi yang diberikan oleh

Ji
N)=—"""—=—. 3.2
B(N) &7 ¥ N° (3.2)
Fungsi £ merupakan fungsi monoton turun positif dari N dan
lim B(N)=0. (3.1)

Sedangkan parameter /5, merupakan jumlah awal yang maksimal

dari sel yang berpindah dari fase istirahat menuju fase proliferasi, €,

adalah populasi stem sel pada waktu sel masuk fase proliferasi,
sedangkan n adalah parameter sensitivitas dari pembelahan mitotik
yang masuk kembali ke dalam fase proliferasi, di mana n >0 .
Kemungkinan ke dua, sel-sel darah mengalami proses
diferensiasi menjadi sel darah putih setelah keluar dari fase istirahat
dengan kecepatan yang bergantung pada K. Fungsi k merupakan

15



fungsi monoton turun positif (mirip dengan fungsi f) yang

bergantung pada populasi sel darah putih M, yang dapat ditulis
sebagai

k(M) =k [L] (3.3)
AR VR '
Selain itu, kecepatan diferensiasi juga bergantung pada kerapatan
populasi stem sel pada fase istirahat N(t). Ketika sel-sel darah
terdiferensiasi, jumlah sel bergantung pada konstanta pembelahan sel
A. Setelah waktu 7, , sel yang terdiferensiasi menjadi sel-sel darah
matang (dewasa) dengan populasi M (t) dan kemudian mengalami

kematian.
Dinamika sirkulasi sel darah dengan kompartemen stem sel
dapat disajikan dengan Gambar 3.1 berikut,

B(N)N

* 5

2}

> Fase Proliferasi <:

N

Fase Istirahat
Go

_ | _ diferensiasi
\,
apoptosis | 7, ‘~———" k(M)N

Sel darah putih dewasa

Gambar 3.1 Diagram kompartemen stem sel
16




dengan
N (t) = kerapatan jumlah sel darah dalam fase istirahat pada

waktu t,
M (t) = kerapatan jumlah sel darah putih pada waktu t,
£ =laju perpindahan sel dari fase istirahat menuju fase
proliferasi per satuan waktu,
k = laju perpindahan sel dari fase istirahat menuju proses

diferensiasi per satuan waktu,

7, = waktu yang dibutuhkan dalam pembelahan sel darah pada
fase proliferasi per satuan waktu,

7, =waktu yang dibutuhkan dalam proses diferensiasi sel
darah per satuan waktu,

7, = laju kematian karena apoptosis per satuan waktu,

7, = laju kematian setelah sel darah matang per satuan waktu,

A = konstanta pembelahan sel dalam proses diferensiasi.
Dengan diagram kompartemen stem sel, dapat dikonstruksi
model persamaan sebagai berikut

dN ~nn
= PIN)N=K(M)N +2e BININ,.  (34)

dM
="M +Ak(M_ )N

dimana N, =N (t-7) dan M_ =M (t-7,).

(3.5)

Ty !

Mekanisme sirkulasi sel darah putih pada manusia normal
dengan pasien Chronic Myelogenous Leukemia sebenarnya sama,
yang membedakan hanya parameternya saja, sehingga model
kompartemen dari Chronic Myelogenous Leukemia sama dengan
model kompartemen stem sel. Pada pasien Chronic Myelogenous
Leukemia, rata-rata laju apoptosis sel-sel leukemia jauh lebih kecil
daripada laju apoptosis sel-sel normal dan waktu yang digunakan
dalam fase non proliferasi di sumsum tulang relatif lebih panjang
daripada sel normal.
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3.2. Titik Kesetimbangan Model Kompartemen Stem Sel

Model kompartemen stem sel mempunyai titik kesetimbangan
yang dapat diperoleh dengan cara membuat ruas kanan dari
persamaan (3.4) dan (3.5) menjadi nol, sehingga didapatkan

dN

¢ = P(N)N=k(M)N +2eB(N, )N, =0 (3.6)
dM
=M +Ak(M, )N, =0. (3.7)

Untuk mencapai keadaan setimbang (N*, M*), maka waktu
yang digunakan mengacu pada jumlah yang tidak berhingga,
sehingga keberadaan z; dan z, dapat diabaikan. Oleh karena itu,
dari persamaan (3.6) dan (3.7) didapatkan solusi titik kesetimbangan
(N*, M *) yang memenuhi persamaan

~B(N")N"—k(M)N"+2e 7 B(N")N

*

-0 (38
dan

—,M”+ AK(M")N" =0, (3.9)
Didapatkan bahwa titik (0,0) merupakan titik kesetimbangan trivial
sistem persamaan di atas. Sedangkan untuk mendapatkan titik
kesetimbangan non-trivial, yaitu titik (N*, M*), di mana N >0

dan M~ >0, dilakukan penyederhanaan persamaan (3.8), sehingga
diperoleh persamaan

~B(N")—k(M")+2e7*B(N")=0 (3.10)
atau
o KM
BN =g

Dari persamaan (3.1) diperoleh

et

O"+N™" ) 2en '
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sehingga didapatkan N~ yaitu
) By (2677 1)

N =6 ——F———F-1. (3.12)
N K(m)
Dari persamaan (3.9) didapatkan persamaan baru, yaitu
k(M*) =@_
AN
Berdasarkan persamaan (3.3), maka persamaan di atas dapat ditulis
menjadi
Ko meg | = M (3.12)
6,"+M AN

sehingga diperoleh M ", yaitu

M* :6’2mf kOAN* -1.
7,M

Jadi titik kesetimbangan non-trivial dari sistem persamaan model
kompartemen stem sel yaitu
k,AN

M_L@m —-1|.(3.13)

k(M*) 7,M

3.3. Linierisasi dan Persamaan Karakteristik

*

(N",M7)=| 6,

Pada bagian sebelumnya, didapatkan titik kesetimbangan
trivial (0,0) dan titik kesetimbangan non-trivial (N*, M*). Tetapi

di sini hanya dibahas titik kesetimbangan non-trivial, karena titik
kesetimbangan trivial (0, 0) menunjukkan bahwa adanya kepunahan

populasi sel darah dalam tubuh. Pembahasan titik kesetimbangan
non-trivial (N*,M*) dilakukan dengan menganalisis kestabilan

melalui linierisasi titik kesetimbangan (N*, M *), sehingga
didapatkan persamaan karakteristiknya.
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Didefinisikan fungsi untuk masing-masing persamaan dari sistem
persamaan model kompartemen sel darah, yaitu

dN —nn
= BNN—K(MIN 267 B(N, )N,

=F(N,M) (3.14)
dM
=M +Ak(M_ )N, =G(N,M). (3.15)
Didefinisikan

*

u=N(t)-N"; v=M(t)-M";
u, =N(t—7)—N"danv, =M (t—7,)-M", untuk i=1,2
di mana u,v adalah deviasi nilai titik kesetimbangan. Oleh karena
itu, persamaan (3.14) dan (3.15) dapat ditulis kembali menjadi

d(N(t)-N) . .
—— =F(NO-N"M(1)-M)  @16)
d(M(t)-M"
( (di )=G(N(t)—N*,M(t)—M*). (3.17)
Dengan definisi titik kesetimbangan

F (N*, M *) =G ( N, M *) =0, maka persamaan (3.14) dan (3.15)
dapat ditulis dalam sistem terlinierisasi sebagai

le_l:: Fu (N, M7)u+F, (N, M )v
[ (V)N =)Mo (N
+[2e-m B(N)N"+2e77 g(N *)} u, (3.18)
dan
%:GN (N*,M*)u+(3M (N*,M*)v

= Ak(M")u, —7,v+ Ak (MTN'V, . (3.19)
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Sistem terlinierisasi (3.18) dan (3.19) dapat ditulis kembali sebagai
du

wne —(,B* + k*)u +2e7 U, —k'v (3.20)
% = AU, —7,v+AK'V, (3.21)

di mana
B =B (NIN"+A(N"), kK"=k(M"), dan k" =K'(M")N".

Untuk mendapatkan persamaan karakteristik, persamaan (3.20)
dan (3.21) ditulis dalam bentuk matriks

du

ot | —(ﬂ*+k*) k" |[u . 2B 0| U,
dv | 0 —y, |LV 0 0| v,

dt

0 0 fu,
+ * . * . (3.22)
{Ak Ak } {VQ }

- + k* _E* -nn B*
Misalkan S, = ('B ) b S = {Ze p 0} dan
0 —%, 0 0

0 0
> 4 . —. |, maka matriks (3.22) dapat ditulis dengan
Ak Ak

du
g ¢ {U}LS {u’1]+s {u} (3.23)
dv | Clv] vl v
dt
Misalkan solusi dari persamaan (3.23) berbentuk u(t) = ce™

dan v(t)=c,e™, dengan ¢, dan c, adalah konstanta. Kemudian

u(t) =ce* dan v(t)=c,e™ disubstitusikan ke persamaan (3.23),
sehingga diperoleh

iCleM Cle/lt Clelte—/lrl Cleﬂte—/lrz
=S, +S, +5, (3.24)
/1026/“ Czeﬂt Cze/lte—lq Cze/lte—lrz
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C C C C
,1[ 1}:3{ 1}+sle“{ 1}3;“{ 1}
C2 CZ C2 C2

(=55 )5 )| 2 - o]

Misalkan matriks Sz(/ll—SO—Sl(e’“l)—Sz(e’i’z)), maka

diperoleh
1o
S = s (3.25)
C, 0
Jika
a b
|S|= 20,
c d

maka S memiliki invers, yaitu S, sehingga apabila kedua ruas
persamaan (3.25) dikalikan dengan S akan didapatkan

slale )
felle
J7la)

Jadi u(t)=v(t)=0. Namun solusi yang diinginkan adalah solusi

Akibatnya

atau

yang tidak nol atau solusi non-trivial. Dengan demikian, untuk
C 0

mendapatkan { 1}{0}, maka determinan matriks S harus nol
C2

atau dapat ditulis dengan

a b
S|=

c d

‘:0.
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Berdasarkan pendefinisian matriks S, maka diperoleh
‘/II -8, -5, (e7")-S,(e7") =0, (3.26)

yang apabila diuraikan memberikan
F, o}{—(ﬁ*ﬂ*) —I?}_{Ze‘mﬂ*e‘“l o}
0 4 0 —7, 0 0

0 0 120 @27
Ak'e?2  Ake |

atau
A+ +K —2feme’n k"

& — =0.(3.28
—AK'e™"" ~Ak'e " + 1+, R

Dari persamaan (3.28) didapatkan persamaan karakteristik
dalam bentuk

B+ A(B +K +7,)+(B +K )y, — A (A+ B )e"
+2AB" e K e M) 2 8% (A4 y,)e " = 0. (3.29)

3.4. Kestabilan Titik Kesetimbangan

Kestabilan titik kesetimbangan (N*,M*) bergantung pada

nilai 7, dan z,, sehingga terdapat empat kasus yang terjadi dalam

analisis kestabilan dari sistem persamaan (3.4) dan (3.5). Namun
pada kasus 7, >0 dan 7, =0 tidak dilakukan analisis kestabilan

lebih lanjut, karena secara umum kasus ini tidak pernah terjadi dalam
penyakit Chronic Myelogenous Leukemia.
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34.1. Kasus 7, =7, =0
Diasumsikan bahwa 7, =7,=0, maka persamaan
karakteristik (3.29) dapat ditulis dalam persamaan polinomial
A+ A(B+K +7,)+(B +K )y, = A (2+ )+ 2A8°K"
28 (A+7,)=0, (3.30)
atau
A+ (K 4y, — A =B ) A+(K = ")+ AK'B"=0. (331)
Misalkan a, =k" +7, — Ak =" dan a, = (k* ~ B )y, + ACB,
maka didapatkan determinan matriks-matriks Routh-Hurwithz
|H1| :|a1| =a, = k*‘"?/z _AE*_ﬂ*
dan

= (k* 7 - Ak” _ﬂ*)(k*yz _:B*72 + AE*ﬂ*) .
Agar semua nilai eigen persamaan karakteristik (3.31) mempunyai

nilai real negatif, maka determinan matriks-matriks Routh-Hurwithz
haruslah bernilai positif.

Teorema 3.1

Jika (k* —ﬂ*)yz +Ak B >0, maka semua nilai eigen
persamaan karakteristik (3.31) mempunyai nilai real negatif,
sehingga kestabilan titik kesetimbangan (N*, M *) dari sistem
persamaan (3.4) dan (3.5) adalah stabil asimtotik.
Bukti

Menurut persamaan (3.10), ketika 7, =7, =0 diperoleh
ﬂ(N*): k(M*). Karena S~ :ﬂ’(N*) N*+ﬂ(N*), maka

H, =K +y,- Ak - g (3.32)
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atau

H,=k(M")+7, - A'(MT)N"= 8/ (N")N" = B(N").
Karena ﬂ(N*)z k(M*) . maka

Hy =7, —N"B'(N")- AN"k'(M").

Mengingat £ dan k adalah fungsi monoton turun, maka
ﬂ’(N*) <0 dan k’(N*) <0, dan diperoleh

Hl=;/2—N*,B’(N*)—AN*k’(M*)>O, (3.33)

atau dengan perkataan lain
K +y,-Ak =5 >0.

Dengan demikian, jika (k* —,B*);/Z +Ak"B >0, maka
determinan matriks-matriks Routh-Hurwithz persamaan karakteristik
(3.31) bernilai positif, yaitu

H|=k"+7,-Ak"= 8" >0
dan

Hy|=(K +7,— A" = 87)(K'y, = B 7, + AKS)

= (K +7,- AK" —,B*)((k* ~B )1+ AE*ﬂ*) >0.
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwithz, maka semua nilai eigen
persamaan karakteristik (3.31) mempunyai nilai real negatif,

sehingga titik kesetimbangan (N*, M *) dari sistem persamaan (3.4)
dan (3.5) ketika 7, = 7, = 0 adalah stabil asimtotik.

3.4.2.Kasus 7, =0 dan 7, >0
Pada kasus 7, =0 dan 7, >0, maka persamaan karakteristik
(3.29) dapat ditulis
B+ A(B+K +1,)+(B +K )y, — A (A+ 57 )e
+2ABK e 28 (A+y,)=0 (3.34)

25



atau
A+ (K +y,-B)A+(K -8,
+(-Ak "2+ Ak )e " =0. (3.35)
Misalkan b =k"+7,-8", b,=(k"=f")7,, by=—Ak" dan
b, = Ak ", maka persamaan (3.35) dapat ditulis sebagai
A*+bA+b, +(b,A+b,)e*? =0. (3.36)
Menurut persamaan (3.10), untuk 7, =0 maka ﬂ(N*): k(M*),
serta mengingat bahwa B = ﬂ’(N*) N" +,H(N*), maka
diperoleh
b=k +7,-f
k(M)+ 72 =(A(N)N"+ (N))
=7, -N"B'(N"),
b, :(k* _ﬂ*)72
=(k(m")= (8 (NN B (N)))
=-N"B'(N")7,,
dan
b, =—Ak”™ =—Ak'(M")N".
Mengingat £ dan k adalah fungsi monoton turun, maka
ﬂ’(N*)s 0 dan k'(N*) <0, sehingga diperoleh b, >0, b, >0,
dan b, > 0.
Jika (k* —,B*);/Z + Ak “S" >0, maka persamaan (3.36) dapat
direduksi menjadi persamaan (3.31) ketika 7, =0, maka titik

kesetimbangan (N*, M ) adalah stabil asimtotik ketika 7, =0. Jika

syarat (k* —,6’*)72 +Ak“S" >0 terpenuhi, maka ketika nilai z,
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semakin besar, titik kesetimbangan (N*,M*) yang semula stabil

akan berubah menjadi tidak stabil. Hal tersebut terjadi apabila
muncul akar-akar persamaan yang bernilai imajiner, yaitu ketika
terdapat A =+iw dimana e R.

Jika A =iw merupakan akar imajiner dari persamaan (3.36),
maka dengan mensubstitusikan A =Iiw ke persamaan (3.36)
didapatkan

(i®) +b, (i) +b, +(by (i) +b, )e = =0
atau
~0’ +b, (iw)+b, + bw(icos(wr, ) +sin(or,))
+b, (cos(wr,)—isin(wr,))=0.
Dengan memisahkan bagian real dan bagian yang imajiner diperoleh
dua persamaan
—o” +b, = -bywsin(wr,)-b, cos(wr, ) (3.37)
dan
bw =b,sin(wr,)-bwcos(wr,). (3.38)
Misalkan X =sin(wr,) dan Y =cos(wz,), maka persamaan
(3.37) dan (3.38) menjadi
—w° +b, =—b,wX —bY (3.39)
bo=b,X —bwY . (3.40)
Dengan menggunakan aturan Cramer diperoleh X dan Y , yaitu
~@°+b, b,
bo  -bo
b0 b,
‘ b, -bw

_ b’ -bbw+bb,w

X =
bl +b,’

dan
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2
b0 -o°+b,

Y—‘

b, bo | -bbe®+b,e-bb,
_wa _b4 b32a)2 + b42 2
b, -bw

dengan b,’@” +b,” # 0. Dengan demikian diperoleh
@b, +(bb, —bb, )@

sin(wr,) = Py (3.41)
dan
b, —bb,)w* —b,b
cos(a)rz):( : bsb;ajz) fbj e (3.42)
Dengan menggunakan kesamaan trigonometri
sin® (wr, )+ cos’ (wr, ) =1
didapatkan
o' +(b’ —2b, —b? )’ +b’ —b? =0. (3.43)

Penjelasan lengkap mengenai cara memperoleh persamaan (3.43)
dapat dilihat di halaman Lampiran.

Misalkan @’ =z, p=b°-2b,-b’ dan q=b,’-b>’,
maka diperoleh
F(z)=2*+pz+q=0,

dengan asumsi

b,> —b,’> <0 atau

(b2 ~20,~b?) 24(b2~b?)>0>h? ~2b,~b?. (344)
Fungsi F mempunyai akar-akar positif jika dan hanya jika asumsi
(3.44) terpenuhi, karena nilai @ yang diharapkan adalah yang
bernilai positif. Dengan demikian diperoleh @, :\/Z dengan
k=12.

Dengan membagi persamaan (3.41) terhadap (3.42), maka
didapatkan nilai
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b,w’ b, —b,b.
TZ:E arctan( 0"+ (B, o 3)a)J+2j7r ,
® (b, —bb,)@* —by,b,
dimana j=12,....
Karena o, :\/Z, maka
b,w,’ b, —b,b.
7, at arctan( (B - 3)w"]#ij;r \
@ (b, —bb; ) 3" — by,
dimana k=1,2 dan j=12,...,
sehingga nilai kritis rz* akan menjadi

7, = mMin
j=1,2

{Tzk ‘Tzk >0,k =1,2} .

Lemma 3.1
Misalkan i@, merupakan sepasang akar-akar dari persamaan
karakteristik (3.36) ketika 7, = 7, , maka
dRe(4)
dr,

>0.

*
T)=T9

Bukti
Anggap sepasang akar imajiner dari persamaan (3.36)

berbentuk  A(z,)=V(7,)+i@(z,) dengan v(z';) =0 dan

a)(r; ) = o, . Dengan mendiferensialkan persamaan (3.36) terhadap

7, , didapatkan

(2241, +(b, 7, (b2 +b,))e ™ | dﬁ(:)

=(b,A+h,) e,

(3.45)
Jika dimisalkan dengan kontradiksi bahwa /’t(r;) bukan akar
sederhana dari persamaan (3.36), maka didapatkan
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i, (ib,m, +b,)e"™% =0, (3.46)
Dengan memisahkan bagian real dan bagian imajiner dalam
persamaan (3.46), didapatkan
—b,m,* Cos(wkr;)+b4a)k sin(a)kr;) =0 (3.47)

b, cos(m,7; ) +bym’ sin(a,7;) = 0. (3.48)

Karena im, adalah akar dari persamaan (3.36) ketika 7, = 7, , maka

dengan memisahkan bagian real dengan bagian yang imajiner dari
persamaan (3.36) diperoleh persamaan (3.37) dan (3.38), yaitu

~b,0, cos(@,7, ) +b,sin(@,7; ) = by,
dan

b, cos(&,7; )+ by, sin (a7, ) = 07 —b,.
Dengan menggunakan persamaan (3.37) dan (3.38) yang
disubstitusikan ke persamaan (3.47) dan (3.48), dapat disimpulkan
bahwa b, =0 dan @,” =b,.

Pengandaian bahwa /1(1'; ) bukan akar sederhana dari

persamaan (3.36) tersebut merupakan sebuah kontradiksi, karena
b, >0. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa ti®m, adalah

akar-akar sederhana dari persamaan (3.36).
Dengan menggunakan persamaan (3.45), didapatkan

di(z,)) 224+ +(b 7, (b A+h,))e "
dr, | (b,A+b,) e "
) (24+b)e™*? +b, 4

_2 .
(b,A+b,)4 A
Dari persamaan (3.36) diperoleh
20, b4 +b,

e .
A2 +bA+b,

sehingga didapatkan

dA(e)) __ 2a+b . b g
dz, /1(/12+b12+b2) A(bsA+b,) A’
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maka

-1 . *
d4(z) ) —2o, b + b, \'Cl
dr, L o (_wKZ +iba, +b2) io (iba, +b,) i,

— —2iw —Db i b, _T_;
ia)k(bz—a)kz)—bla)k2 —ba’+ibe, o

Sebagai akibatnya,

Re[dz(fz)r
dr, -
—2iw, —b [ia)k (bz a’kz)+b1wk2J

B 1o, (b2 —a)kz)—bla)k2 1@, (b2 —a)kz)+b1a)k2

2 - * -
\ b, b —ibe, | 7, |lig
b0’ +ibo, \ b’ -ibe | io\io,

_ 20,° (bz _wkz)_b12a’k2 —blw,’

B o (b2 % )2 -b’w,* b’w* +b 0’

B b’e’ -20,° (bz % a)kz) bw,’

B o’ (b2 —a)kz)2 +b’m* ) b’o,* +bw’
b?-2b, + 2w, b,?

- 2 T h2..2 3
(b2 —a)kz) +b’w? Bro”+h,
Karena a)k2 adalah akar dari persamaan (3.43), maka

bl +b’ =o' +(b? - 2b,) o’ +b,’

= (b2 —a)kz)2 +blw’.
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Dengan demikian didapatkan
Re( MJl _b?-2b,-b% +20,
dz, =,; (b2 —wk2)2 +b’w
Fa)

3 ’
2 2 2
(bz_a)k ) +b o,
Karena

1
S|gn{Re[Mj }_sign{w },
dr, ) dr, | _.

maka didapatkan
. |dRe(4 . .
smn{% }z S|gn{F (cokz)} :
>0.

7]
1'2 :T;

*
Ty)=Ty

Jika F’(a)kz) >0, maka didapatkan M
dr,

Berdasarkan analisis tersebut, maka kestabilan titik
kesetimbangan ( N, M *) dari sistem ketika 7,=0 dapat
disimpulkan dalam teorema berikut.

Teorema 3.2

Jika (k* —,B*);/Z + Ak S >0 dan asumsi (3.44) terpenuhi,
dan diambil z, = jrllizr’?”{'rzk ‘Tzk >0,k =1, 2} , maka nilai kestabilan
titik kesetimbangan (N*, M *) dari sistem persamaan (3.4) dan (3.5)
adalah stabil asimtotik ketika z, <7,. Sedangkan bifurkasi Hopf
terjadi pada titik kesetimbangan (N*, M*) ketika 7, =7,, jika dan
hanya jika F’(a)kz) >0.

32



Bukti
Jika (k* —ﬁ*)yz +AK" A" >0 dan asumsi (3.44) terpenuhi,

maka sesuai dengan Teorema 3.1, ketika 7, =0 didapatkan bahwa

semua nilai eigen dari persamaan karakteristik (3.29) bernilai real
negatif. Jika persamaan karakteristik (3.29) mempunyai akar real

non-positif pada interval (O,rz*], maka persamaan karakteristik
(3.29) juga mempunyai akar non-imajiner, sehingga sifat kestabilan
titik kesetimbangan (N*,M*) tidak akan berubah ketika nilai z,
meningkat dalam interval (0, Tz*:' .

Sedangkan menurut Lemma 3.1, i@, adalah akar-akar
persamaan Karakteristik (3.36) ketika 7, :rz*, sehingga bifurkasi
Hopf dapat terjadi ketika nilai z, sama dengan nilai rz*. Bifurkasi

Hopf terjadi karena nilai kestabilan titik kesetimbangan (N*, M*)
yang stabil asimtotik ketika (O,TZ*J akan berubah menjadi tidak

stabil ketika 7, = 7,", jika hanya jika F'(&,) > 0.

3.4.3. Kasus 7; >0 dan 7, =0

Dalam penyakit Chronic Myelogenous Leukemia, kasus
dimana 7, >0 dan 7, =0 tidak akan dibahas lebih lanjut. Karena
7, yang dinotasikan sebagai waktu yang dibutuhkan dalam
pembelahan sel pada fase proliferasi tidak akan pernah lebih besar
daripada 7, yang dinotasikan sebagai waktu yang dibutuhkan dalam

proses diferensiasi sel darah. Hal ini dikarenakan penyebab utama
penyakit Chronic Myelogenous Leukemia adalah terjadinya
pembelahan yang terus-menerus dari sel-sel abnormal pada proses

diferensiasi sel darah, sehingga waktu yang dibutuhkan oleh z, lebih
lama daripada ;.

33



3.4.4. Kasus 7,,7, >0

Pada kasus ketika 7,,7,>0, analisis kestabilan titik

kesetimbangan (N*, M*) dari persamaan (3.4) dan (3.5) dilakukan

dengan membuktikan adanya bagian real negatif dari akar-akar
persamaan karakteristik (3.29) dalam lemma berikut.

Lemma 3.2

Jika semua akar-akar dari persamaan (3.36) mempunyai
bagian real negatif untuk 7, >0, maka terdapat 7, (z,)>0

sehingga semua akar-akar persamaan karakteristik (3.29) mempunyai
bagian real negatif ketika 7, < 7, (Tz) :

Bukti

Asumsikan bahwa persamaan (3.36) tidak mempunyai akar
dengan bagian real non-negatif untuk z, >0, maka persamaan

(3.29) di mana 7, =0 dan 7, >0 tidak mempunyai akar dengan
bagian real non-negatif. Karena persamaan (3.29) dengan 7, =0
tidak mempunyai akar dengan bagian real non-negatif, maka terdapat
z'l*(rz)>0 sehingga semua akar dari persamaan (3.29) dengan
7 <7, (7,) mempunyai bagian real negatif.

Dengan menggunakan = Teorema 3.2, kestabilan  titik
kesetimbangan (N*,M*) dari persamaan (3.4) dan (3.5) dapat
disimpulkan dalam teorema berikut.
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Teorema 3.3
Jika (k* —ﬁ*)yz +AK" A" >0 dan asumsi (3.44) terpenuhi,
dan diambil 7, = _rr;izn {z‘z |z'2 >0,k =1, 2}, maka  untuk
i=1,2,... K K

7, E[O,Tz*) terdapat 7, (7,)>0, sehingga kestabilan titik
kesetimbangan (N*,M*) dari persamaan (3.4) dan (3.5) adalah
stabil asimtotik ketika 7, €[ 0,,"(7,))

Bukti

Dengan menggunakan Teorema 3.2, dapat disimpulkan bahwa
semua akar-akar persamaan (3.36) mempunyai bagian real negatif

ketika 7, e[O,rZ*). Sedangkan menurut Lemma 3.2, semua akar
dari persamaan (3.29) dengan 7 ,< rl*(z'z) mempunyai bagian real
negatif karena terdapat z'l*(rz)>0. Dengan demikian kestabilan

titik kesetimbangan (N*,M*) adalah stabil asimtotik ketika

Q_E[O,Z;(Tz)).

3.5. Efek Kemoterapi pada Model Kompartemen

Model persamaan kompartemen stem sel (3.4) dan (3.5)
menggambarkan dinamika sirkulasi sel darah pada penyakit Chronic
Myelogenous Leukemia. Melalui sistem pengobatan kemoterapi,
persamaan (3.4) dan (3.5) tersebut dapat berubah bentuk karena
adanya peningkatan apoptosis pada fase proliferasi sebagai akibat
masuknya beberapa obat dalam tubuh pasien. Pada modifikasi model
yang diakibatkan kemoterapi, jumlah sel darah dalam fase proliferasi
menurun karena adanya peningkatan rata-rata apoptosis menjadi

n=n+n(t), (3.49)
di mana parameter y; (t) merupakan rata-rata apoptosis yang
disebabkan oleh masuknya obat-obat kemoterapi dalam tubuh.
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Untuk menentukan sistem persamaan dari model yang
mencakup efek kemoterapi, jumlah sel darah pada fase proliferasi
yang masuk dari fase non proliferasi sampai pada pembelahan sel
akan berubah karena

Z—T}{ﬁ +7E (OIN (). 50

Di antara t—7; dan t terdapat solusi untuk model persamaan yang
diberikan dengan

N(t) dN t
| it [Ar2+r()jat, (3.51)
N(t-7;) t-7
sehingga didapatkan
~nn- j 7 (t)at’
N(t)=N(t-z,)e . (3.52)

Integral dari 7 memberikan gambaran bahwa semua sel darah yang
berada pada fase proliferasi dipengaruhi oleh adanya apotosis yang
merupakan efek kemoterapi dari waktu t—z, sampai t.

Dengan demikian sirkulasi sel darah (dengan durasi waktu 7 )
dari sistem yang dimodifikasi sebagai akibat proses kemoterapi dapat
ditulis dalam bentuk baru, yaitu

frfrr} 7
de—t(t):—ﬂ(N)N —k(M)N+2

B(N, N, (354)

dM (t)
dt

dimana N, =N(t-7) dan M_=M(t-7,).

=—7,M +Ak(M_ )N (3.55)

]
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1. Kesimpulan

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal sebagai
berikut.

1. Model persamaan penyakit Chronic Myelogenous Leukemia
dapat dikontruksi menggunakan diagram kompartemen stem sel
yang mewakili dinamika sirkulasi sel darah pada tubuh manusia,
sehingga diperoleh persamaan diferensial non-linier sebagai
berikut

dN (t) —nn
= —A(N)N=K(M)N +2¢ B(N, N,
dM (t

dt( ):—sz + Ak(M_ N,

dimana N, =N(t-7) dan M_=M(t-7,).

2. Model matematika penyakit Chronic Myelogenous Leukemia
mempunyai dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan

trivial (0,0) yang menunjukkan adanya kepunahan sel darah

dalam tubuh dan titik kesetimbangan non-trivial (N*, M ) yang

menunjukkan adanya osilasi dalam populasi sel darah.
Kestabilan  titik  kesetimbangan  non-trivial (N*,M*)

bergantung pada nilai 7, dan 7, . Pada kasus ketika 7, =7, =0,
titk kesetimbangan non-trivial (N*, M *) adalah stabil
asimtotik. Untuk kasus di mana 7, =0 dan 7, >0, jenis
kestabilan titik kesetimbangan non-trivial (N*, M *) adalah
stabil asimtotik ketika 7, < z, , dan bifurkasi Hopf dapat terjadi
bila 7,=7,. Sedangkan pada Kkasus 17,7, >0, titik
kesetimbangan non-trivial (N*, M*) adalah stabil asimtotik

ketika 7, € [O, 7] (rz )) .
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Metode pengobatan penyakit Chronic Myelogenous Leukemia
melalui kemoterapi dapat mempengaruhi model kompartemen
stem sel akibat adanya peningkatan rata-rata apoptosis pada fase

proliferasi menjadi ylzylo—i-yf (t) sehingga persamaan
modelnya penyakit Chronic Myelogenous Leukemia setelah
kemoterapi dilakukan terhadap pasien adalah

-An- i )
de—t(t)z—ﬂ(N)N—k(M)N LN
dM (t)

dt
dimana N, =N (t-7)dan M_ =M (t-7,).

ﬂ(Nfl) NTl

=—7,M +Ak(M_ N,

. Saran

Pada penulisan skripsi selanjutnya dapat digunakan simulasi
untuk lebih memahami perilaku penyakit Chronic Myelogenous
Leukemia.

Pembahasan lebih lanjut dapat dilakukan pada model yang telah
dimodifikasi dengan adanya kemoterapi yang dilakukan pada
pasien Chronic Myelogenous Leukemia.
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LAMPIRAN

Uraian Persamaan (3.43)

Dari kesamaan trigonometri
sin? (w1, )+cos’ (w7,) =1,
maka

=

o', +(byb, —bzbs)a)Jz +[(b4 “bb,)w? —bb, Jz V)

2 2 2 2 2 2
b,"" +b, b, " +b,

o°b)? +(bb, ~bb, )’ @* + 2w, (b, —b,b,)

\ ¢ 2
(blw’ +b?)
+ (b4 — blb?»)2 o' +b,°b,” - 2(b4 ) b1b3)a)2b2b4 =1
p =
(ble’ +b;?)
- o’b? +b%0, @ +b,°0 0’ —2w’bbbb, + 20 bbb, —20',b,
(b32a)2 +b? )2

L o'+ o' ~20'bbb, +b,’0,’ - 200, + 207,
(b0 +b.?)’

1

- o’b +0°b 0 +b,°b 0’ —20'0,b] + w'b,* + 0'b D7 +.....

(b32a)2 b2 )2

(a)4 +b’w’ —2b,0" + bz?‘)(bsza)2 - b42) \};
= (b0 +b,?)(ble” +b.?) K
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