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TEOREMA POLYA UNTUK MENENTUKAN
GRAF YANG TIDAK ISOMORFIS

ABSTRAK

Salah satu permasalahan dalam teori graf adalah menghitung
kemungkinan banyaknya graf yang biasa dikenal dengan enumerasi.
Dalam melakukan enumerasi pada graf dapat menggunakan Teorema
Polya. Untuk membuktikan Teorema Polya digunakan Teorema

Burnside dan Teorema Isomorfisma Grup G = G . Teorema Polya
pertama digunakan untuk menghitung banyaknya graf sederhana
yang tidak isomorfis dengan n titik sedangkan Teorema Polya kedua
digunakan untuk menentukan pola pewarnaan pada graf sederhana
yang tidak isomorfis dengan n titik.

Kata kunci: graf tidak isomorfis, isomorfisma grup, pola
pewarnaan, Teorema Burnside, Teorema Polya.



POLYA THEOREM TO DETERMINE GRAPH
NON-ISOMORPHIC

ABSTRACT

One of the problem in graph theory is to accounting the number
of graph on n vetices is called enumeration. Enumeration of graph
can to use Polya Theorem. To prove Polya Theorem needed

Burnside Theorem and Isomophism grup Theorem G = G . The first
Polya Theorem be used to accounting the number of non isomorphic
simple graph on n vertices and the second Polya Theorem be used to
determine a pattern inventory of non isomorphic simple graph on n
vertices.

Keyword : non isomorphic graph, isomorphism grup, pattern of
colouring, Burnside Theorem, Polya Theorem.
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Simbol

VX

aX
XRy
X=Yy
Xy

DAFTAR SIMBOL

Keterangan

Bilangan Asli
Himpunan Kosong

Untuk semua X

Terdapat X

X berelasi dengan y

Jika X maka y

X jika dan hanya jika y

X anggota dari himpunan X

X bukan anggota himpunan X
X himpunan bagian dari Y

X tidak sama dengan y

X sedemikian sehingga y

Invers dari a

Order X / Jumlah anggota himpunan X
Stabilizer X pada grup G

Orbit X pada grup G

Karakter permutasi g pada grup G
Grup Simetri berderajat n

Akhir pembuktian



BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar abstrak merupakan salah satu bidang ilmu aljabar yang
di dalamnya dibahas bermacam-macam struktur aljabar. Sedangkan
struktur aljabar dibangun oleh tiga komponen yaitu: himpunan,
operasi biner dan aksioma. Salah satu bagian dari struktur aljabar
adalah teori grup. Dalam teori grup dibahas mengenai Teorema
Burnside dan Teorema Polya, di mana Teorema Polya dapat
diterapkan pada graf.

Teori graf pertama diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada
tahun 1736 ketika mendiskusikan apakah mungkin untuk melewati
sebuah jembatan di kota Konsberg Rusia dalam sekali waktu.
Publikasi dari masalah ini dan usulan solusinya di sebut teori graf.
Pada permasalahan yang dialami Euler, simpul merepresentasikan
kota yang dihubungkan oleh jembatan sedangkan simpul adalah
jembatan yang menghubungkan antar kota (Chartrand and Lesniak,
1996).

Menurut (Wilson dan Watskins, 1990) terdapat empat buah
masalah pokok dalam teori graf, yaitu masalah eksistensi, masalah
konstruksi, masalah enumerasi dan masalah optimasi.

Dalam skripsi ini akan dibuktikan Teorema Polya dengan
menggunakan Teorema Burnside dan teorema-teorema yang
mendukung dan aplikasinya pada graf yaitu dengan melakukan
enumerasi untuk mengetahui jumlah graf yang tidak isomorfis antara
graf satu dengan lainnya.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan pada latar belakang permasalahan yang telah
dijelaskan sebelumnya , maka pokok permasalahan dalam penulisan
skripsi ini adalah :

I. Bagaimana  membuktikan  teorema  Polya  dengan
menggunakan teorema Brunside dan teorema-teorema yang
mendukung.



2. Bagaimana melakukan enumerasi yaitu menghitung jumlah
graf yang tidak Isomorfis dan menentukan pewarnaan graf
yang tidak isomorfis.

1.3 Tujuan

Tujuan dari skripsi ini adalah untuk

1. Membuktikan Teorema Polya dengan menggunakan Teorema
Burnside dan teorema-teorema yang mendukung.

2. Melakukan enumerasi yaitu menghitung jumlah graf yang
tidak Isomorfis dan menentukan pewarnaan graf yang tidak
isomorfis.

1.4 Batasan Masalah

Penulisan skripsi ini difokuskan pada himpunan yang memiliki
elemen hingga (N = 2) dan pada graf sederhana.



BAB |1
DASAR TEORI

Pada bab ini akan dibahas dasar teori yang menunjang pokok
pembahasan pada Bab III diantaranya adalah dasar tentang teori
himpunan, pemetaan, relasi, grup, grup action, grup permutasi, koset,
graf.

2.1 Relasi dan Pemetaan

Definisi 2.1.1 (Hungerford, 1974)

Suatu himpunan dikatakan berelasi jika anggota sebuah himpunan
tersebut dihubungkan dengan anggota himpunan lain atau dengan
himpunan yang sama. Penyajian relasi dalam himpunan X
dinotasikan sebagai berikut : VX,y € X, XRy.

Definisi 2.1.2 (Hungerford, 1974)
Suatu relasi ‘R pada himpunan X disebut relasi ekivalen jika:
1. Refleksif : (Vx e X, XfRX)

2. Simetris : (VX, y € X, xRy = yRx)
3. Transitif : (VX, y,z € X , xRy dan yRz = xRz)

Definisi 2.1.3 (Grimaldi, 1994)
Misalkan ‘R adalah relasi ekivalen pada himpunan X. VXe X,

kelas ekivalen dari X dinotasikan <X>, didefinisikan dengan

(x) = {y e X|ymx}.

Teorema 2.1.4 (Grimaldi, 1994)
Misalkan ‘R adalah relasi ekivalen pada himpunan X dan X,y € X .

Maka xRy < () =(y).

Bukti :
(=)Misalkan XRy. Akan dibuktikan (X)=(y). Jika we(X),
maka WRX dan diketahui ‘R transitif sehingga WRY .



Oleh karena itu W € <y> dan <X> - <y> Diketahui R simetris.
Sehingga, jika te <y>, maka tRY dan dengan sifat transitif
maka tRX. Oleh karena itu te<x> dan <y>;<x>. Jadi

terbukti (X) =(y).
(<)Misalkan (X)=(y). Akan dibuktikan X3y . Misalkan X & (X),
sehingga X € <y> Jadi terbukti xRy . u

Definisi 2.1.5 (Whitelaw,1995)
Misalkan X dan Y adalah suatu himpunan tak kosong. Relasi
f : X > Y dikatakan suatu pemetaan atau fungsi dari X ke Y, jika

untuk setiap X € X, terdapat dengan tunggal Yy €Y sedemikian

sehingga Y= f(x). Himpunan X disebut sebagai domain dari
pemetaan f dan himpunan Y disebut kodomain.

Definisi 2.1.6 (Bhattacharya, 1986)

a. Pemetaan f : X — Y dikatakan injektif, jika memenuhi
VX, X, € X, X # X, = (%)= f(x,).

b. Pemetaan f : X — Y dikatakan surjektif (onto), jika memenuhi
VY €Y , maka terdapat X € X sedemikian sehingga y = f (X)

c. Pemetaan f : X — Y dikatakan bijektif, jika pemetaan tersebut

injektif dan juga surjektif. Pemetaan bijektif disebut juga
korespondensi satu-satu.

Definisi 2.1.7 (Durbin, 1992)
Misalkan X adalah himpunan berhingga. Order dari X adalah

banyaknya elemen dari X. Dinotasikan dengan ‘X ‘ :

Definisi 2.1.8 (Bhattacharya.1986)
Misalkan X dan Y adalah himpunan berhingga. Jika terdapat

pemetaan bijektif f : X — Y  maka ‘X‘ = ‘Y‘ :



Definisi 2.1.9 (Dummit, 1999)

Jika f:X —>Y dan g:Y > Z, maka pemetaan komposisi
go f : X > Z didefinisikan (g o f)(X)= g(f (X)), untuk suatu
Xe X.

2.2 Operasi Biner

Definisi 2.2.1 (Dummit, 1999)
Operasi biner * pada himpunan G adalah fungsi :

*:GxG>G
(a,b)— #(a,b)=a*b, Va,beG

2.3 Grup dan Isomorfisma Grup

Definisi 2.3.1 (Fraleigh,1994)
Himpunan tak kosong G dengan operasi biner * yang didefinisikan
pada G disebut grup jika memenuhi oksioma-oksioma berikut:
1. Tertutup: Va,be G,a*beG.
2. Assosiatif:(a*b)*c=ax*(bx*c),va,b,ccG.
3. Terdapat elemen identitas
Va e G,Je e G sedemikian sehingga a*e=e*a=a.
4. Terdapat invers
VaeG,3a ' €G sedemikian schingga @' *a=a*a ' =e.
Jika G grup terhadap operasi biner * dinotasikan (G, *).

Definisi 2.3.2 (Battacharya,1986)
Jika operasi biner pada grup (G,*) adalah komutatif yaitu

Va,b € G sedemikian sehingga a*b =Db*a, maka grup G disebut
grup komutatif (grup Abelian).

Definisi 2.3.3 (Battacharya,1986)
Misalkan (G,*) adalah suatu grup, dan misalkan H adalah subset G.

H disebut subgrup G, ditulis H <G, jika terhadap operasi biner
pada grup G, H adalah grup.



Teorema 2.3.4 (Durbin, 1985)
Misalkan G grup dengan operasi biner* , H # ¢ dan HcG.
Maka H adalah subgrup G jika hanya jika memenuhi:

1. Va,beH, maka a*beH

2. VaeH,maka a' e H

Bukti :
(:)Diketahui H subgrup. Akan dibuktikan H memenuhi kedua sifat

(1) dan (2) di atas. Karena H adalah subgrup G, sehingga jelas
H memenuhi kedua sifat (1) dan (2) di atas.

(C)Anggap H memenuhi (1) dan (2). Akan dibuktikan H subgrup.
Karena H # ¢ maka terdapat elemen di H. Ambil ae H ,

maka menurut (2) &' € H, jadi H mempunyai invers. Dengan
menggunakan (2) a,a ' € H schingga a*a ' =a ' *a=e,

jadi H mempunyai elemen identitas. Karena pada H berlaku
sifat assosiatif, sehingga terbukti H subgrup G. |

Definisi 2.3.5 (Dummit, 1999)
Misalkan G adalah grup terhadap oprasi biner # dan H grup terhadap
operasi biner *. Misalkan terdapat suatu pemetaan f:G —> H .

Maka f discbut homomorfisma jika f(a#b)= f(a)= f(b),
Va,beG.

Contoh 2.3.6
Misalkan f :(R+,0)—)( +) didefinisikan f( )
f

W, yeR", f(xy)=log(xy)=log(x)log(y)=

adalah suatu pemetaan homomorfisma.

( ) Maka

=lo
() ( ) Jadi f

Definisi 2.3.7 (Grimaldi, 1994)
Jika f:G —> H adalah homomorfisma dan bijektif , maka f

disebut isomorfisma. Sedangkan G, H disebut grup yang isomorfik.



Definisi 2.3.8 (Whitelaw, 1995)

Misalkan X adalah himpunan berhingga. Jika terdapat suatu
pemetaan f yang memetakan himpunan X kedirinya sendiri
f : X > X dan f adalah pemetaan yang bijektif, maka f disebut

permutasi pada X.

Contoh 2.3.9
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana X = {1,2,3,4,5}. Jika

terdapat pemetaan f:X—>X didefinisikan f(l) =1, f(2) %) f(3) =4,
f (4) =341 (5) = 2 . Karena f memetakan himpunan X dengan tepat
satu ke himpunan X, sehingga f adalah suatu permutasi pada X.

Teorema 2.3.10 (Durbin, 1992)
Himpunan semua permutasi dari suatu himpunan berhingga X adalah
grup terhadap operasi komposisi.

Bukti:

Misalkan G adalah suatu himpunan permutasi dari X. Akan
dibuktikan G adalah grup terhadap operasi komposisi. Untuk
membuktikan G adalah grup, maka G harus memenuhi aksioma-
aksioma:

(1) Tertutup

Ambil sebarang ¢,,d, € G. Akan dibuktikan g, g, €G.
Diketahui G adalah himpunan semua permutasi sedemikian sehingga
9,°9,(x)=0,(9,(x))=9,(y)=2,¥x,y,z € X . Jadi G memenuhi
sifat tertutup.

(1) Assosiatif

Ambil sebarang ¢,0,,0; €G. Akan dibuktikan g 0(g,°0%)=(g,°g,)°0;

9,°(0,°0;)X) = 9,(9, °G;(X)
= 0,(9,(9;()))
= 0,°0,(9;(x))
=(9,°9,)°05(X)

Jadi G memenubhi sifat assosiatif.



(111) Mempunyai elemen identitas

Ambil sebarang ¢ € G, Akan dibuktikan terdapat € €G, sedemikian
sechingga goe=(. Karena (o e(x) = g(e(x)) = g(x),Vx e X,
maka € €G dan terbukti G mempunyai elemen identitas.

(iv) Mempunyai invers

Ambil sebarang g €G. Akan dibuktikan ' €G, sedemikian
sehingga (oQ ' =e. Diketahui G adalah himpunan semua
permutasi dan permutasi adalah pemetaan yang bijektif sehingga
terdapat @' €G sedemikian sehingga (o g_l(X) :e(x), e X.
Karena G memenuhi keempat aksioma, jadi terbukti G adalah grup.m

Contoh 2.3.11
Misalkan X suatu himpunan X = {1,2,3} dan G adalah suatu

himpunan  permutasi Gz{gl,gz,g3,g4,gs,g6} dimana

91:(1)(2)(3)= 92:(1 2)(3)9 g3=(1 2 3)» 94:(2 3)(1)=

05 =(1 3 2) dan g, = (1 3)(2). Akan dibuktikan G adalah grup.

Bukti:

Untuk membuktikan G adalah suatu grup, maka G harus memenuhi
aksioma-aksioma :

(1) Tertutup

Misalkan @, €G untuk 1=12,...6, maka akan dibuktikan ¢, °g; eG.

Didapatkan jika g,°0;=0,, 9;°9,=0,, 9,295 =0,, 9s°0s =0;.
Terbukti G memenubhi sifat tertutup.

(1) Assosiatif

Misalkan @,,0;,0, €G. Akan dibuktikan @, 0(93 o g4) =(0,°0;)°0,.
9 o(gs K 94) =0, =(0,°0;)°0,. Terbukti G memenuhi sufat assosiatif.
(i11))Mempunyai elemen identitas

Misalkan ¢, €G, maka terdapat @, €G. Sedemikian sehingga

0,°0,=0,°0,=0,. Terbukti G mempunyai elemen identitas.



(iv) Mempunyai invers
Misalkan ¢, €G, maka terdapat @, €G. Sedemikian schingga

d,°0;,' =0,°0,=0,. Jadi invers dari @, adalah g,. Terbukti G

mempunyai invers. Diketahui G memenuhi empat aksioma, jadi G
adalah grup.

Definisi 2.3.12 (Bhattacharya, 1986)
Misalkan X himpunan tak kosong. Grup dari semua permutasi
terhadap pemetaan komposisi disebut grup simetri pada X,

Dinotasikan dengan S, . Subgrup dari grup simatri S, disebut grup
permutasi pada X. Jika ‘X‘: nuntuk N € N, maka S, disebut grup

simetri berderajat n. Dinotasikan dengan S, .

Definisi 2.3.13 (Pinter, 1990)
Misalkan f €S, . Jika terdapat barisan bilangan bulat yang berbeda

L, =1, =1,
f(x )=x,, f(x)=x jika X&(X,X,,.,X ), maka f disebut

o9 Ny

X, ..., X, €N sedemikian sehingga f(X )= X

cycle dengan panjang r dinotasikan dengan (X1 X2...Xr) . Cycle yang
memiliki panjang 2 disebut transposisi.

Contoh 2.3.14
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana X = {1,2,3,4,5} dan S,

12345
23451

- (12345) Maka banyaknya cycle dari permutasi f adalah 1 dengan
penjang 5.

adalah suatu grup simetri. Misalkan feS, dan f :(

Teorema 2.3.15 (Pinter, 1990)
Setiap permutasi dari suatu himpunan X dibangun oleh perkalian
cycle-cycle yang saling disjoint.



Bukti:

Misalkan f adalah suatu permutasi dari suatu himpunan X dengan n
elemen. Akan ditunjukkan permutasi f dibangun oleh cycle-cycle
yang saling disjoint.

Misalkan a, adalah elemen pertama didalam {1,2,...,!’1} sedemikian
sehingga f(a,)#a,. Misalkan a, = f(a,),a, = f(a,) sampai
f(ak) sama dengan salah satu elemen a,,a,,..,a, ,. Jika
f(a,)# a, dan diketahui & —a, —>..—a , —a —..—>a, —>a
maka f(a_ )= f(a, )=a,, hal ini tidak mungkin karena f
merupakan permutasi jadi merupakan pemetaan yang bijektif,
sehingga @, =4, dan oleh karena itu f(ak): a,. Jadi diperoleh

cycle pertama yaitu (al,az,...,ak). Selanjutnya, misalkan b,

elemen yang belum pernah diberikan pada cycle pertama yaitu
b, # @,, Vi sedemikian sehingga f(bl);tbl. Misalkan b, = f(bl),

b, = f(bz). Sama dengan proses untuk memperoleh cycle pertama,
sehingga diperoleh cycle kedua (bl,bz,...,bt ) Jadi jelas
(a,,a,,..,a,) dan (b,,b,,..,b ) saling disjoint. Kemudian
dilanjutkan proses yang sama hingga elemen dalam {1,2,..., n} habis.

Jadi terbukti bahwa suatu permutasi dibangun oleh cycle-cycle yang
saling disjoint. |

Contoh 2.3.16
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana X = {1,2,3,4,5} dan

Sn
12345
B

32154
perkalian 2 cycle yang saling disjoint.

adalah suatu grup simetri. Misalkan f €S dimana

j: (132)(45). Maka f dapat dinyatakan dengan

10



Definisi 2.3.17 (Dummit, 1999)
Misalkan G grup dan X himpunan. G dikatakan beraksi pada X jika

terdapat pemetaan 77: G x X — X dimana untuk 77(a, X) di tulis
ax, sedemikian sehingga Va,b € G,X € X memenubhi :

1. (ab)x = a(bx)

2. eX=X
Pemetaan 77 disebut G action pada X dan X disebut G-set.

Definisi 2.3.18 (Bhattacharya 1986)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X dan X e X.

Didefinisikan G, = {a € Glax = x}. Maka G, discbut stabilizer x
pada G.

Contoh 2.3.19
Misalkan X = {1,2,3,4} dan G = {gl,gz,g3,g4} adalah grup

permutasi dari X, dimana (, = (1)(2)(3)(4), g, = (1)(2)(34),
g, =(12)3)4), g, =(12)34). Diketahui G, adalah stabilizer X
pada G , untuk suatu X &€ X . Sehingga didapatkan G, = {gl,gz},

Gz = {919 92}, G3 = {91793}a G4 ~ {91993}'

Teorema 2.3.20 (Dummit, 1999)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X. Jika G

X

merupakan stabilizer dari X pada G, maka G, adalah subgrup G.

Bukti:

Diketahui G, adalah stabilizer dari X pada G. Akan ditunjukkan G,
subgrup G.

Misalkan X € X dan a,be G, sehingga ax =X dan bx=X.
Akibatnya abXx = a(bx) =ax=X. Jadi abeG, dan G

X

memenuhi sifat tertutup. Karena €X = X, hal ini menunjukkan ee€G,

sedemikian sehingga X =ex=a 'ax = a‘l(ax) =a’'x.
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Jadi @ €G, dan G, mempunyai invers. KarenaG memenuhi sifat

tertutup dan mempunyai invers, sehingga terbukti G, subgrup G. =

Definisi 2.3.21 (Bhattacharya 1986)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X dan Xe€ X.

Didefinisikan Gx = {a € Glax}. Maka Gx discbut orbit x pada G.

Contoh 2.3.22
Misalkan X = {1,2,3,4} dan G = {gl, d,,9;, g4} adalah grup

permutasi dari X. Dimana (, = (1)(2)(3)(4), g, = (1)(2)(34),

= (12)(3)4), g, =(12)(34). Jika diketahui GX adalah orbit
X pada G, maka diperoleh G1 = {1,2}, G2 = {1,2}, G3 = {3,4}
G4={3,4}.

Teorema 2.3.23 (Durbin, 1992)
Misalkan G adalah grup yang beraksi pada himpunan X. Jika

VX, Yy € X dan berada pada orbit yang sama, maka ‘GX‘ 3 ‘Gy‘ :

Bukti:
Misalkan X'RY, maka terdapat a € G sedemikian sechingga ax =Y.

Akan dibuktikan G, =G, . Ambil sebarang beG, sehingga
bx=x. Jika bx=x=>ba'y=x=baa 'y=ax =>by=y.
Hal ini menunjukkan beG, . Jadi G, G,. Ambil sebarang
Ce G schingga Cy = Y. Diketahui X%RY schingga dapat

diperoleh cax = ax. G adalah suatu grup, maka terdapat a~' € G

sedemikian  sehingga  Caa 'X=aa 'x =>cx=Xx. Hal ini
menunjukkan € € G, . JadiG, < G, , sehingga terbukti G, =G, .

Kemudian didefinisikan suatu pemetaan ¢:G, -G, dimana
¢(a): a,VaeG,. Maka akan ditunjukkan ¢ adalah pemetaan
yang bijektif.

I



(i) @ pemetaan

Misalkan Va,beG, . Jika a=b, akan ditunjukkan @(a)=g(b).
Ambil sebarang Xe X, maka ax=bx*) sehingga b'aeG .
Diketahui XRY maka terdapat C € G sedemikian sehingga CX=Y,
kemudian disubtitusikan pada persamaan (*) sehingga diperoleh
ac’'y=bc'y=>b'ac'y=c'y = b 'ay=y, WeX, sehingga
ay=by. Hal ini menunjukkan b 'ae G,. Dengan definisi
pemetaan ¢(a)= a dan ¢(b) =Db sehingga ¢(a) - ¢(b) Jadi
terbukti ¢ adalah pemetaan.

(i) @ injektif

Misalkan Va,b € G,, maka ax=X dan bx=X. Jika ¢(a) = ¢(b),
maka akan ditunjukkan a=Db. Karena aX=X maka ¢(ax):¢(x)
dan bx=X maka ¢(bX)=¢(X). Sehingga diperoleh ¢(ax):¢(bx),
VXxe X. Dengan menggunakan definisi pemetaan diketahui bahwa
¢(a) =a dan ¢(b) =Db . Sehingga a =b . Jadi terbukti ¢ injektif.
(iii) ¢ surjektif

Misalkan b € G, , maka by = y. Akan dibuktikan b €G, . Diketahui
XRY sehingga by=Yy = bax=ax = bx = x. Hal ini menunjukkan
b €G, . Jadi terbukti ¢ surjektif.

Karena ¢ adalah pemetaan yang bijektif sehingga terbukti jika

VX, Yy € X berada pada orbit yang sama, maka ‘GX‘ = ‘Gy‘. |

Definisi 2.3.24 (Bhattacharya 1986)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X . Didefinisikan

X, = {X € X‘gX = X}, geG. Maka X, disebut Kkarakter

permutasi g pada G.
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Contoh 2.3.25

Misalkan X = {1,2,3,4} dan G = {gl, d,,9;, g4} adalah grup
permutasi dari X. Dimana @, = (1)(2)(3)(4), g, :(l)(2)(3 ),
9, =(12)3)4). g,=(12)(34). Misalkan X, adalah karakter

permutasi  ¢;, untuk 1=1,2,34. Sehingga didapatkan
X, =1.234}), X, ={12}, X, =34}, X, =¢. Sedemikian

4
sehingga karakter permutasi G adalah Z ‘ X . ‘ =4+2+2=8.
=]

2.4 Koset

Definisi 2.4.1(Whitelaw,1995)
Misalkan H adalah subgrup G dan aeG. Himpunan

aH = {h eH \ah} disebut koset kiri dari H dan himpunan koset kiri
dari H didalam G ditulis G/H . Koset kanan didefinisikan serupa
yaitu Ha= {h € H\ha} untuk a € G dan himpunan koset kanan

dari H di dalam G ditulis H/G .

Teorema 2.4.2 (Grimaldi, 1994)
Jika H adalah subgrup dari grup G, maka Va e G \aH\ = ‘H‘ :

Bukti :
Diketahui aH adalah himpunan koset kiri, aH = {h eH \ah}, untuk

aeG. Misalkan terdapat suatu pemetaan o :H — aH
didefinisikan o(h)=ah, VheH . Akan dibuktikan o adalah

pemetaan yang bijektif.
(1) Pemetaan.

Ambil sebarang h,,h, € H. Jika h, =h,, maka akan dibuktikan
o(h)=c(h,). Ambil sebarang acG. Karena h =h, maka

ah, = ah,. Dengan definisi pemetaan, maka diperoleh bahwa
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o(h/)=ah, =ah, =c(h,). Jadi o(h)=0(h,). Terbukti o
pemetaan.

(ii) Injektif.

Ambil sebarang h,h, e H. Jika o(h)=c(h,), maka akan
dibuktikan h, =h,. Dengan definisi pemetaan diketahui G(hl)z ah,
dan o(h,)=ah,, untuk aeG. Hal ini menunjukkan ah, = ah, .
Karena G adalah suatu grup maka terdapat a”' €G sedemikian
schingga a 'ah, =a'ah, = h =h,. Jadi terbukti o adalah
injektif.

(i) Surjektif.

Ambil sebarang y € aH . Maka y = ah , untuk suatu h € H . Tetapi
ah = G(h). Jadi Y = G(h). Sehingga o surjektif.

Telah dibuktikan bahwa o adalah pemataan yang bijektif maka
aH|=|H]|. =

Definisi 2.4.3 (Whitelaw,1995)
Jika H subgrup G, maka indeks kiri H pada G adalah jumlah koset
kiri H pada G yang berbeda. Jika jumlahnya berhingga, maka

indeks kiri H pada G dapat dinotasikan ‘G :H ‘ .

Teorema 2.4.4 (Balakrishnan,1995)
Misalkan H subgrup G dan X € G . Jika xH adalah koset kiri dari H

terhadap x, maka xH =yH jika dan hanya jika Yy 'X e H .

Bukti:

(:>) Misalkan XH = yH,VX,y € G. H adalah subgrup sehingga

terdapat elemen identitas € € H , akibatnya Xe = X € XH .
Oleh karena itu X € yH . Jika terdapat h € H sedemikian

sehingga X = yh , maka y"'X=h .Jadi y 'xe H.
(C) Misalkan Yy~ 'X e H,VX,y € G. Jika terdapat heH
maka Y 'X=h dan X = yh . Misalkan z € XH dan terdapat
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h'e H sedemikian sehingga z = Xh'= yhh'= yh". Hal
ini menunjukkkan z € yH . Jadi YH = XxH . ]

Teorema 2.4.5 (Whitelaw,1995)
Misalkan G grup berhingga dan misalkan H subgrup G maka

G|=[G:H| |H].

Bukti :

Misal ‘H‘ =m dan ‘G : H‘ =k (sesuai dengan partisi G kedalam
koset kiri H). Karena ‘G . H‘ =k, maka terdapat K partisi koset

yang berbeda untuk setiap m elemen ,oleh karena itu G terdiri k m

elemen ‘G‘:km:‘G:H‘x‘H‘. m

Contoh 2.4.6
Misalkan himpunan X = {1,2,3} dan G = {91, 9,,95,94,9s, 96}

adalah grup permutasi, dimana @, = (1)(2)(3), g, = (12)(3),
9, =(132), 9,=03)2). g,=0123), g,=(1)23). Jika
H = {gl, 0;,0; }, dimana H merupakan subgrup G. Akan dibuktikan

/1€l
G:H|=.

H

Jawab :

. . G| 6
Diketahui ‘G‘=6 dan ‘H‘=3,maka ‘G:H‘=H=§=2.

Akan dibuktikan |G : H| =2

Untuk membuktikan jumlah indeks kiri H pada G digunakan koset
kiri H pada G yaitu ng S {gpgsagz}a ng N {gz,gwgé}’
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g3H :{93991795}9 g4H :{94996992}7 95H :{95,93,91}(131’1
g6H ={0s,9.,0, | Jadi terbukti |G : H| = 2.

Teorema 2.4.7 (Bhattacharya 1986)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X. Himpunan semua
orbit X pada G adalah partisi X untuk setiap X € X . Jika terdapat

suatu pemetaan bijektif GX — G/G, , maka ‘GX‘ ~ ‘G : GX‘ . Jika X
adalah himpunan berhingga, maka ‘X‘ = Z‘G ; GX‘ dimana C

xeC
adalah subset yang terdiri tepat satu elemen dari setiap orbit.

Bukti :

Partisi adalah himpunan dari kelas-kelas ekivalen, sedangkan kelas-
kelas ekivalen merupakan himpunan dari relasi ekivalen. Untuk itu
VX,Yy € X dan XY . Akan ditunjukkan ‘R relasi ekivalen.

(i) R refleksif.

Diketahui jika XY maka X =ay untuk suatu a € G. Karena G
adalah grup maka terdapat elemen identitas e € G, sedemikian
sechingga X =eX, VX e X .Jadi XRX. Terbukti R refleksif.

(ii) R simetris.

Jika XRY maka X=ay , VX,y € X . Karena G adalah grup maka
terdapat invers dari a€ G yaitu a ' €G sedemikian sehingga
y =a 'X.Jadi YRX. Terbukti ‘R simetris.

(iii) R transitif.

Jika XRy dan YRz, maka x=ay dan y=Dbz, VX Vy,ze X
dan a,b € G. sedemikian sehingga X = (ab)z. Karena G adalah
grup, maka G memenuhi sifat tertutup sehingga ab € G . Jadi xRz.
Terbukti R transitif.

Karena R memenuhi sifat refleksif, simetris, transitif maka ‘R
adalah relasi ekuivalen pada X dan kelas ekuivalen pada X e X
adalah orbit GX. Karena itu himpunan semua orbit adalah partisi

pada X . Jadi X = U GXx (disjoint.), dimana C adalah subset X
xeC

yang mempunyai satu elamen pada setiap orbit.
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Misalkan suatu pemetaan @ : GX — G/G, didefinisikan dengan

ax — aG, ,Va e G. Akan dibuktikan ¢ adalah pemetan bijektif.
(1) @ Pemetaan.

Jika Va,beG, ax=Dbx maka akan ditunjukkan ¢@(ax)= ¢(bx).
Diketahui ax = bXx maka ab~'Xx = X. Hal ini menunjukkan
ab ' € G, . Dengan Teorema 2.4.4 maka aG, = bG, . Sehingga
(D(aX) % go(bx). Jadi terbukti @ pemetaan.

(i) @ injektif.

Jika Va,b e G, (o(ax) = gD(bX) akan ditunjukkan ax = bx.
p(ax)= p(bx) < aG, =bG,, menurut Teorema 2.4.4 maka
a'beG,. Sechingga diperoleh a 'bx=Xx=>bx=ax. Hal ini
menunjukkan ax = bx. Terbukti ¢ injektif.

(11) @ surjektif.

Jika Va,beG, maka aGx=a(bx)=ax. Terbukti ¢ surjektif.
Karena ¢ injektif dan surjektif maka ¢ adalah bijektif. Sehingga
Gx| =|G/G,|=|G : G,|. Diketahui X adalah gabungan orbit GX

yang disjoint dan X merupakan himpunan berhingga, maka

X|=Ylex=Y[6:6,| -

xeC xeC

Teorema 2.4.8 (Balakrishnan,1995)
Jika G grup yang beraksi pada himpunan X, maka: VXe& X

Gx[G,|=6].

Bukti:

Dari Teorema 2.4.7 diketahui bahwa pemetaan @ :Gx — G/G,

adalah  pemetaan  yang  bijektif, sedemikian  sehingga
‘GX‘ z‘G/GX‘: ‘GX‘ z‘G :GX‘. Menurut Teorema 2.4.5 diperoleh

Gx|=|G:G,|=[GX =H:> G|=|GX|G,|. .

G,
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Contoh 2.4.9
Misalkan himpunan X = {1,2,3} dan G = {gl, 0,,95,94,95, 96}

adalah grup permutasi, dimana g, = (1)2)3), g, =(12)3),
0, =(132). g, =(13)2). g5 = (123), g, = (1)23).

Akan dibuktikan |G| = |GX|G,|.

Jawab :

Diketahui |G| =6, Gl1=G2 =G3={1,2,3] jadi [GX|=3, Vx e X
dan diketahui G, =1{9,,9,}, G, =1{9,,9,} dan G, ={g,.9,}.
Jadi |G,| =2, ¥xe X. Sedemikian sehingga |GX|G,|=3.2=6=|G|.

Teorema 2.4.10 (Teorema Burnside) (Bhattacharya 1986)
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X. Maka banyaknya

orbit X pada G adalah Kk = =\ Z‘X g‘

G

geG

Bukti:
Misalkan S = {(g, X) eGx X\gx = X}. Untuk sebarang ¢ € G, maka

jumlah pasangan order (g,x) pada S adalah sama dengan ‘Xg‘.
Jika untuk sebarang X € X, maka jumlah pasangan order (g,x)

pada S adalah sama dengan ‘GX‘. Oleh karena itu,

Z‘Xg‘z‘S‘zz ‘GX‘. Dengan Teorema 2.4.7 menunjukkan
geG xeX

bahwa ‘GX‘z‘G:GX‘z‘GMGX‘, sehingga Z‘Gx‘z‘G‘z

xeX xeX

AR
Gx|

1
Perhatikan bahwa —— akan bernilai sama untuk setiap X yang

G
berada pada orbit yang sama. Dan jika O adalah sembarang orbit,
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1 . 1 M §)
maka ;G—X‘ =1. Akibatnya ;G—X‘ adalah banyaknya orbit di X
terhadap G . Jadi Z‘GX‘ = k‘G‘ . Jadi terbukti K = iZ:‘Xg ‘ n
xeX ‘G geG

Contoh 2.4.11

Misalkan X = {1,2,3,4} dan G = {gl, d,,9;, g4} adalah grup
permutasi dari X, dimana (, = (l)(Z)(3)(4), g, = (12)(34),
g; = (13)(24), g, = (14)(23). Dari contoh 2.3.8 diperoleh bahwa

Z X, =8 dan ‘G‘ =4 . Dengan menggunakan Teorema 2.4.6 maka
geG

jumlah orbit pada Grup permutasi G adalah

k—ingz—(s)zz.

4 1
Gli="* 4

2.5 Graf dan Graf Isomorfis

Definisi 2.5.1 (Clark dan Holton, 1991)

Suatu graf G terdiri dari pasangan himpunan G(V, E) , di mana V
himpunan berhingga yang tidak kosong yang anggotanya disebut
simpul (vertice atau node) dan E adalah himpunan yang anggotanya

disebut sisi (edge) di mana setiap sisi menghubungkan tepat dua
simpul.

{ L
Vi S \%)

Gambar 2.5.1 Graf G dengan v adalah simpul dan e adalah sisi

Definisi 2.5.2 (Clark dan Holton, 1991)

Suatu graf yang tidak memiliki loop (gelang) dan sisi-sisi ganda
disebut graf sederhana (simple graph), sedangkan graf ganda
(multigraph) adalah graf yang memiliki sisi-sisi ganda atau
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mengandung satu atau lebih loop (sisi yang menghubungkan sisi
dengan dirinya sendiri).

SRR

(a) (b)
Gambar 2.5.2 Graf sederhana (a) dan graf ganda (b)

Definisi 2.5.3 (Clark dan Holton, 1991)
Misalkan G(V, E) dan G* (V*E*) adalah graf dan f :V >V *

adalah pemetaan yang bijektif. f adalah suatu isomorfisma jika
u,veV dan (u,v) adalah sisi-sisi pada G, maka (f(u), f(V))
adalah sisi-sisi pada G*. Graf G dan G* dikatakan saling isomorfis.

Contoh 2.5.4
Misalkan G(V, E) dan G* (V* E*) adalah graf dan V = {u,v,w, z},
V* = {a,b,c, d } Jika terdapat suatu pemetaan f, dimana

f:VoV* yaitu u—~b, viba, zt>c, wi— d, maka f

adalah suatu isomorfisma dan G dengan G* adalah graf yang saling
isomorfis.

JEN| b
z W C
(a) (b)

Gambar 2.5.3 graf (a) dan graf (b) saling isomorfis

Definisi 2.5.4 (Clark dan Holton, 1991)
Misalkan G adalah suatu graf. G disebut graf lengkap jika setiap
simpul terhubung dengan simpul yang lain.
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(a) (b)
Gambar 2.5.4(a) graf tidak lengkap dan (b)graf lengkap

Proposisi 2.5.5 (Munir, 2005 )
Jika G adalah graf lengkap dengan n simpul maka akan terdapat

"C, sisi.

Bukti:
Misalkan graf G memiliki n simpul. Akan dibuktikan graf G

n(n—1)

mempunyai a ="C,= sisi. Pernyataan tersebut akan

dibuktikan dengan induksi matematika.
Misalkan N =1. Maka terdapat @, =0 sisi. Pernyataan benar.

Misalkan n =2 . Maka terdapat @, =1 sisi. Pernyataan benar.

k(k -1
Andaikan N =K, maka terdapat a, = ( 5 ) adalah benar. Akan

dibuktikan N =K +1 bernilai benar.
Jika n =K +1, maka terdapat @, ,, sisi, yaitu :

a.,, = a +k

k(k=1) ,
2

(k + 1)k

. Pernyataan benar.

Jadi benar jika graf G memiliki n simpul maka akan terdapat
3 n(n-1)
CZ =
2

S1Sl. n
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BAB 111
PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi-definisi dan
teorema-teorema yang digunakan untuk membuktikan teorema polya
dan aplikasinya yaitu untuk menghitung dan menentukan jumlah graf
yang tidak isomorfis khususnya pada graf sederhana.

Permutasi merupakan suatu pemetaan bijektif yang memetakan
suatu himpunan X ke dirinya sendiri. Misalkan f adalah suatu
pemetaan sedemikian sehingga f : X — X . Suatu permutasi f
dapat dibangun dari cycle yang saling disjoint (Durbin, 1992). Dalam
definisi dibawah ini akan dijelaskan mengenai tipe cycle dari
permutasi f .

Definisi 3.1 (Santosa, 2002)
Misalkan f adalah suatu permutasi dari himpunan X dengan n

elemen yang memuat sebanyak a, cycle dengan panjang 1, a, cycle
dengan panjang 2,..., @; cycle dengan panjang i, untuk i=1,2,3,...,n,
maka tipe cycle dari permutasi f disajikan dengan [alaz...an] dan

bobot tipe cycle dari permutasi f adalah bilangan positif
W =1%2%..n*.

Contoh 3.2
Misalkan X = {1,2,...,9}. Jika terdapat suatu permutasi

(123456789

75 4 6 2 3 81 9
perkalian cycle yang saling disjoint, yaitu f = (178)(346)(25)(9).
Sehingga diperoleh a, =1, a, =1, a, =2. Jadi tipe cycle dari

j, maka f dapat ditulis dengan

permutasi f adalah [1 12000000] dan bobot tipe cycle dari permutasi
f adalah 1'2'37,
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Dengan menggunakan tipe cycle dari suatu permutasi akan
didefinisikan indeks cycle dari suatu grup permutasi dimana
merupakan jumlah dari indeks cycle tiap permutasi.

Definisi 3.3 (Santosa, 2002)
Misalkan G grup permutasi dari suatu himpunan berhingga X
dengan n elemen. Misalkan ¢ € G , dimana g memiliki tipe cycle

[alaz...an]. Indeks cycle dari g didefinisikan sebagai
Z(g: X, X,y X, )=X2x2 x> dan indeks cycle dari G di

1
definisikan sebagai Z(G; X> Xy 5eees X ) = ‘E Z Z(g; X Xy peees X ),
dimana X; adalah penyajian cycle yang memiliki panjang i untuk
1=12,3,...,0N.

geG

Contoh 3.4
Misalkan X = {1,2,3,4} dan G = {gl, d,,0;, g4} adalah himpunan

permutasi dari X. Dimana (, = (1)(2)(3)(4), g, = (12)(34),
g, = (13)(24), g, = (14)(23). Akan dibuktikan G adalah grup
permutasi dan akan ditunjukkan indeks cycle G.

Jawab :

a. Diketahui G adalah himpunan permutasi. Akan dibuktikan G
adalah grup. Untuk membuktikan G adalah grup, maka G harus
memenuhi aksioma-aksioma :

(i) Tertutup. Diketahui ¢,,d;,0, € G sedemikian sehingga
92g3 v g3g2 \ g47 g3g4 = g4g3 = gzg 9294 — g4g2 = g3. Jadi

G memenuhi sifat tertutup.
(ii) Assosiatif. Diketahui ,,d,,9,,0, € G sedemikian sehingga

(glgz )93 =0, (g2 0, ) = 0,. Jadi G memenuhi sifat assosiatif.
(iii) Mempunyai elemen identitas. Diketahui ¢,,0;,d, € G maka

terdapat ¢, € G  sedemikian sehingga 0,9, =0,0,=0,,
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9,9, 9,9, =95, 9,9,=9,9,=0,. Jadi g, merupakan
elemen identitas pada G.
(iv) Mempunyai invers. Diketahui ¢,,0,,05,0, € G sedemikian

sehingga 0,9, =0,, 9;9; =0,, 9,9, = 0,. Jadi invers dari
g, adalah ¢,, g,adalah ¢,, g, adalah g,. Karena G memenuhi
keempat aksioma, sehingga terbukti G adalah grup.

b. Akan ditunjukkan type cycle dari grup permutasi G. Diketahui tipe
cycle dari permutasi g, adalah [4000]. Jadi indeks cycle dari g,

adalah  Z(9,;X,,X,,X;,X,)=X'. Diketahui tipe cycle dari
permutasi g, yaitu [0200]. Jadi indeks cycle dari g, adalah
Z(gz;xl,xz,x3,x4): X; . Demikian juga untuk indeks cycle g,

dan g, adalah sama dengan §,.Sehingga diperoleh indeks cycle G
adalah

4
Z(G;xl,xz,x3,x4)=@Z(gi;xl,xz,x3,x4)
i=1
1

\ 4(x14 +X7 + X, +x§):i(xf‘ +3x2).

Setelah didefinisikan indeks cycle dari suatu grup permutasi,
selanjutnya akan didefinisikan suatu fungsi yang memetakan
himpunan berhingga X ke himpunan warna Y. Sehingga fungsi
tersebut disebut pewarnaan X.

Definisi 3.5 (Santosa, 2002)

Misalkan X dan Y adalah suatu himpunan berhingga, dimana Y
merupakan himpunan warna. Jika terdapat suatu fungsi @ yang
memetakan X ke Y, maka fungsi ® disebut pewarnaan X.
Sedangkan himpunan semua fungsi yang memetakan X ke Y
dinotasikan T. Misalkan ®,¥ € T . Dua pewarnaan @,V dikatakan

tak dapat dibedakan terhadap grup permutasi G dari himpunan X
jika terdapat 7 € G sedemikian sehingga

(ID(X): ‘P(ﬂ(x)),‘v’x =1
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Teorema 3.6 (Tucker, 1984)

Misalkan G grup permutasi dari himpunan X dan T adalah himpunan
fungsi yang memetakan himpunan berhingga X ke himpunan
berhingga Y. Misalkan @,W €T . Jika ®RY (‘R adalah relasi tak

dapat dibedakan) maka ‘R adalah relasi ekivalen.

Bukti :

Misalkan ‘R adalah relasi tak dapat dibedakan. Akan dibuktikan ‘R
adalah relasi ekivalen maka SR harus memenuhi sifat refleksif,
simetris, transitif.

a. ‘R Refleksif.

Diketahui G grup sehingga terdapat elemen identitas &£ € G

sedemikian sehingga CD(X) = CD(E(X)),VCD €T dan Vxe X . Jadi

DORD .
b. R Simetris.
Misalkan OYeT,reC. Jika ORY maka

CD(X) = ‘{’(ﬂ(x)), Vx e X . Karena G grup, maka terdapat 7' € G
sedemikian sehingga (D(ﬂ'_l (X)) = ‘P(ﬂ_lﬂ(x)) = (D(ﬂ'_l (X)) = ‘P(X)
Jadi VRO .

c. N Transitif.
Misalkan ®,¥,6 €T dan 7,,7,7, € G. Jika ®RY dan¥YRS

maka CD(X) = ‘P(ﬂ1 (X)) dan ¥(x)= &(7,(x)), ¥x € X . Diketahui
G grup maka terdapat invers dari 7,,7, € G yaitu 7, ,7, €G
sedemikian sehingga

CD(ﬂl_ 1 (X)) = L11(72'1_ 1721 (X)):> CD(7Z'1_ ! (X)) ~ ‘~P(X) Oleh karena itu
O (7[1_1 (X )) = 5(7[2 (X )) ,sehinggaCI)(7Z2_17ZI_1 (X))z 5(7{2_1%2 (X))
= @7, 7" ()= 8(x) = ®(z, (X)) = 5(x). Jadi DRS .

Karena R memenuhi sifat refleksif, simetris dan transitif, maka
terbukti R relasi ekivalen. |

Jika R merupakan relasi ekivalen pada himpunan T, maka
himpunan semua kelas-kelas ekivalen {<CD>= {‘P ET‘CDSR‘P}}
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adalah partisi dari T. Partisi di T merupakan himpunan kelas-kelas
ekivalen yang saling disjoint.

Definisi 3.7 (Santosa, 2002)
Kelas-kelas ekivalen dari relasi ekivalen disebut pola-pola di dalam
T terhadap grup G.

Dua elemen dikatakan ekivalen jika berada pada kelas yang sama.
Dalam faktanya, setiap relasi ekivalen menyebabkan suatu partisi
demikian pula sebaliknya untuk setiap partisi menyebabkan suatu
relasi ekivalen (Durbin, 1992).

Teorema 3.8 (Santosa, 2002)

Misalkan T himpunan fungsi yang memetakan himpunan berhingga
X ke himpunan berhingga Y. Misalkan G grup permutasi dari
himpunan X. Untuk setiap 7 €G, didefisinikan pemetaan

7':T > T dimana 7'(®(x)) = ®(z(x)) Vxe X, VDT,
maka :
(a) 7'adalah permutasi di T

(b) G'= {7z"| T E G} adalah grup.

Bukti:
a. Diketahui untuk setiap 7 € G didefinisikan 7': T — T dimana

7' (®(x))= @(7(x)).Vx e X,¥D T . Akan dibuktikan 7'
adalah permutasi. Untuk membuktikan 7' adalah permutasi, maka
akan ditunjukkan 7' adalah pemetaan yang bijektif.

(i) 7' Pemetaan.

Ambil sebarang @, P, € T dengan @, =D, . Akan ditunjukkan

7Z'(CD])= 72"(CI)2). Ambil sebarang X € X , maka CDI(X)z CD2(X).
Selanjutnya untuk sebarang 7 € G berlaku CDI(E(X)) =0, (ﬁ(X))
Dengan definisi pemetaan diatas maka didapat d)l(ﬂ'(x))zﬂ'(CD] (X))
dan CDZ(E(X)) = (Cl)z(x)), sehingga 7 (CD1 (X)) = ﬂ'((l)z (X)) Hal ini
menunjukkan 7 (Cl)l ) =% (CD2 ) Jadi terbukti 7z adalah pemetaan.
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(if) 7' Injektif.

Ambil sebarang @ ,, P, €T . Jika ﬂ'(CI)l): 7Z"(CD2 ), akan
ditunjukkan @, =d,. Ambil sebarang Xe X, maka
7z'(CD1(x )) = 7z'(CD " (X )) Dengan definisi pemetaan didapat

7 (@,(x)=® ((x)) dan 7(®,(x))=@,(7(x)). sehingga
®, (7(x))=®,(7(x)),V7reG,xe X . Jadi ®,(t)=,(t)
Vt e X . Hal ini menunjukkan @, = @, . Jadi terbukti 7' adalah
injektif.

(iii) 7" Surjektif.

Ambil sebarang @ €T . Diketahui G adalah grup, maka terdapat
elemen identitas € € G . Sedemikian sehingga CD(X): CD(e(x))=
(! ()) = @(a(z ' ())) = 7@ (1)) = (@x " )x)
Jadi terbukti 7' surjektif.

Karena terbukti 7' adalah pemetaan yang bijektif, sehingga 7'
adalah permutasi di T.

b. Diketahui G’ adalah {z': 7 € G} dan telah dibuktikan 7' adalah

permutasi, sehingga G’ adalah himpunan dari semua permutasi. Jadi
terbukti G’ adalah grup permutasi. u

Telah  dibuktikan 7' adalah  suatu  permutasi dan
G'= {7['| T E G} adalah grup. Oleh karena itu, akan dibuktikan

bahwa terdapat pemetaan dari G ke G’ adalah pemetaan yang
isomorfisma.

Teorema 3.9 (Santosa, 2002)

Misalkan T himpunan fungsi yang memetakan himpunan berhingga
X ke himpunan berhingga Y. Misalkan G grup permutasi yang
beraksi pada himpunan X dan jika terdapat pemetaan dari G ke G’
yang di defisinikan sebagai x> 7' maka pemetaan tersebut
isomorfisma .

28



Bukti:

Misalkan I':G — G' dengan definisi 7+ 7'. Akan dibuktikan
I" adalah isomorfisma.

Untuk membuktikan I"adalah isomorfisma maka harus dibuktikan
bahwa [’ adalah pemetaan homomorfisma yang bijektif.

(1) I' Pemetaan.

Ambil sebarang 7,7, € G. jika 7, = 7,, maka akan dibuktikan
F(ﬂ'l)z F(71'2)-

Ambil sebarang X € X , maka 7, (X) =7, (X) Jika terdapat @ €T ,
maka CI)(7Z1 (X))z CD(?Z'2 (X)) Dengan Definisi pemetaan pada
Teorema 3.8  didapat D (72'1 (X )) =7, (CD (X )) dan
CI)(7T2 (X)) R 7z"2 (CD(X)) sehingga diperoleh 7[1 (CI) (X )) = 72"2 (CD (X ))
Hal ini menunjukkan =, = 7,, untuk setiap ,,7, € G . Dengan
definisi pemetaan didapat 7z'1 = F(ﬂ'l) dan 71'2 = F(ﬂz). Jadi
F(ﬂ'l ) = F(7r2 ) Terbukti I adalah pemetaan..

(i) I' Surjektif.

Ambil sebarang 7 € G . Akan dibuktikan bahwa V7 € G , maka
terdapat 7 € G sedemikian sehingga 7 = F(ﬂ') Misalkan terdapat

® T . Dengan definisi pemetaan pada Teorema 3.8 didapat
CD(ﬂ(X)): ﬂ'(CD(X)), Vx e X . Menurut definisi pemetaan bahwa

7' =I(7) untuk suatu 7 € G . Terbukti I’ surjektif.

(iii) I" Injektif.

Ambil sebarang 7,,7, € G. Akan dibuktikan jika I'(7,)=I(z,),
maka 7, =m,. Sesuai dengan definisi pemetaan maka didapat
F(ﬂl)Zﬂ'; dan F(ﬂz)zﬂ'z sedemikian sehingga 7, = 7,. Ambil
sebarang Xe X, D eT, maka 7,®(X)=7z,®(x). Sesuai dengan
definisi pemetaan pada Teorema 3.8 maka  didapat
7[1 (CD(X)) = CD(ﬂ'l(X)) dan 72"2CD(X) = CD(7Z'2 (X)) sedemikian sehingga
CD(;zl(x)): CI)(iz2 (X)) Hal ini menunjukkan 7, =7,. Jadi
terbukti I injektif .
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(iv) I' Homomorfisma.
Misalkan 7,7, €G dan 7,7, €G. Akan ditunjukkan

(7zl7z2 ) = 71,7, . Ambil sebarang XeX, D eT .

Dengan menggunakan sifat pemetaan pada Teorema 3.8, maka

(77, ) (x) = 7,7, (x)) = (7, (7, (x))) = 7 D7, (X)) = 7,7, AX)
sehingga r(ﬂ'lﬂ'z): (7[1772 ) =7, 7Ty = 1”(721 )F(ﬂ'z ) Terbukti I’
adalah homomorfisma.

Karena [I' adalah pemetaan homomorfisma yang bijektif, jadi
terbukti ' adalah isomorfisma. u

Teorema Polya adalah suatu teorema dimana salah satu
aplikasinya yaitu untuk menentukan graf yang tidak isomorfis.
Teorema Polya dibagi menjadi 2 teorema yaitu Teorema Polya
pertama dan Teorema Polya kedua. Aplikasi Teorema Polya pertama
yaitu untuk mengetahui jumlah pola pada graf yang tidak isomorfis
sedangkan Teorema Polya kedua aplikasinya untuk menentukan
pewarnaan pada graf yang tidak isomorfis.

Berikut disajikan  pembuktian  teorema  Polya dengan
menggunakan teorema Burnside dan juga Teorema 3.3 yang
menyatakan bahwa pemetaan G ke G’ adalah pemetaan yang

=[G|.

isomorfis, sehingga ‘G'

Teorema 3.10 (Teorema polya pertama)(Santosa, 2002)

Misalkan T himpunan semua fungsi dart himpunan X dengan n
elemen ke himpunan Y dengan r elemen dan G grup permutasi yang
beraksi pada himpunan X. Jika indeks cycle pada G adalah

Z(G; Xi5 Xy peees X ), maka jumlah pola didalam T terhadap G adalah
Z(G;r,r,....1).

Bukti:

Dari Teorema 2.4.7 dan Definisi 3.7 dapat disimpulkan bahwa pola-
pola pada T terhadap G grup permutasi pada himpunan X adalah
orbit yang berbeda pada T terhadap G. Dengan menggunakan
Teorema 3.9 akan menghasilkan pola-pola pada T terhadap G dan
juga merupakan orbit yang berbeda pada T’ terhadap G’ .
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Jadi dengan menggunakan Teorema Burnside, maka banyaknya orbit
pada G’ adalah :

Z\x | (3.1)

\G =

dimana X = {CD elT:n (CD) = (D}. (3.2)
Dari persamaan (3.2) diketahui bahwa 7['(CD) = @ . Ambil sebarang
X € X maka ﬂ'(CD(X))ZCD(X). Dengan definisi pemetaan pada
Teorema 3.6 didapat 7['(CD(X))= CD(ﬁ(X)), VX € X . Sedemikian

sehingga (I)(ﬁ(X))Z CD(X). Dengan Teorema 3.7 diketahui bahwa
pemetaan G ke G’ adalah pemetaan yang isomorfis sehingga
‘G" z‘G‘. Maka Persamaan (3.1) dapat diubah dalam bentuk

K :‘éz\{@ T : d(z(x)) = D(x).Vx € X (3.3)

Jika ®(z(x))=®(x) dan jika (xx,..X,) adalah cycle dari 7,
maka CD(XI)Z(D(Xz)— —(D( ) yaitu @ adalah konstan atas

setiap cycle dari 7z. Sebaliknya, jika @ adalah konstan atas setiap
cycle dari 7, dan jika (XXL"XU) adalah cycle dengan sembarang
X € X, maka (D(?Z'(X)) = (I)(Xt ) = CD(X).

Karena penjumlahan pada persamaan (3.3) merupakan jumlah dari

pewarnaan X dengan r warna sedemikian sehingga setiap elemen-
elemen yang sama dalam cycle dari permutasi 7 akan diberikan

V=C

warna yang sama pula. Jikaz € G mempunyai tipe permutasi
la,a,...a, |, maka banyak cara pewarnaan sama dengan r®*%*+%
dimana ekivalen dengan persamaan (3.1). Sedemikian sehingga

Zral+a2+ +a, _ ‘G Zralraz an ‘ 22(7[, r,r,... )

‘G 7eG 7eG 7eG

=Z(G:r,r,..,r) . n
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Contoh 3.11
Misalkan G adalah suatu graf yang memiliki 3 simpul. Maka terdapat

himpunan X dengan 3 elemen yaitu X = {1,2,3} dan Y adalah suatu
himpunan yang mempunyai r elemen (r=2). Misalkan
S;.= {gl, 9,,95,94,0s, 96} adalah grup simetri, dimana

glz[l ? 3}:(1)(2)(3) o=l 2 6= 2 3),

PG
9,=(2 3)1), g,=(1 3 2) dan g,=(1 3)2). Maka indeks cycle
secara berturut-turut adalah Z (g 5 X Xy, Xy ) =X,
Z(gz§xlaxzax3):X1X2»Z<g3;X1>X29X3):X39 Z(g4;X1>X29X3):X1X29
Z(gs;X1aX29X3): X3, Z(ge;X1»X29X3): XX, -
Sehingga diperoleh indeks cycle G adalah
Z(G;xl,xz,x3)=é(xl3 +3XX, +2X; )

Diketahui r=2 sehingga X, =X, =X, =2. Dengan menggunakan

Teorema Polya pertama didapatkan jumlah pola dari G adalah
1
Z(G:r,r,r)=2(G:2,2.2)= g(23 +322+22)
=4
Jadi terdapat 4 pola didalam T terhadap G. Hal ini menunjukkan
bahwa graf G terdiri atas 4 graf yang tidak isomorfis .

Untuk membuktikan Teorema Polya kedua, didefinisikan
himpunan Y adalah suatu himpunan warna dengan r elemen dimana
terdapat fungsi bobot W yang memetakan himpunan Y dengan r
elemen sehingga W(y) yang merupakan fungsi yang menyatakan nilai
dari pewarnaan.

Definisi 3.12 (Santosa, 2002)
Misalkan fungsi bobot w merupakan pemetaan pada himpunan Y

dengan r warna, {W(y1 ), W(y2 ),...,W(yr)}. Maka Pola Pewarnaan
pada T terhadap grup permutasi G yang beraksi pada himpunan X
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adalah

PRGW(Y, Jwly, ... ly: )= X el n....n fnly, ) [wly, )" pwly, )"

MY+, ..
n>0

a(nl,nz,...,nr) merupakan koefisien dari jumlah pewarnaan
(jumlah pola) yang dapat dibedakan dan warna W(yl) bersesuaian
dengan N, elemen, W(yz) bersesuaian dengan N, elemen,...,

W(yr) bersesuaian dengan N_ elemen.

Teorema 3.13 (Santosa, 2002)
Misalkan G grup permutasi yang beraksi pada himpunan X dan T
adalah himpunan semua fungsi dari himpunan X ke himpunan Y =

{y1 s Yo ¥, } Didefinisikan W(y) adalah fungsi bobot pada Y dan
fungsi bobot pada T vyaitu a)(CD) dengan  bentuk

o(@)=[w@(x))] [W@(x,))] .. [W@(x))]. xeX @eT.

Sehingga :

a. Jika @ dan Y didalam T ekuivalen terhadap G, maka
o(®)=a(¥)

b. T,,T,,....,T, adalah pola-pola pada T yang berbeda. Misalkan
a)(Ti) merupakan konstan atas T,, untuk (i =1,2,...,k). Maka
pola pewarnaan pada T dapat diekspresikan sebagai :

PP(G;w<y1>,w<y2>,...,w<yr>>=gwﬁi)

Bukti:

a. Misalkan @ dan ¥ ekivalen. Oleh karena itu terdapat permutasi
7eG sedemikian sehingga ®(x)='P(7z(x)), ¥xe X . Oleh
karena itu :

o(®) = [WECD(XI))][W o(x,))] ... [w(@(x, ))
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b. Didalam suatu permutasi pada pewarnaan obyek, jumlah obyek
yang telah diwarnai tidak akan berubah. Jumlah obyek tersebut

mengikuti semua susunan pola telah diberikan, T,, didalam T yang

digolongkan sesuai dengan urutan polanya, yaitu (n1 N, ..., N, )

Ini berarti bahwa setiap @ € T, memetakan N, elemen dari X ke Y,,

n, elemen ke Y,,..., N, elemen ke Y,, sehingga bobot dari T,

adalah
()= (@) =[w(y, )" [wly,)|"..[w(y, )]"

Dengan definisi Pola Pewarnaan, Kkoefisien Ot(n1 N | P O )
didefinisikan ~ sebagai jumlah dari pola yang ~memenuhi
(n1 N, L., N, ), karena 1tu dapat ditulis sebagai :

k
C‘)(Ti )= Total bobot dari k pola

i=1
= Z (Total bobot dari pola yang memenuhi

(n,ny,e0ny)
(n,,n,,...n ))

= > aln,ny,.n, w(y, )l [wly,)I" . [w(y, )]

(0.0,

= PP(G;W(Y1 )sW(yz)r"’W(yr )) .

Teorema 3.14 (Teorema Polya kedua)(Santosa, 2002)
Misalkan G grup permutasi yang beraksi pada himpunan X dan T
himpunan semua fungsi dari himpunan X ke himpunan Y . Maka Pola

Pewarnaan, PP (G;W(yl),w(yz),..., W(yr)), merupakan  nilai
dari indeks cycle G yaitu Z(G;Xl,Xz,..., Xn), dengan

x; = [w(y, )] +[w(y,)] +...+[w(y, )] untuk (i =1,2,..., n)

Bukti:
Anggap fungsi bobot a)((D) memenuhi sifat konstan untuk orbit-
orbit T terhadap grup permutasi G’.
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PP(G;w(y, ) w(y, ). Wy, )= D oo(T, )= —Z > (@) (3.4)

7eG (DGX

Dikembalikan pada bentuk X dan G, sesuai dengan teorema 3.9
sehingga diperoleh :

PP:éz S [w(@( )w@t,)] - [w(@(x,)]
7eG | PET:D(7z(x))=D(x)

VX

(3.5)
Penjumlahan pada persamaan (3.5) diambil untuk semua fungsi
CD(X) yang konstan atas setiap cycle x. Misalkan 7 mempunyai
tipe [alaz...an] dan didefinisikan W(yi) sebagai berikut:

a, faktor

Q = [wly, )+ w(y,)+..twly,)] .. [w(y,)+wly,)+...+w(y,)]

a, faktor
M. S

x [W(yl)2 +wy,)’ +...+V\(yr)2J [vv(yl)2 +wy, )’ +...+vv(yr)2J

a, faktor
/\

s (uly, )+ f +rly, ] e Pl +wly, )
< () +ly, ) +nly, ] Myl P ew(y, )+ w(y, )]

Perluasan dari {2 memuat r bentuk, yang jumlahnya juga
merupakan jumlah dari fungsi CD(X) yang konstan atas setiap cycle
7 . Sehingga dapat ditunjukkan bahwa pada setiap bentuk individu
dalam perluasan diatas sama dengan bobot @ dari fungsi CD(X).

Misalkan penyajian cycle 7 mempunyai korespodensi satu-satu
dengan faktor dari €2, yaitu cycle dengan panjang 1
berkorespondensi satu-satu dengan faktor pertama a,, cycle dengan
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panjang 2 dengan a, dan seterusnya. Misalkan CD(X) memetakan
cycle dengan panjang | yang diketahui (sebut saja himpunan Q )
didalam Y, , maka
=[[w(o(x))
xeQ

Seluruh bentuk perluasan yang diberikan dengan perkalian pada
semua Cycle akan sama dengan

H {H wlD } dimana U adalah semua cycle 7.

] xeQ
Tetapi tiap cycle ini mempunyai pengaruh pada partisi di X, sehingga
bentuk perluasan hanya H W(CD(X)) = a)(CD)

xeX
Jadi penjumlahan pada persamaan (3.5) mempunyai nilai yang sama

dengan Q). Sehingga jelas terlihat bahwa Q= Z(7Z:X1,X2,...,Xn).

Jadi PP = Gl Z Z (5%, Xy sy X1 )=Z(G X5 Xy 50y X, )
reG

dengan X =[vv(y1)] +[vv(y2)]' +...+[W(yr)]i untuk 1=1,2,....,n. m

Contoh 3.15

Dari Contoh 3.3 diketahui X =3dan r =2, maka terdapat 2 bobot
pada himpunan Y. Misalkan W(yl) = ada garis = t, W(y2 ) = tidak ada

garis = 1. Kemudian substitusikan X, = (1+t), X, = (1+t2) dan
X; = (1 +t’ ) Dengan Teorema Polya kedua didapat

PP(G;VV(%)»V\’(yz)wwV\’(yr)) - Z(G; Xis Xy peens Xn)

= l(xl3 +3X,X, + 2x3)

((1+t) 1)1 )+ A1+ ))

= ~(6+6t> +6t+6t")

»—*®|'—‘

@)}
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< (1+t+t2 +t3)
Jadi graf yang yang memiliki 3 titik akan ada 1 graf dengan 3 garis, 1

graf dengan 2 garis, 1 graf dengan 1 garis,dan 1 graf tanpa garis.
Dan dapat digambarkan sebagai berikut :

AWAT AT

Gambar 3.1 Graf tidak isomorfis dengan 3 simpul.

Contoh 3.16
Misalkan G suatu graf dengan 4 simpul, maka terdapat suatu

himpunan X dengan 4 elemen dimana X = {1,2,3,4} dan

S, = {gl, gzj...,g%} adalah grup simetri dimana
0, =(2)3)N4) 0, =(14)2)3) g, =(142)3)
1)3)24) 9, = (1N2)34) g, =(124)3)

g, =(

9, =(12)3)4) g, =(12)(34) 9, =(1X23)(4)
9, = (14)(23) 9, =(1(234) g,, = (1)243
915 = (14)(23) 04 = (13)(24) 9is = (1324)
g, =(1423) g,, =(1342) g, =(1432)
g, =(1234) 9, =(1234) 9, =(123)4)
9, =(134)2) 9, =(132)4) 9, =(143)2)

Jika G adalah graf lengkap dengan 4 simpul, maka G mempunyai 6
sisi. Sehingga harus dilakukan kombinasi pada tiap permutasi dari

grup simetri S,. Sehingga diperoleh
1234 . f
g, = =(1)2)3)4) dan indeks cycle g,=X', maka
1234
2 4
R A AR R j—(lz)(13)(14)(23)(24)(34)

12 13 14 23 24 34

dan indeks cycle g, = x’.

diperoleh g, =[
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1234

gzz( 3 j:(l4)(2)(3) dan indeks cycle @, =X’X,, maka
4231

12 13 14 23 24 34)2(12 213 4314023

42 43 41 23 21 31

dan indeks cycle g = X;X; .

diperoleh g'2 :(

1234 .
g, = LY :(142)(3) dan indeks cycle 0, =XX;, maka

, . (12 13 14 23 24 34
diperoleh g, = =(12 41 4213 43 32
41 43 42 13 12 32

dan indeks cycle g =X; .

1234 _ ) .
g = 5143 :(12)(34) dan indeks cycle g, = X;, maka diperoleh
. (12 13 14 23 24 34
%=1 94 23 14 13 43J=(12)(13 24)14 23)34) dan

indeks cycle g_ = Xx’X; .

1234 : :
05 = o = (1324) dan indeks cycle g, = X,, maka diperoleh

. (12 13 14 23 24 34
95 = =(12 34)13 32 42 41) dan
34 32 31 42 41 21

indeks cycle g,5 = X, X, -
Disimpulkan untuk X, —>X., X/ X, —> X'X3, XX, = X5, X3 —> X/ X5,
X, —> X, X, . Sehingga diperoleh

L ZZ(Q;,XI,Xz,X3,X4)

gi€S,

Z(S4;X17X2>X3>X4) =

.

1
= —(xf +OX7X +8X; + 6x2x4)

24
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Misalkan terdapat himpunan Y dengan r elemen (r=2). Maka, dengan
Teorema Polya pertama dapat diperoleh

2(S,:22,2,2) = i(z6 +9.222> +82% +6.2.2)

=11
Jika G adalah graf yang memiliki 4 simpul, maka terdapat 11 pola
graf yang tidak isomorfis.

Diketahui himpunan Y mempunyai 2 elemen (r=2). Maka terdapat 2
bobot pada himpunan Y. Misalkan W(y1 ) =t = ada garis, W(y2 ) =1=

tidak ada garis. Kemudian disubtitusikan X, = (t + 1), X, = (t2 + 1),
X :(t3 +1), X, =(t4 +1).

Dengan menggunakan Teorema Polya kedua

PP(S s w(y, hw(y, hw(y, hwly, ) = ZI(Ss(t-+ (e + 1)t +1)(t" +1)

Lot o e aF ool 1))

- i(zmé + 24t° + 48" + 7217 + 48t> + 24t + 24)

= (t6 +1°+2t% + 3t + 2t° +t+1)
Jadi, jika graf mempunyai 4 simpul maka terdapat 1 graf dengan 6

sisi, 1 graf dengan 5 sisi, 2 graf dengan 4 sisi, 3 graf denga 3 sisi, 2
graf dengan 2 sisi dan 1 graf tanpa sisi.

DINLINNT
SN

Gambar 3.2 Graf yang saling tidak isomorfis dengan 4 simpul
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BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari uraian diatas, maka dapat disimpulkan sebagai berikut :

1. Untuk membuktikan Teorema Polya digunakan Teorema
Burnside dan Teorema Isomorfisma Grup.

2. Teorema Polya pertama digunakan untuk menghitung
banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfis dengan n titik.

3. Teorema Polya kedua digunakan untuk menghitung
banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfis dengan n titik
dan k garis.

4.2 Saran

Untuk pembahasan selanjutnya penulis mengharapkan
pembaca mengkaji dan mempelajari aplikasi Teorema Polya dalam
bidang kimia.
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