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   TEOREMA POLYA UNTUK MENENTUKAN 
GRAF YANG TIDAK ISOMORFIS 

 
 

ABSTRAK 
 

      Salah satu permasalahan dalam teori graf adalah menghitung 
kemungkinan banyaknya graf  yang biasa dikenal dengan enumerasi. 
Dalam melakukan enumerasi pada graf dapat menggunakan Teorema 
Polya. Untuk membuktikan Teorema Polya digunakan Teorema 
Burnside dan Teorema Isomorfisma Grup 'GG ≅ . Teorema Polya 
pertama digunakan untuk menghitung banyaknya graf sederhana 
yang tidak isomorfis dengan n titik sedangkan Teorema Polya kedua 
digunakan untuk menentukan pola pewarnaan pada graf sederhana 
yang tidak isomorfis dengan n titik. 
 
 
Kata kunci: graf tidak isomorfis, isomorfisma grup, pola 
pewarnaan, Teorema Burnside, Teorema Polya.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



POLYA THEOREM TO DETERMINE GRAPH  
NON-ISOMORPHIC 

 
 

ABSTRACT 
 

      One of the problem in graph theory is to accounting the number 
of graph on n vetices is called enumeration. Enumeration of graph 
can to use Polya Theorem. To prove Polya Theorem needed 
Burnside Theorem and Isomophism grup Theorem 'GG ≅ . The first 
Polya Theorem  be used to accounting the number of non isomorphic 
simple graph on n vertices and the second Polya Theorem be used to 
determine a pattern inventory of non isomorphic simple graph on n 
vertices. 
 
 
Keyword : non isomorphic graph, isomorphism grup, pattern of 
colouring, Burnside Theorem, Polya Theorem. 
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DAFTAR SIMBOL 
 
Simbol Keterangan 
 
N Bilangan Asli 
φ   Himpunan Kosong 

x∀  Untuk semua x 
x∃  Terdapat x 

yxℜ  x berelasi dengan y 
yx ⇒  Jika x maka y  
yx ⇔  x jika dan hanya jika y 

Xx∈  x anggota dari himpunan X 
Xx∉  x bukan anggota himpunan X 
YX ⊆  X  himpunan bagian dari Y 

yx ≠  x tidak sama dengan y 
yx ∋  x sedemikian sehingga y 

1−a  Invers dari a 
X  Order X / Jumlah anggota himpunan X 

xG  Stabilizer x pada grup G 
Gx  Orbit x pada grup G 

gX  Karakter permutasi g pada grup G 

nS  Grup Simetri berderajat n 
 ■ Akhir pembuktian 
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BAB I 
PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar abstrak merupakan salah satu bidang ilmu aljabar yang 
di dalamnya dibahas bermacam-macam struktur aljabar. Sedangkan 
struktur aljabar dibangun oleh tiga komponen yaitu: himpunan, 
operasi biner dan aksioma. Salah satu bagian dari struktur aljabar 
adalah teori grup. Dalam teori grup dibahas mengenai Teorema 
Burnside dan Teorema Polya, di mana Teorema Polya dapat 
diterapkan pada graf. 

Teori graf pertama diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada 
tahun 1736 ketika mendiskusikan apakah mungkin untuk melewati 
sebuah jembatan di kota Konsberg Rusia dalam sekali waktu. 
Publikasi dari masalah ini dan usulan solusinya di sebut teori graf. 
Pada permasalahan yang dialami Euler, simpul merepresentasikan 
kota yang dihubungkan oleh jembatan sedangkan simpul adalah 
jembatan yang menghubungkan antar kota (Chartrand and Lesniak, 
1996). 

Menurut (Wilson dan Watskins, 1990) terdapat empat buah 
masalah pokok dalam teori graf, yaitu masalah eksistensi, masalah 
konstruksi, masalah enumerasi dan masalah optimasi. 

Dalam skripsi ini akan dibuktikan Teorema Polya dengan 
menggunakan Teorema Burnside dan teorema-teorema yang 
mendukung dan aplikasinya pada graf yaitu dengan melakukan 
enumerasi untuk mengetahui jumlah graf yang tidak isomorfis antara 
graf satu dengan lainnya. 
    
1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan pada latar belakang permasalahan yang telah 
dijelaskan sebelumnya , maka pokok permasalahan dalam penulisan 
skripsi ini adalah : 

1. Bagaimana membuktikan teorema Polya dengan       
menggunakan teorema Brunside dan teorema-teorema yang 
mendukung. 
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2. Bagaimana melakukan enumerasi yaitu menghitung jumlah 
graf yang tidak Isomorfis dan menentukan pewarnaan graf 
yang tidak isomorfis. 

 
1.3 Tujuan 

Tujuan dari skripsi ini adalah untuk  
1. Membuktikan Teorema Polya dengan menggunakan Teorema 

Burnside dan teorema-teorema yang mendukung. 
2. Melakukan enumerasi yaitu menghitung jumlah graf yang 

tidak Isomorfis dan menentukan pewarnaan graf yang tidak 
isomorfis. 

 
1.4  Batasan Masalah  
 

Penulisan skripsi ini difokuskan pada himpunan yang memiliki 
elemen hingga ( 2≥n ) dan pada graf sederhana. 
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BAB II 
DASAR TEORI 

 
Pada bab ini akan dibahas dasar teori yang menunjang pokok 

pembahasan pada Bab III diantaranya adalah dasar tentang teori 
himpunan, pemetaan, relasi, grup, grup action, grup permutasi, koset, 
graf. 
 
2.1 Relasi dan Pemetaan 

Definisi 2.1.1 (Hungerford, 1974) 
Suatu himpunan dikatakan berelasi jika anggota sebuah himpunan 
tersebut dihubungkan dengan anggota himpunan lain atau dengan 
himpunan yang sama. Penyajian relasi dalam himpunan X 
dinotasikan sebagai berikut :   Xyx ∈∀ , , yxℜ . 
 
Definisi 2.1.2 (Hungerford, 1974) 
Suatu relasi ℜ  pada himpunan X disebut relasi ekivalen jika: 

1.  Refleksif : ( )xxXx ℜ∈∀ ,  

2.  Simetris : ( )xyyxXyx ℜ⇒ℜ∈∀ ,,  

3.  Transitif : ( Xzyx ∈∀ ,, , yxℜ  dan zyℜ  )zxℜ⇒  
 
Definisi 2.1.3 (Grimaldi, 1994) 
Misalkan ℜ  adalah relasi ekivalen pada himpunan X. Xx∈∀ , 
kelas ekivalen dari x dinotasikan x , didefinisikan dengan 

{ }xyXyx ℜ∈= . 
 
Teorema 2.1.4 (Grimaldi, 1994) 
Misalkan ℜ  adalah relasi ekivalen pada himpunan X  dan Xyx ∈, . 
Maka yxyx =⇔ℜ . 
 
Bukti : 
( )⇒ Misalkan yxℜ . Akan dibuktikan yx = . Jika xw∈ , 

maka xwℜ  dan diketahui ℜ  transitif sehingga ywℜ .  
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 Oleh karena itu yw∈  dan yx ⊆ . Diketahui ℜ  simetris. 

Sehingga, jika yt∈ , maka ytℜ  dan dengan sifat transitif 

maka xtℜ . Oleh karena itu xt∈  dan xy ⊆ . Jadi 

terbukti yx = . 

( )⇐ Misalkan yx = . Akan dibuktikan yxℜ . Misalkan xx∈ , 

sehingga yx∈ . Jadi terbukti yxℜ .                                       ■ 
 
Definisi 2.1.5 (Whitelaw,1995) 
Misalkan X dan Y adalah suatu himpunan tak kosong. Relasi 

YX:f → dikatakan suatu pemetaan atau fungsi dari X ke Y, jika 
untuk setiap Xx∈ , terdapat dengan tunggal Yy∈  sedemikian 
sehingga  ( )xfy = . Himpunan X disebut sebagai domain dari 
pemetaan  f dan himpunan Y disebut kodomain. 
 
Definisi 2.1.6 (Bhattacharya, 1986) 
a. Pemetaan YX:f →  dikatakan injektif, jika memenuhi      

( ) ( )212121 ,, xfxfxxXxx ≠⇒≠∈∀ . 
b. Pemetaan YX:f → dikatakan surjektif (onto),  jika memenuhi     

Yy∈∀ , maka terdapat Xx∈ sedemikian sehingga ( )xfy = . 
c. Pemetaan YX:f → dikatakan bijektif,  jika pemetaan tersebut 

injektif dan juga surjektif. Pemetaan bijektif disebut juga 
korespondensi satu-satu. 

 
Definisi 2.1.7 (Durbin, 1992) 
Misalkan X adalah himpunan berhingga. Order dari X adalah 
banyaknya elemen dari X. Dinotasikan dengan X . 
 
Definisi 2.1.8 (Bhattacharya.1986) 
Misalkan X dan Y adalah himpunan berhingga. Jika terdapat 
pemetaan bijektif YXf →: , maka YX = . 
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Definisi 2.1.9 (Dummit, 1999) 
Jika YX:f →  dan ZY:g → , maka pemetaan komposisi 

ZX:fg →o  didefinisikan ( )( ) ( )( )xfgxfg =o , untuk suatu 
Xx∈ . 

 

2.2 Operasi Biner 

Definisi 2.2.1 (Dummit, 1999) 
Operasi biner ∗  pada himpunan G adalah fungsi : 
              GGG →×∗ :  
      ( ) ( ) bababa ∗=∗ ,, a , Gba ∈∀ ,  
 
2.3 Grup dan Isomorfisma Grup 

Definisi 2.3.1 (Fraleigh,1994)  
Himpunan tak kosong G  dengan operasi biner ∗  yang didefinisikan 
pada G  disebut grup jika memenuhi oksioma-oksioma berikut: 

1. Tertutup: .,, GbaGba ∈∗∈∀  
2. Assosiatif: ( ( ) .,,,) Gcbacbacba ∈∀∗∗=∗∗  
3. Terdapat elemen identitas    

GeGa ∈∃∈∀ ,  sedemikian sehingga .aaeea =∗=∗  
4.   Terdapat invers 

            GaGa ∈∃∈∀ −1,  sedemikian sehingga .11 eaaaa =∗=∗ −−  
Jika G grup terhadap operasi biner ∗  dinotasikan (G, ∗ ). 

 
Definisi 2.3.2 (Battacharya,1986) 
Jika operasi biner pada grup ( )∗,G  adalah komutatif yaitu 

Gba ∈∀ ,  sedemikian sehingga abba ∗=∗ , maka grup G disebut 
grup komutatif (grup Abelian). 
 
Definisi 2.3.3 (Battacharya,1986)  
Misalkan ( )∗,G adalah suatu grup, dan misalkan H adalah subset G. 
H disebut subgrup G, ditulis GH < , jika terhadap operasi biner 
pada grup G , H adalah grup. 
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Teorema 2.3.4 (Durbin, 1985)  
Misalkan G grup dengan operasi biner∗  , H ≠ φ  dan GH ⊆ .  
Maka H adalah subgrup G jika hanya jika memenuhi:  

1. ,, Hba ∈∀  maka  Hba ∈∗    
2. ,Ha∈∀ maka  Ha ∈−1  

 
Bukti : 
( )⇒ Diketahui H subgrup. Akan dibuktikan H memenuhi kedua sifat 

(1) dan (2) di atas. Karena H adalah subgrup G, sehingga jelas 
H memenuhi kedua sifat (1) dan (2) di atas. 

( )⇐ Anggap H memenuhi (1) dan (2). Akan dibuktikan H subgrup. 
Karena φ≠H  maka terdapat elemen di H. Ambil Ha∈ , 
maka menurut (2) Ha ∈−1 , jadi H mempunyai invers. Dengan 
menggunakan (2) Haa ∈−1,  sehingga eaaaa =∗=∗ −− 11 , 
jadi H mempunyai elemen identitas. Karena pada H berlaku 
sifat assosiatif, sehingga terbukti H subgrup G.                         ■   

 
Definisi 2.3.5 (Dummit, 1999) 
Misalkan G adalah grup terhadap oprasi biner # dan H grup terhadap 
operasi biner ∗ . Misalkan terdapat suatu pemetaan HGf →: . 
Maka f disebut homomorfisma  jika ( ) ( ) ( )bfafbaf ∗=# , 

Gba ∈∀ , . 
 
Contoh 2.3.6 
Misalkan ( ) ( )+→•+ ,,: RRf , didefinisikan ( ) ( )xxf log= . Maka 

+∈∀ Ryx, , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yfxfyxxyxyf === logloglog . Jadi f 
adalah  suatu pemetaan homomorfisma. 
 
Definisi 2.3.7 (Grimaldi, 1994) 
Jika HGf →:  adalah homomorfisma dan bijektif , maka f  
disebut isomorfisma. Sedangkan G, H  disebut grup yang isomorfik. 
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Definisi 2.3.8 (Whitelaw, 1995) 
Misalkan X adalah himpunan berhingga. Jika terdapat suatu 
pemetaan f yang memetakan himpunan X kedirinya sendiri 

XXf →:  dan f adalah pemetaan yang bijektif, maka f  disebut 
permutasi pada X. 
 
Contoh 2.3.9 
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana { }5,4,3,2,1=X . Jika 
terdapat pemetaan XXf →:  didefinisikan ( ) 11 =f , ( ) 32 =f , ( ) 43 =f , 
( ) 54 =f , ( ) 25 =f . Karena f memetakan himpunan X dengan tepat 

satu ke himpunan X, sehingga f adalah suatu permutasi pada X. 
 
Teorema 2.3.10 (Durbin, 1992) 
Himpunan semua permutasi dari suatu himpunan berhingga X adalah 
grup terhadap operasi komposisi. 
 
Bukti: 
Misalkan G adalah suatu himpunan permutasi dari X. Akan 
dibuktikan G adalah grup terhadap operasi komposisi. Untuk 
membuktikan G adalah grup, maka G harus memenuhi aksioma-
aksioma: 
(i) Tertutup 
Ambil sebarang Ggg ∈21, . Akan dibuktikan Ggg ∈21 o . 
Diketahui G adalah himpunan semua permutasi sedemikian sehingga 

( ) ( )( ) ( ) zygxggxgg === 12121 o , Xzyx ∈∀ ,, . Jadi G memenuhi  
sifat tertutup. 
(ii) Assosiatif 
Ambil sebarang Gggg ∈321 ,, . Akan dibuktikan 321321 )()( gggggg oooo =   

))(( 321 xggg oo  = ))(( 321 xggg o  

  = )))((( 321 xggg  

  = ))(( 321 xggg o  

  = )()( 321 xggg oo  
Jadi G memenuhi sifat assosiatif. 
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(iii) Mempunyai elemen identitas 
Ambil sebarang Gg∈ , Akan dibuktikan terdapat Ge∈ , sedemikian 
sehingga geg =o . Karena ( ) ( )( ) ( )xgxegxeg ==o , Xx∈∀ , 
maka Ge∈  dan terbukti G mempunyai elemen identitas. 
(iv) Mempunyai invers 
Ambil sebarang Gg∈ . Akan dibuktikan Gg ∈−1 , sedemikian 

sehingga egg =−1o . Diketahui G adalah himpunan semua 
permutasi dan permutasi adalah pemetaan yang bijektif sehingga 
terdapat Gg ∈−1  sedemikian sehingga ( ) ( )xexgg =−1o , Xx∈∀ . 
Karena G memenuhi keempat aksioma, jadi terbukti G adalah grup.■ 
 
Contoh 2.3.11 
Misalkan X suatu himpunan { }3,2,1=X  dan G adalah suatu 
himpunan permutasi { }654321 ,,,,, ggggggG =  dimana 

( )( )( )3211 =g , ( )( )3212 =g , ( )3213 =g , ( )( )1324 =g , 

( )2315 =g  dan ( )( )2316 =g . Akan dibuktikan G adalah grup. 
 
Bukti: 
Untuk membuktikan G adalah suatu grup, maka G harus memenuhi 
aksioma-aksioma : 
(i) Tertutup 
Misalkan Ggi ∈  untuk 6,...,2,1=i , maka akan dibuktikan Ggg ji ∈o . 

Didapatkan jika 432 ggg =o , 243 ggg =o , 254 ggg =o , 365 ggg =o . 
Terbukti G memenuhi sifat tertutup. 
(ii) Assosiatif 
Misalkan Gggg ∈432 ,, . Akan dibuktikan ( ) 432432 )( gggggg oooo = .  

( ) 4321432 )( ggggggg oooo == . Terbukti G memenuhi sufat assosiatif. 
(iii)Mempunyai elemen identitas 
Misalkan Gg ∈4 , maka terdapat Gg ∈1 . Sedemikian sehingga 

44114 ggggg == oo . Terbukti G mempunyai elemen identitas. 
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(iv) Mempunyai invers 
Misalkan Gg ∈4 , maka terdapat Gg ∈−1

4 . Sedemikian sehingga 

144
1

44 ggggg ==− oo . Jadi invers dari 4g  adalah 4g . Terbukti G 
mempunyai invers. Diketahui G memenuhi empat aksioma, jadi G 
adalah grup. 
 
Definisi 2.3.12 (Bhattacharya, 1986) 
Misalkan X himpunan tak kosong. Grup dari semua permutasi 
terhadap pemetaan komposisi disebut grup simetri pada X. 
Dinotasikan dengan  xS . Subgrup dari grup simatri xS  disebut grup 

permutasi pada X. Jika X = n untuk Ν∈n , maka xS disebut grup 

simetri berderajat n. Dinotasikan dengan nS .  
 
Definisi 2.3.13 (Pinter, 1990) 
Misalkan nSf ∈ . Jika terdapat barisan bilangan bulat yang berbeda 

1x nxi ∈,...,  sedemikian sehingga ( ) 1+= ii xxf , 1,...,1 −= ri , 
( ) 1xxf r = , ( ) xxf =  jika ( )rxxxx ,...,, 21∉ , maka f  disebut 

cycle dengan panjang r dinotasikan dengan ( )rxxx ...21  . Cycle yang 
memiliki panjang 2 disebut transposisi. 
 
Contoh 2.3.14 
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana { }5,4,3,2,1=X  dan nS  

adalah suatu grup simetri. Misalkan nSf ∈  dan ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

23451
12345

f  

( )12345=  Maka banyaknya cycle dari permutasi  f  adalah 1 dengan 
penjang 5. 
  
Teorema 2.3.15 (Pinter, 1990) 
Setiap permutasi dari suatu himpunan X dibangun oleh perkalian 
cycle-cycle yang saling disjoint. 
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Bukti: 

Misalkan f adalah suatu permutasi  dari suatu himpunan X dengan n 
elemen. Akan ditunjukkan permutasi f dibangun oleh cycle-cycle 
yang saling disjoint.  
Misalkan 1a  adalah elemen pertama didalam { }n,...,2,1  sedemikian 
sehingga ( ) 11 aaf ≠ . Misalkan ( ) ( )2312 , afaafa ==  sampai 
( )kaf  sama dengan salah satu elemen 121 ,...,, −kaaa . Jika 

( ) 1aaf i ≠  dan diketahui    ikii aaaaaa →→→→→→→ − ...... 121    
maka ( ) ( )ki afaf =−1 = ia , hal ini tidak mungkin karena f 
merupakan permutasi jadi merupakan pemetaan yang bijektif, 
sehingga 1aai =  dan oleh karena itu ( ) 1aaf k = . Jadi diperoleh 
cycle pertama yaitu ( )kaaa ,...,, 21 . Selanjutnya, misalkan ib  
elemen yang belum pernah diberikan pada cycle pertama yaitu 

iab ii ∀≠ ,  sedemikian sehingga ( ) 11 bbf ≠ . Misalkan ( )12 bfb = , 
( )23 bfb = . Sama dengan proses untuk memperoleh cycle pertama, 

sehingga diperoleh cycle kedua ( )tbbb ,...,, 21 . Jadi jelas 
( )kaaa ,...,, 21  dan ( )tbbb ,...,, 21  saling disjoint. Kemudian 
dilanjutkan proses yang sama hingga elemen dalam { }n,...,2,1  habis.  
Jadi terbukti bahwa suatu permutasi dibangun oleh cycle-cycle yang 
saling disjoint.            ■ 
 
Contoh 2.3.16 
Misalkan X adalah suatu himpunan, dimana { }5,4,3,2,1=X  dan 

nS  adalah suatu grup simetri. Misalkan nSf ∈  dimana 

( )( )45132
32154
12345

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=f . Maka f dapat dinyatakan dengan 

perkalian 2 cycle yang saling disjoint. 
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Definisi 2.3.17 (Dummit, 1999) 
Misalkan G grup dan X himpunan. G dikatakan beraksi pada X jika 
terdapat pemetaan XXG →×:η  dimana untuk ( )xa,η  di tulis 
ax , sedemikian sehingga XxGba ∈∈∀ ,,  memenuhi : 
 1. ( ) ( )bxaxab =  
 2. xex =  
Pemetaan η  disebut G action pada X dan X disebut G-set. 
 
Definisi 2.3.18 (Bhattacharya 1986) 
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X dan Xx∈ . 
Didefinisikan { }xaxGaGx =∈= . Maka xG  disebut  stabilizer  x 
pada G. 
 
Contoh 2.3.19 
Misalkan { }4,3,2,1=X  dan { }4321 ,,, ggggG =  adalah grup 
permutasi dari X, dimana ( )( )( )( )43211 =g , ( )( )( )34212 =g , 

( )( )( )43123 =g , ( )( )34124 =g . Diketahui xG  adalah stabilizer x 
pada G , untuk suatu Xx∈ . Sehingga didapatkan { }211 , ggG = , 

{ }212 , ggG = , { }313 , ggG = , { }314 , ggG = . 
 
Teorema 2.3.20 (Dummit, 1999) 
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X. Jika xG  
merupakan stabilizer dari x pada G, maka xG  adalah subgrup G. 
 
Bukti: 

Diketahui xG  adalah stabilizer dari x pada G. Akan ditunjukkan xG  
subgrup G.  
Misalkan Xx∈  dan xGba ∈,  sehingga xax =  dan xbx = . 

Akibatnya ( ) xaxbxaabx === . Jadi xGab∈  dan xG  

memenuhi sifat tertutup. Karena xex = , hal ini menunjukkan xGe∈  

sedemikian sehingga ( ) xaaxaaxaexx 111 −−− ==== .  
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Jadi xGa ∈−1  dan xG  mempunyai invers. Karena xG memenuhi sifat 
tertutup dan mempunyai invers, sehingga terbukti xG  subgrup G.   ■ 
 
Definisi 2.3.21 (Bhattacharya 1986)  
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X dan Xx∈ . 
Didefinisikan { }axGaGx ∈= . Maka Gx  disebut  orbit  x pada G. 
 
Contoh 2.3.22 
Misalkan { }4,3,2,1=X  dan { }4321 ,,, ggggG =  adalah grup 
permutasi dari X. Dimana ( )( )( )( )43211 =g , ( )( )( )34212 =g ,  

( )( )( )43123 =g , ( )( )34124 =g . Jika diketahui Gx  adalah  orbit  

x  pada G, maka diperoleh { }2,11 =G , { }2,12 =G , { }4,33 =G  
{ }4,34 =G . 

 
Teorema 2.3.23 (Durbin, 1992) 
Misalkan G adalah grup yang beraksi pada himpunan X. Jika 

Xyx ∈∀ ,  dan berada pada orbit yang sama, maka yx GG = . 

 
Bukti: 
Misalkan yxℜ , maka terdapat Ga∈  sedemikian sehingga yax = . 
Akan dibuktikan yx GG =  . Ambil sebarang xGb∈  sehingga 

xbx = . Jika xbx= ⇒ xyba =−1 ⇒ axybaa =−1 ⇒ yby = . 
Hal ini menunjukkan yGb∈ . Jadi yx GG ⊆ . Ambil sebarang 

yGc∈  sehingga ycy = . Diketahui yxℜ  sehingga dapat 

diperoleh axcax = . G adalah suatu grup, maka terdapat Ga ∈−1  
sedemikian sehingga xaaxcaa 11 −− = ⇒ xcx = . Hal ini 
menunjukkan xGc∈ . Jadi xy GG ⊆ , sehingga terbukti yx GG = . 

Kemudian didefinisikan suatu pemetaan yx GG →:φ  dimana 

( ) aa =φ , xGa∈∀ . Maka akan ditunjukkan φ  adalah pemetaan 
yang bijektif. 
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(i) φ  pemetaan 
Misalkan xGba ∈∀ , . Jika ba = , akan ditunjukkan ( ) ( )ba φφ = . 

Ambil sebarang Xx∈ , maka bxax = *) sehingga xGab ∈−1 . 
Diketahui yxℜ  maka terdapat Gc∈  sedemikian sehingga ycx = , 
kemudian disubtitusikan pada persamaan (*) sehingga diperoleh 

ybcyac 11 −− = ⇒ ycyacb 111 −−− = ⇒ yayb =−1 , Xy∈∀ , sehingga 
byay = . Hal ini menunjukkan yGab ∈−1 . Dengan definisi 

pemetaan ( ) aa =φ  dan ( ) bb =φ  sehingga ( ) ( )ba φφ = . Jadi 
terbukti φ  adalah pemetaan. 
(ii) φ  injektif 
Misalkan xGba ∈∀ , , maka xax=  dan xbx= . Jika ( ) ( )ba φφ = , 

maka akan ditunjukkan ba = . Karena xax=  maka  ( ) ( )xax φφ =  
dan xbx=  maka ( ) ( )xbx φφ = . Sehingga diperoleh ( ) ( )bxax φφ = , 

Xx∈∀ . Dengan menggunakan definisi pemetaan diketahui bahwa 
( ) aa =φ  dan ( ) bb =φ . Sehingga ba = . Jadi terbukti φ injektif. 

(iii) φ  surjektif 
Misalkan yGb∈ , maka yby = . Akan dibuktikan xGb∈ . Diketahui 

yxℜ  sehingga yby= ⇒ axbax= ⇒ xbx = . Hal ini menunjukkan  

xGb∈ . Jadi terbukti φ surjektif. 
Karena φ  adalah pemetaan yang bijektif sehingga terbukti jika 

Xyx ∈∀ ,  berada pada orbit yang sama, maka yx GG = .      ■ 

 
Definisi 2.3.24 (Bhattacharya 1986)  
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X . Didefinisikan 

{ }xgxXxX g =∈= , Gg ∈ . Maka gX  disebut karakter 
permutasi g  pada G. 
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Contoh 2.3.25 

Misalkan { }4,3,2,1=X  dan { }4321 ,,, ggggG =  adalah grup 
permutasi dari X. Dimana ( )( )( )( )43211 =g , ( )( )( )34212 =g , 

( )( )( )43123 =g , ( )( )34124 =g . Misalkan 
igX  adalah karakter 

permutasi ig , untuk 4,3,2,1=i . Sehingga didapatkan  
{ }4,3,2,1

1
=gX , { }2,1

2
=gX , { }4,3

3
=gX , φ=

4gX . Sedemikian 

sehingga karakter permutasi G adalah 8224
4

1
=++=∑

=i
gi

X . 

 
2.4 Koset 

Definisi 2.4.1(Whitelaw,1995) 
Misalkan H adalah subgrup G dan Ga∈ . Himpunan 

{ }ahHhaH ∈=  disebut koset kiri dari H dan himpunan koset kiri 

dari H didalam G ditulis HG . Koset kanan didefinisikan serupa 
yaitu { }haHhHa ∈=  untuk Ga∈  dan himpunan koset kanan 

dari H di dalam G ditulis GH . 
 
Teorema 2.4.2 (Grimaldi, 1994) 
Jika H adalah subgrup dari grup G, maka Ga∈∀  HaH = . 
 
Bukti : 
Diketahui aH adalah himpunan koset kiri, { }ahHhaH ∈= , untuk 

Ga∈ . Misalkan terdapat suatu pemetaan aHH →:σ  
didefinisikan ( ) ahh =σ , Hh∈∀ . Akan dibuktikan σ  adalah 
pemetaan yang bijektif. 
(i) Pemetaan. 
Ambil sebarang Hhh ∈21, . Jika 21 hh = , maka akan dibuktikan 
( ) ( )21 hh σσ = . Ambil sebarang Ga∈ . Karena  21 hh =  maka  

21 ahah = . Dengan definisi pemetaan, maka diperoleh bahwa 
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( ) ( )2211 hahahh σσ === . Jadi  ( ) ( )21 hh σσ = . Terbukti σ  
pemetaan. 
(ii) Injektif. 
Ambil sebarang Hhh ∈21, . Jika ( ) ( )21 hh σσ = , maka akan 
dibuktikan 21 hh = . Dengan definisi pemetaan diketahui ( ) 11 ahh =σ  
dan ( ) 22 ahh =σ , untuk Ga∈ . Hal ini menunjukkan 21 ahah = . 
Karena G adalah suatu grup maka terdapat Ga ∈−1  sedemikian 
sehingga 2

1
1

1 ahaaha −− = ⇒ 21 hh = . Jadi terbukti σ  adalah 
injektif. 
(iii) Surjektif. 
Ambil sebarang aHy∈ . Maka ahy = , untuk suatu Hh∈ . Tetapi  

( )hah σ= . Jadi ( )hy σ= . Sehingga σ  surjektif. 
Telah dibuktikan bahwa σ  adalah pemataan yang bijektif maka 

HaH = .            ■ 
 
Definisi 2.4.3 (Whitelaw,1995) 
Jika H subgrup G, maka indeks kiri H pada G adalah jumlah koset 
kiri  H pada G yang berbeda.  Jika jumlahnya berhingga, maka 
indeks kiri H pada G dapat dinotasikan HG : . 
 
Teorema 2.4.4 (Balakrishnan,1995) 
Misalkan  H subgrup G dan Gx∈ . Jika xH adalah koset kiri dari H 
terhadap x,  maka xH  = yH  jika dan hanya jika Hxy ∈−1 . 
 
Bukti: 

( )⇒  Misalkan GyxyHxH ∈∀= ,, . H adalah subgrup sehingga 
terdapat elemen identitas He∈ , akibatnya xHxxe ∈= . 
Oleh karena itu yHx ∈ . Jika terdapat Hh∈  sedemikian 
sehingga yhx = , maka hxy =−1  . Jadi Hxy ∈−1 . 

( )⇐  Misalkan GyxHxy ∈∀∈− ,,1 . Jika terdapat Hh∈           
maka hxy =−1  dan yhx = . Misalkan xHz∈  dan terdapat 
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Hh∈'  sedemikian sehingga "'' yhyhhxhz === . Hal   
ini menunjukkkan yHz∈ . Jadi xHyH = .       ■ 

 
Teorema 2.4.5 (Whitelaw,1995) 
Misalkan G grup berhingga dan misalkan H subgrup G maka 

HH:GG = . 
 
Bukti : 

Misal mH =  dan kHG =:  (sesuai dengan partisi G kedalam 

koset kiri H). Karena kHG =: , maka terdapat k  partisi koset 

yang berbeda untuk setiap m elemen ,oleh karena itu G terdiri k m 

elemen HHGkmG ×== : .         ■ 

 
Contoh 2.4.6 
Misalkan himpunan { }3,2,1=X  dan { }654321 ,,,,, ggggggG =  
adalah grup permutasi, dimana ( )( )( )3211 =g , ( )( )3122 =g , 

( )1323 =g , ( )( )2134 =g , ( )1235 =g , ( )( )2316 =g . Jika 
{ }531 ,, gggH = , dimana H merupakan subgrup G. Akan dibuktikan 

H
G

HG =: . 

 
Jawab : 

Diketahui 6=G  dan 3=H , maka 2
3
6: ===

H
G

HG . 

Akan dibuktikan 2: =HG  
Untuk membuktikan jumlah indeks kiri H pada G digunakan koset 
kiri H pada G yaitu { }3511 ,, gggHg = , { }64,22 , gggHg = , 
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{ }5133 ,, gggHg = , { }2644 ,, gggHg = , { }1355 ,, gggHg =  dan 

{ }2466 ,, gggHg = . Jadi terbukti .2: =HG  
 
Teorema 2.4.7 (Bhattacharya 1986) 
Misalkan G grup yang beraksi pada himpunan X. Himpunan semua 
orbit X pada G adalah partisi X  untuk setiap Xx∈ . Jika terdapat 
suatu pemetaan bijektif  xGGGx → , maka xGGGx := . Jika X 

adalah himpunan berhingga, maka  ∑
∈

=
Cx

xGGX :  dimana C 

adalah subset yang terdiri tepat satu elemen dari setiap orbit. 
 
Bukti : 
Partisi adalah himpunan dari kelas-kelas ekivalen, sedangkan kelas-
kelas ekivalen merupakan himpunan dari relasi ekivalen. Untuk itu 

Xyx ∈∀ ,  dan yxℜ . Akan ditunjukkan ℜ  relasi ekivalen.  
( i ) ℜ  refleksif. 
Diketahui  jika yxℜ  maka ayx =  untuk suatu Ga∈ . Karena G 
adalah grup maka terdapat elemen identitas  Ge∈ , sedemikian 
sehingga exx = , Xx∈∀  . Jadi xxℜ . Terbukti ℜ  refleksif.  
( ii ) ℜ  simetris. 
Jika yxℜ  maka ayx =  , Xyx ∈∀ , . Karena G adalah grup maka 
terdapat invers dari Ga∈  yaitu Ga ∈−1  sedemikian sehingga 

xay 1−= . Jadi xyℜ . Terbukti ℜ  simetris.  
( iii ) ℜ  transitif. 
Jika yxℜ  dan zyℜ , maka ayx =  dan bzy = , Xzyx ∈∀ ,,  
dan Gba ∈, . sedemikian sehingga  ( )zabx = . Karena G adalah 
grup, maka G memenuhi sifat tertutup sehingga Gab∈ . Jadi zxℜ . 
Terbukti ℜ  transitif.  
Karena ℜ  memenuhi sifat refleksif, simetris, transitif maka  ℜ  
adalah relasi ekuivalen pada X dan kelas ekuivalen pada Xx∈  
adalah orbit Gx . Karena itu  himpunan semua orbit adalah partisi 
pada X . Jadi GxX

Cx∈
= U (disjoint.), dimana C  adalah subset X 

yang mempunyai satu elamen  pada setiap orbit.  
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Misalkan suatu pemetaan xGGGx →:ϕ  didefinisikan dengan 

xaGax a  , Ga∈∀ . Akan dibuktikan ϕ  adalah pemetan bijektif. 
( i ) ϕ  Pemetaan. 
Jika Gba ∈∀ , , bxax =  maka akan ditunjukkan ( ) ( )bxax ϕϕ = . 

Diketahui bxax =  maka xxab =−1 . Hal ini menunjukkan 

xGab ∈−1 . Dengan Teorema 2.4.4 maka xx bGaG = . Sehingga 
( ) ( )bxax ϕϕ = . Jadi terbukti ϕ  pemetaan. 

( i ) ϕ  injektif. 
Jika Gba ∈∀ ,  , ( ) ( )bxax ϕϕ =  akan ditunjukkan bxax = . 
( ) ( ) xx bGaGbxax =⇔=ϕϕ , menurut Teorema 2.4.4 maka 

xGba ∈−1 . Sehingga diperoleh axbxxbxa =⇒=−1 . Hal ini 
menunjukkan bxax = . Terbukti ϕ  injektif.   
( ii ) ϕ  surjektif. 
Jika Gba ∈∀ , , maka ( ) axbxaaGx == . Terbukti ϕ  surjektif. 
Karena ϕ  injektif dan surjektif maka ϕ  adalah bijektif. Sehingga 

xx GGGGGx :== . Diketahui X adalah gabungan orbit Gx  
yang disjoint dan X merupakan himpunan berhingga, maka 

∑∑
∈∈

==
Cx

x
Cx

GGGxX : .          ■ 

 
Teorema 2.4.8 (Balakrishnan,1995) 
Jika G grup yang beraksi pada himpunan X, maka: Xx∈∀  

GGGx x = . 
 
Bukti: 

Dari Teorema 2.4.7 diketahui bahwa pemetaan xGGGx →:ϕ  
adalah pemetaan yang bijektif, sedemikian sehingga 

xx GGGxGGGx :/ =⇒= . Menurut Teorema 2.4.5 diperoleh 

x
x

x GGxG
G
G

GxGGGx =⇒=⇒= : .        ■ 
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Contoh 2.4.9 
Misalkan himpunan { }3,2,1=X  dan { }654321 ,,,,, ggggggG =  

adalah grup permutasi, dimana ( )( )( )3211 =g , ( )( )3122 =g , 

( )1323 =g , ( )( )2134 =g , ( )1235 =g , ( )( )2316 =g .  

Akan dibuktikan xGGxG = . 

Jawab : 

Diketahui 6=G , { }3,2,1321 === GGG  jadi 3=Gx , Xx∈∀  

dan diketahui { }611 , ggG = , { }412 , ggG =  dan { }213 , ggG = . 

Jadi 2=xG , Xx∈∀ . Sedemikian sehingga GGGx x === 62.3 . 

 
Teorema 2.4.10 (Teorema Burnside) (Bhattacharya 1986) 
Misalkan G grup yang beraksi  pada himpunan X. Maka banyaknya 

orbit X  pada G adalah  ∑
∈

=
Gg

gX
G

k 1
 

 
Bukti: 
Misalkan ( ){ }xgxXGxgS =×∈= , . Untuk sebarang Gg ∈ , maka 

jumlah pasangan order ( )xg,  pada  S adalah sama dengan gX . 

Jika untuk sebarang Xx∈ , maka jumlah pasangan order ( )xg,  
pada S adalah sama dengan xG . Oleh karena itu,  

x
XxGg

g GSX ∑∑
∈∈

== . Dengan Teorema 2.4.7 menunjukkan 

bahwa xx GGGGGx == : , sehingga ∑∑
∈∈

=
XxXx

x Gx
GG 1

. 

Perhatikan bahwa 
Gx
1

 akan bernilai sama untuk setiap x yang 

berada pada orbit yang sama. Dan jika O adalah sembarang orbit, 
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maka 11
=∑

∈Ox Gx
. Akibatnya  ∑

∈Xx Gx
1

  adalah banyaknya orbit di X 

terhadap G . Jadi GkG
Xx

x =∑
∈

. Jadi terbukti ∑
∈

=
Gg

gX
G
1k .      ■ 

 
Contoh 2.4.11 
Misalkan { }4,3,2,1=X  dan { }4321 ,,, ggggG =  adalah grup 
permutasi dari X, dimana ( )( )( )( )43211 =g , ( )( )34122 =g , 

( )( )24133 =g , ( )( )23144 =g .  Dari contoh 2.3.8 diperoleh bahwa 

8=∑
∈Gg

gX  dan 4=G . Dengan menggunakan Teorema 2.4.6 maka 

jumlah orbit  pada Grup permutasi G adalah 

( ) 28
4
11

=== ∑
∈Gg

gX
G

k . 

 

2.5 Graf dan Graf Isomorfis 

Definisi 2.5.1 (Clark dan Holton, 1991) 
Suatu graf G  terdiri dari pasangan himpunan ( )EVG , , di mana V 
himpunan berhingga yang tidak kosong yang anggotanya disebut 
simpul (vertice atau node) dan E adalah himpunan yang anggotanya 
disebut sisi (edge) di mana setiap sisi menghubungkan tepat dua 
simpul. 
 
 
 
 

Gambar 2.5.1 Graf G dengan v adalah simpul dan e adalah sisi 
 
Definisi 2.5.2 (Clark dan Holton, 1991) 
Suatu graf yang tidak memiliki loop (gelang) dan sisi-sisi ganda 
disebut graf sederhana (simple graph), sedangkan graf ganda 
(multigraph) adalah graf yang memiliki sisi-sisi ganda atau 

v1 v2 e 
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mengandung satu atau lebih loop (sisi yang menghubungkan sisi 
dengan dirinya sendiri). 
 
 
 
 
 
        (a)      (b) 

Gambar 2.5.2 Graf sederhana (a) dan graf ganda (b) 
 

Definisi 2.5.3 (Clark dan Holton, 1991) 
Misalkan G(V, E) dan G* (V*,E*) adalah graf dan *: VVf →  
adalah pemetaan yang bijektif. f adalah suatu isomorfisma jika 

Vvu ∈,  dan ( )vu,  adalah sisi-sisi pada G, maka ( ) ( )( )vfuf ,  
adalah sisi-sisi pada G*. Graf G dan G* dikatakan saling isomorfis. 
 
Contoh 2.5.4 
Misalkan G(V, E) dan G* (V*,E*) adalah graf dan { }zwvuV ,,,= , 

{ }dcbaV ,,,=∗ . Jika terdapat suatu pemetaan f, dimana 
*: VVf →  yaitu bu a , av a , cz a , dw a , maka f 

adalah suatu isomorfisma dan G dengan G* adalah graf yang saling 
isomorfis. 
 
 
 

 
 
 

  
 (a) (b) 

 
   Gambar 2.5.3 graf (a) dan graf (b) saling isomorfis 

 
Definisi 2.5.4 (Clark dan Holton, 1991) 
Misalkan G adalah suatu graf. G disebut graf  lengkap jika setiap 
simpul terhubung dengan simpul yang lain. 
 

  

a b 

c d 

v u 

w z 
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 (a) (b) 
Gambar 2.5.4(a) graf tidak lengkap dan (b)graf lengkap 

 
Proposisi 2.5.5 (Munir, 2005 ) 
Jika G adalah graf lengkap dengan n simpul maka akan terdapat 

2Cn sisi. 
 
Bukti: 
Misalkan graf G memiliki n simpul. Akan dibuktikan graf G 

mempunyai na = 2Cn =
( )

2
1−nn

 sisi. Pernyataan tersebut akan 

dibuktikan dengan induksi matematika. 
Misalkan 1=n . Maka terdapat 01 =a  sisi. Pernyataan benar. 
Misalkan 2=n . Maka terdapat 12 =a  sisi. Pernyataan benar. 

Andaikan kn = , maka terdapat =2a ( )
2

1−kk
 adalah benar. Akan 

dibuktikan  1+= kn  bernilai benar. 
Jika 1+= kn , maka terdapat 1+ka  sisi, yaitu : 

1+ka  =   kak +  

 =  
( )

2
1−kk

 + k 

 = 
( )

2
1 kk +

 . Pernyataan benar. 

Jadi benar jika graf G memiliki n simpul maka akan terdapat 

 2Cn  = 
( )

2
1−nn

 sisi.                       ■ 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 
      Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi-definisi dan 
teorema-teorema yang digunakan untuk membuktikan teorema polya 
dan aplikasinya yaitu untuk menghitung dan menentukan jumlah graf 
yang tidak isomorfis khususnya pada graf sederhana. 
 
      Permutasi merupakan suatu pemetaan bijektif yang memetakan 
suatu himpunan X ke dirinya sendiri. Misalkan f adalah suatu 
pemetaan sedemikian sehingga XXf →: . Suatu permutasi f 
dapat dibangun dari cycle yang saling disjoint (Durbin, 1992). Dalam 
definisi dibawah ini akan dijelaskan mengenai tipe cycle dari 
permutasi f . 
  
Definisi 3.1 (Santosa, 2002) 
Misalkan  f adalah suatu permutasi dari himpunan X dengan n 
elemen yang memuat sebanyak 1a cycle dengan panjang 1, 2a  cycle 
dengan panjang 2,…, ia  cycle dengan panjang i, untuk i= 1,2,3,…,n, 
maka tipe cycle dari permutasi f disajikan dengan [ ]naaa ...21  dan 
bobot tipe cycle dari permutasi f adalah bilangan positif 

naaa nW ...21 21= . 
 
Contoh 3.2 
Misalkan { }9,...,2,1=X . Jika terdapat suatu permutasi  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

918326457
987654321

f , maka f dapat ditulis dengan 

perkalian cycle yang saling disjoint, yaitu ( )( )( )( )925346178=f . 
Sehingga diperoleh 11 =a , 12 =a , 23 =a . Jadi tipe cycle dari 
permutasi f adalah [ ]112000000  dan bobot tipe cycle dari permutasi 
f  adalah .321 211  
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     Dengan menggunakan tipe cycle dari suatu permutasi akan 
didefinisikan indeks cycle dari suatu grup permutasi dimana 
merupakan jumlah dari indeks cycle tiap permutasi. 
 
Definisi 3.3 (Santosa, 2002) 
Misalkan G grup permutasi  dari suatu himpunan berhingga X 
dengan n elemen. Misalkan  Gg ∈  , dimana g memiliki tipe cycle   
[ ]naaa ...21 . Indeks cycle dari g didefinisikan sebagai 

( )nxxxgZ ,...,,: 21 = na
n

aa xxx ...21
21  dan indeks cycle dari G di 

definisikan sebagai ( ) ( )∑
∈

=
Gg

nn xxxgZ
G

xxxGZ ,...,,;1,...,,; 2121 , 

dimana ix  adalah penyajian cycle yang memiliki panjang i untuk 
ni ,...,3,2,1= . 

 
Contoh 3.4 
Misalkan { }4,3,2,1=X  dan { }4321 ,,, ggggG =  adalah himpunan 
permutasi dari X. Dimana ( )( )( )( )43211 =g , ( )( )34122 =g , 

( )( )24133 =g , ( )( )23144 =g . Akan dibuktikan G adalah grup 
permutasi dan akan ditunjukkan indeks cycle G. 
 
Jawab : 
a.  Diketahui G adalah himpunan permutasi. Akan dibuktikan G 
adalah grup. Untuk membuktikan G adalah grup, maka G harus 
memenuhi aksioma-aksioma : 
(i) Tertutup. Diketahui Gggg ∈432 ,,  sedemikian sehingga 

42332 ggggg == , 23443 ggggg == , 32442 ggggg == . Jadi 
G memenuhi sifat tertutup. 
(ii) Assosiatif. Diketahui Ggggg ∈4321 ,,,  sedemikian sehingga 
( ) ( ) 4321321 ggggggg == . Jadi G memenuhi sifat assosiatif. 
(iii) Mempunyai elemen identitas. Diketahui Gggg ∈432 ,,  maka 
terdapat Gg ∈1  sedemikian sehingga 21221 ggggg == , 
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33113 ggggg == , 44114 ggggg == . Jadi 1g  merupakan 
elemen identitas pada G. 
(iv) Mempunyai invers. Diketahui Ggggg ∈4321 ,,,  sedemikian 

sehingga 122 ggg = , 133 ggg = , 144 ggg = . Jadi invers dari 

3g adalah 3g , 2g adalah 2g , 4g  adalah 4g . Karena G memenuhi 
keempat aksioma, sehingga terbukti G adalah grup.  
 
b.  Akan ditunjukkan type cycle dari grup permutasi G. Diketahui tipe 
cycle dari permutasi 1g  adalah [ ]4000 . Jadi  indeks cycle dari 1g  
adalah ( ) 4

143211 ,,,; xxxxxgZ = . Diketahui tipe cycle dari 
permutasi 2g  yaitu [ ]0200 . Jadi indeks cycle dari 2g  adalah 
( ) 2

243212 ,,,; xxxxxgZ = . Demikian juga untuk indeks cycle 3g  
dan 4g  adalah sama dengan 2g .Sehingga diperoleh indeks cycle G 
adalah 

( ) ( )∑
=

=
4

1
43214321 ,,,;1,,,;

i
i xxxxg

G
xxxxGZ        

( ) ( )2
2

4
1

2
2

2
2

2
2

4
1 3

4
1

4
1 xxxxxx +=+++= . 

 
     Setelah didefinisikan indeks cycle dari suatu grup permutasi, 
selanjutnya akan didefinisikan suatu fungsi yang memetakan 
himpunan berhingga X ke himpunan warna Y. Sehingga fungsi 
tersebut disebut pewarnaan X. 
 
Definisi 3.5 (Santosa, 2002) 
Misalkan X dan Y adalah suatu himpunan berhingga, dimana Y 
merupakan himpunan warna. Jika terdapat suatu fungsi Φ  yang 
memetakan X ke Y, maka fungsi Φ  disebut pewarnaan X. 
Sedangkan himpunan semua fungsi yang memetakan X ke Y 
dinotasikan T. Misalkan T∈ΨΦ, . Dua pewarnaan ΨΦ,  dikatakan 
tak dapat dibedakan terhadap grup permutasi G dari himpunan X  
jika terdapat G∈π  sedemikian sehingga 
( ) ( )( ) Xx,xx ∈∀Ψ=Φ π . 
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Teorema 3.6 (Tucker, 1984) 
Misalkan G grup permutasi dari himpunan X dan T adalah himpunan 
fungsi yang memetakan himpunan berhingga X ke himpunan 
berhingga Y. Misalkan T∈ΨΦ, . Jika ΨℜΦ (ℜ  adalah relasi tak 
dapat dibedakan) maka ℜ  adalah relasi ekivalen. 
 
Bukti : 
Misalkan ℜ  adalah relasi tak dapat dibedakan. Akan dibuktikan ℜ  
adalah relasi ekivalen maka ℜ  harus memenuhi sifat refleksif, 
simetris, transitif. 
a. ℜ  Refleksif.  
Diketahui G grup sehingga terdapat elemen identitas G∈ε  
sedemikian sehingga ( ) ( )( ) Txx ∈Φ∀Φ=Φ ,ε  dan Xx∈∀ . Jadi 

ΦℜΦ . 
b. ℜ  Simetris.  
Misalkan T∈ΨΦ, , G∈π . Jika ΨℜΦ  maka 
( ) ( )( )xx πΨ=Φ , Xx∈∀ . Karena G grup, maka terdapat G∈−1π  

sedemikian sehingga ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )xxxx Ψ=Φ⇒Ψ=Φ −−− 111 ππππ . 
Jadi ΦℜΨ . 
c. ℜ  Transitif.  
Misalkan T∈ΨΦ δ,,  dan G∈321, πππ . Jika ΨℜΦ  dan δℜΨ  
maka ( ) ( )( )xx 1πΨ=Φ  dan ( ) ( )( )xx 2πδ=Ψ , Xx∈∀ . Diketahui 

G grup maka terdapat invers dari G∈21 ,ππ  yaitu G∈−− 1
2

1
1 ,ππ  

sedemikian sehingga 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )xxxx Ψ=Φ⇒Ψ=Φ −−− 1

11
1

1
1

1 ππππ . Oleh karena itu                      

( )( ) ( )( )xx 2
1

1 πδπ =Φ − ,sehingga ( )( ) ( )( )xx 2
1

2
1

1
1

2 ππδππ −−− =Φ
( )( ) ( ) ( )( ) ( )xxxx δπδππ =Φ⇒=Φ⇒ −−

3
1

1
1

2 .  Jadi δℜΦ .  
Karena ℜ  memenuhi sifat refleksif, simetris dan transitif, maka 
terbukti ℜ  relasi ekivalen.          ■ 
 
      Jika ℜ  merupakan relasi ekivalen pada himpunan T, maka 
himpunan semua kelas-kelas ekivalen { }{ }ΨℜΦ∈Ψ=Φ T  
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adalah partisi dari T. Partisi di T merupakan himpunan kelas-kelas 
ekivalen yang saling disjoint.  
 
Definisi 3.7 (Santosa, 2002) 
Kelas-kelas ekivalen dari relasi ekivalen  disebut  pola-pola di dalam 
T terhadap grup G.  
 
Dua elemen dikatakan ekivalen jika berada pada kelas yang sama. 
Dalam faktanya, setiap relasi ekivalen menyebabkan suatu partisi 
demikian pula sebaliknya untuk setiap partisi menyebabkan suatu 
relasi ekivalen (Durbin, 1992). 
 
Teorema 3.8 (Santosa, 2002) 
Misalkan T himpunan fungsi yang memetakan himpunan berhingga 
X ke himpunan berhingga Y. Misalkan G grup permutasi dari 
himpunan X. Untuk setiap G∈π , didefisinikan pemetaan 

TT →:'π  dimana ( )( ) ( )( )xx ππ Φ=Φ'  TXx ∈Φ∀∈∀ , ,  
maka : 
(a) 'π adalah permutasi di T 
(b) { }GG ∈= ππ |''  adalah grup. 
 
Bukti: 
a. Diketahui untuk setiap G∈π  didefinisikan TT →:'π   dimana 

( )( ) ( )( )xx ππ Φ=Φ' , TXx ∈Φ∀∈∀ , . Akan dibuktikan 'π  
adalah permutasi. Untuk membuktikan 'π  adalah permutasi, maka 
akan ditunjukkan 'π  adalah pemetaan yang bijektif. 
(i) 'π  Pemetaan.  
Ambil sebarang T∈ΦΦ 21 ,  dengan 21 Φ=Φ . Akan ditunjukkan 

( ) ( )2
'

1
' Φ=Φ ππ . Ambil sebarang Xx∈ , maka ( ) ( )xx 21 Φ=Φ . 

Selanjutnya untuk sebarang G∈π  berlaku ( )( ) ( )( )xx ππ 21 Φ=Φ . 

Dengan definisi pemetaan diatas maka didapat ( )( ) ( )( )xx 1
'

1 Φ=Φ ππ  
dan ( )( ) ( )( )xx 2

'
2 Φ=Φ ππ , sehingga ( )( ) ( )( )xx 2

'
1

' Φ=Φ ππ . Hal ini 
menunjukkan ( ) ( )2

'
1

' Φ=Φ ππ . Jadi terbukti 'π  adalah pemetaan. 
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(ii) 'π  Injektif.  
Ambil sebarang T∈ΦΦ 21 , . Jika ( ) ( )21 '' Φ=Φ ππ , akan 
ditunjukkan 21 Φ=Φ . Ambil sebarang Xx∈ , maka  

( )( ) ( )( )xx 2
'

1
' Φ=Φ ππ . Dengan definisi pemetaan didapat 

( )( ) ( )( )xx ππ 11
' Φ=Φ  dan ( )( ) ( )( )xx ππ 22

' Φ=Φ , sehingga 
( )( ) ( )( )xx ππ 21 Φ=Φ , XxG ∈∈∀ ,π . Jadi ( ) ( )tt 21 Φ=Φ  

Xt∈∀ . Hal ini menunjukkan 21 Φ=Φ . Jadi terbukti 'π  adalah 
injektif. 
(iii) 'π  Surjektif. 
Ambil sebarang T∈Φ . Diketahui G adalah grup, maka terdapat 
elemen identitas Ge∈ . Sedemikian sehingga ( ) ( )( )xex Φ=Φ = 

( )( )x1−Φ ππ  = ( )( )( )x1−Φ ππ  = ( )( )( )x1' −Φ ππ ( )( )( )x1' −Φ= ππ . 
Jadi terbukti 'π  surjektif. 
Karena  terbukti 'π  adalah pemetaan yang bijektif, sehingga 'π  
adalah permutasi di T. 
 
b.  Diketahui G’ adalah { }G∈ππ :'  dan telah dibuktikan 'π  adalah 
permutasi, sehingga G’ adalah himpunan dari semua permutasi. Jadi 
terbukti G’ adalah grup permutasi.         ■ 
 
      Telah dibuktikan 'π  adalah suatu permutasi dan 

{ }GG ∈= ππ |''  adalah grup. Oleh karena itu, akan dibuktikan 
bahwa terdapat pemetaan dari G ke G’ adalah pemetaan yang 
isomorfisma.  
 
Teorema 3.9 (Santosa, 2002)  
Misalkan T himpunan fungsi yang memetakan himpunan berhingga 
X  ke himpunan berhingga Y.   Misalkan G grup permutasi yang 
beraksi pada himpunan  X dan jika terdapat pemetaan dari G ke G’ 
yang di defisinikan sebagai 'ππ a  maka pemetaan tersebut 
isomorfisma . 
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Bukti: 
Misalkan ': GG →Γ  dengan definisi 'ππ a . Akan dibuktikan 
Γ adalah isomorfisma. 
Untuk membuktikan Γ adalah isomorfisma maka harus dibuktikan 
bahwa Γ  adalah pemetaan homomorfisma yang bijektif.  
(i) Γ  Pemetaan. 
Ambil sebarang G∈21 ,ππ . jika 21 ππ = , maka akan dibuktikan 
( ) ( )21 ππ Γ=Γ .  

Ambil sebarang Xx∈ , maka ( ) ( )xx 21 ππ = . Jika terdapat T∈Φ , 
maka ( )( ) ( )( )xx 21 ππ Φ=Φ . Dengan Definisi pemetaan pada 

Teorema 3.8 didapat ( )( ) ( )( )xx Φ=Φ '
11 ππ  dan 

( )( ) ( )( )xx Φ=Φ '
22 ππ  sehingga diperoleh ( )( ) ( )( )xx Φ=Φ '

2
'

1 ππ . 
Hal ini menunjukkan '

2
'
1 ππ = , untuk setiap ''

2
'
1 , G∈ππ . Dengan 

definisi pemetaan didapat ( )1
'
1 ππ Γ=  dan ( )2

'
2 ππ Γ= . Jadi 

( ) ( )21 ππ Γ=Γ . Terbukti Γ  adalah pemetaan..  
(ii) Γ  Surjektif. 
Ambil sebarang '' G∈π . Akan dibuktikan bahwa '' G∈∀π , maka 
terdapat G∈π  sedemikian sehingga ( )ππ Γ=' . Misalkan terdapat 

T∈Φ . Dengan definisi pemetaan  pada Teorema 3.8 didapat 
( )( ) ( )( )xx Φ=Φ 'ππ , Xx∈∀ . Menurut definisi pemetaan bahwa 
( )ππ Γ='  untuk suatu G∈π  . Terbukti Γ  surjektif.  

(iii) Γ  Injektif. 
Ambil sebarang G∈21 ,ππ . Akan dibuktikan jika ( ) ( )21 ππ Γ=Γ , 
maka 21 ππ = . Sesuai dengan definisi pemetaan maka didapat 
( ) '

11 ππ =Γ  dan ( ) '
22 ππ =Γ  sedemikian sehingga '

2
'
1 ππ = . Ambil 

sebarang TXx ∈Φ∈ , , maka ( ) ( )xx Φ=Φ '
2

'
1 ππ . Sesuai dengan 

definisi pemetaan pada Teorema 3.8 maka didapat 
( )( ) ( )( )xx 1

'
1 ππ Φ=Φ  dan ( ) ( )( )xx 2

'
2 ππ Φ=Φ  sedemikian sehingga 

( )( ) ( )( )xx 21 ππ Φ=Φ . Hal ini menunjukkan 21 ππ = . Jadi 
terbukti Γ  injektif  .  
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(iv) Γ  Homomorfisma. 
Misalkan G∈21 ,ππ  dan ''

2
'
1 , G∈ππ . Akan ditunjukkan 

( ) '
2

'
1

'
21 ππππ = . Ambil sebarang Xx∈ , T∈Φ . 

Dengan menggunakan sifat pemetaan pada Teorema 3.8, maka 
( ) ( ) ( )( )xx 2121 ' ππππ Φ=Φ ( )( )( )x21 ππΦ= ( )( )x21' ππ Φ= ( )xΦ= '' 21 ππ  

sehingga ( ) ( )'
2121 ππππ =Γ  ( ) ( )21

'
2

'
1 ππππ ΓΓ== .  Terbukti Γ  

adalah homomorfisma.  
Karena  Γ  adalah pemetaan homomorfisma yang bijektif, jadi 
terbukti  Γ  adalah isomorfisma.         ■ 
      
       Teorema Polya adalah suatu teorema dimana salah satu 
aplikasinya yaitu untuk menentukan graf yang tidak isomorfis. 
Teorema Polya dibagi menjadi 2 teorema yaitu Teorema Polya 
pertama dan Teorema Polya kedua. Aplikasi Teorema Polya pertama 
yaitu untuk mengetahui jumlah pola pada graf yang tidak isomorfis 
sedangkan Teorema Polya kedua aplikasinya untuk menentukan 
pewarnaan pada graf yang tidak isomorfis. 
      
     Berikut disajikan pembuktian teorema Polya dengan 
menggunakan teorema Burnside dan juga Teorema 3.3 yang 
menyatakan  bahwa pemetaan G ke G’ adalah pemetaan yang 
isomorfis, sehingga GG =' . 
 
Teorema 3.10 (Teorema polya pertama)(Santosa, 2002)  
Misalkan T himpunan semua fungsi dari himpunan  X  dengan n 
elemen ke himpunan Y dengan r elemen dan G grup permutasi yang 
beraksi pada himpunan X. Jika indeks cycle pada G adalah 
( )nxxxGZ ,...,,; 21 , maka jumlah pola didalam T terhadap G adalah 
( )rrrGZ ,...,,; .  

 
Bukti: 
Dari Teorema 2.4.7 dan Definisi 3.7 dapat disimpulkan bahwa pola-
pola pada T terhadap G grup permutasi pada himpunan X adalah 
orbit yang berbeda pada T terhadap G. Dengan menggunakan 
Teorema 3.9 akan menghasilkan pola-pola pada T terhadap G dan 
juga merupakan orbit yang berbeda pada T’ terhadap G’ .  
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Jadi dengan menggunakan Teorema Burnside, maka banyaknya orbit 
pada G’  adalah : 

 ∑
∈

=
''

''

1

G

X
G

k
π

π   (3.1) 

dimana ( ){ }Φ=Φ∈Φ= ':' ππ TX .                                           (3.2) 
Dari persamaan (3.2) diketahui bahwa ( ) Φ=Φ'π . Ambil sebarang  

Xx∈  maka ( )( ) ( )xx Φ=Φ'π . Dengan definisi pemetaan pada 
Teorema 3.6 didapat ( )( ) ( )( )xx ππ Φ=Φ' , Xx∈∀ . Sedemikian 
sehingga ( )( ) ( )xx Φ=Φ π . Dengan Teorema 3.7 diketahui bahwa 
pemetaan G ke G’ adalah pemetaan yang isomorfis sehingga 

GG =' . Maka Persamaan (3.1) dapat diubah dalam bentuk 

( )( ) ( ){ }∑
∈

∈∀Φ=Φ∈Φ=
G

XxxxT
G

k
π

π ,:1
                         (3.3) 

Jika ( )( ) ( )xx Φ=Φ π  dan jika ( )jxxx ...21  adalah cycle dari π , 

maka ( ) ( ) ( )jxxx Φ==Φ=Φ ...21  yaitu Φ  adalah konstan atas 
setiap cycle dari π . Sebaliknya, jika Φ  adalah konstan atas setiap 
cycle dari π , dan jika ( )ut xxx ...  adalah cycle dengan sembarang 

Xx∈ , maka ( )( ) ( ) ( )xxx t Φ=Φ=Φ π . 
Karena penjumlahan pada persamaan (3.3) merupakan jumlah dari 
pewarnaan X dengan r warna sedemikian sehingga setiap elemen-
elemen yang sama dalam cycle dari permutasi π  akan diberikan 
warna yang sama pula. Jika G∈π  mempunyai  tipe permutasi 
[ ]naaa ...21 , maka banyak  cara pewarnaan sama dengan naaar +++ ...21  
dimana ekivalen dengan persamaan (3.1). Sedemikian sehingga 

( )∑∑∑
∈∈∈

+++ ===
G

aa

G

a

G

aaa rrrZ
G

rrr
G

r
G

k nn

πππ

π ,...,,;1...11
2121 ...       

( )rrrGZ ,...,,:=  .          ■ 
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Contoh 3.11 
Misalkan G adalah suatu graf yang memiliki 3 simpul. Maka terdapat 
himpunan X dengan 3 elemen yaitu { }3,2,1=X  dan Y adalah suatu 
himpunan yang mempunyai r elemen ( 2=r ). Misalkan 

{ }6543213 ,,,,, ggggggS =  adalah grup simetri, dimana  

( )( )( )321
321
321

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  , ( )( )3212 =g , ( )3213 =g , 

( )( )1324 =g , ( )2315 =g  dan ( )( )2316 =g . Maka indeks cycle 

secara berturut-turut adalah ( ) 3
13211 ,,; xxxxgZ = , 

( ) 213212 ,,; xxxxxgZ = , ( ) 33213 ,,; xxxxgZ = , ( ) 213214 ,,; xxxxxgZ = , 
( ) 33215 ,,; xxxxgZ = , ( ) 213216 ,,; xxxxxgZ = . 

Sehingga diperoleh indeks cycle G adalah 

( ) ( )321
3
1321 23

6
1,,; xxxxxxxGZ ++=  

Diketahui r=2 sehingga 2321 === xxx . Dengan menggunakan 
Teorema Polya pertama didapatkan jumlah  pola dari G adalah 

( ) ( ) ( )2.22.2.32
6
12,2,2;,,; 3 ++== GZrrrGZ  

        = 4 
Jadi terdapat 4  pola didalam T terhadap G. Hal ini menunjukkan 
bahwa graf G terdiri atas 4 graf yang tidak isomorfis .  
 
       Untuk membuktikan Teorema Polya kedua, didefinisikan 
himpunan Y adalah suatu himpunan warna dengan r elemen dimana 
terdapat fungsi bobot w yang memetakan himpunan Y dengan r 
elemen sehingga w(y) yang merupakan fungsi yang menyatakan nilai 
dari pewarnaan.  
 
Definisi 3.12 (Santosa, 2002) 
Misalkan fungsi bobot w merupakan pemetaan pada himpunan Y 
dengan r warna, ( ) ( ) ( ){ }rywywyw ,...,, 21 . Maka Pola Pewarnaan 
pada T terhadap grup permutasi G yang beraksi pada himpunan X 
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adalah 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] r

i
r

n
r

nn

n
nnn

rr ywywywnnnywywywGPP ...,...,,,...,,; 21

21

21

0
...

2121 ∑
≥

+++

= α  

( )rnnn ,...,, 21α  merupakan koefisien dari jumlah pewarnaan 
(jumlah pola) yang dapat dibedakan dan warna ( )1yw  bersesuaian 
dengan 1n  elemen, ( )2yw  bersesuaian dengan 2n  elemen,…, 
( )ryw  bersesuaian dengan rn  elemen. 

 
Teorema 3.13 (Santosa, 2002) 
Misalkan G grup permutasi yang beraksi pada himpunan X dan T 
adalah himpunan semua fungsi dari himpunan X ke himpunan Y = 
{ }ryyy ,...,, 21 . Didefinisikan ( )yw  adalah fungsi bobot pada Y  dan 
fungsi bobot pada T yaitu ( )Φω  dengan bentuk 
( ) ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]nxwxwxw ΦΦΦ=Φ ...21ω , TXx ∈Φ∈ , .  

Sehingga :  
a. Jika Φ  dan Ψ  didalam T ekuivalen terhadap G, maka   

( )Φω = ( )Ψω  
b. kTTT ,...,, 21  adalah pola-pola pada T yang berbeda. Misalkan 

( )iTω  merupakan konstan atas iT , untuk (i =1,2,…,k). Maka 
pola pewarnaan pada T dapat diekspresikan sebagai : 

( ) ( ) ( )( ) ( )∑
=

=
k

i
ir TywywywGPP

1
21 ,...,,; ω . 

 
Bukti: 
a. Misalkan  Φ  dan Ψ  ekivalen. Oleh karena itu terdapat permutasi 

G∈π  sedemikian sehingga ( ) ( )( )xx πΨ=Φ , Xx∈∀ . Oleh 
karena itu : 
 ( )Φω   = ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]nxwxwxw ΦΦΦ ...21  
  = ( )( )( )[ ] ( )( )( )[ ] ( )( )( )[ ]nxwxwxw πππ ΨΨΨ ...21           

  = ( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]''
2

'
1 ... nxwxwxw ΨΨΨ   

                 = ( )Ψω  
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b.   Didalam suatu permutasi pada pewarnaan obyek, jumlah obyek 
yang telah diwarnai tidak akan berubah. Jumlah obyek tersebut 
mengikuti semua susunan pola telah diberikan, iT , didalam T yang 
digolongkan sesuai dengan urutan polanya, yaitu ( )rnnn ,...,, 21 .  
Ini berarti bahwa setiap iT∈Φ  memetakan 1n  elemen dari X ke 1y , 

2n  elemen ke 2y ,…, rn  elemen ke ry , sehingga bobot dari iT  
adalah 
              ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] rn

r
nn

i ywywywT ...21
21=Φ= ωω  

Dengan definisi Pola Pewarnaan, koefisien ( )rnnn ,...,, 21α      
didefinisikan sebagai jumlah dari pola yang memenuhi 
( )rnnn ,...,, 21 ,  karena itu dapat ditulis sebagai : 

     ( )∑
=

k

i
iT

1
ω =  Total bobot dari k pola 

                     = 
( )
∑

rnnn ,...,, 21

(Total bobot dari pola yang memenuhi                       

( )rnnn ,...,, 21 ) 
 = ( )

( )
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] r

r

n
r

nn

nnn
r ywywywnnn ...,...,, 21

21

21
,...,,

21∑α  

             =  ( ) ( ) ( )( )rywywywGPP ,...,,; 21 .        ■ 

 
Teorema 3.14 (Teorema Polya kedua)(Santosa, 2002) 
Misalkan G grup permutasi yang beraksi pada himpunan X dan T 
himpunan semua fungsi dari himpunan X ke himpunan Y . Maka Pola 
Pewarnaan, ( ) ( ) ( )( )rywywywGPP ,...,,; 21 , merupakan  nilai 
dari indeks cycle G yaitu ( )nxxxGZ ,...,,; 21 , dengan 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]ir
ii

i ywywywx +++= ...21  untuk ( )ni ,...,2,1=   
 
Bukti: 
Anggap fungsi bobot ( )Φω  memenuhi sifat konstan untuk orbit-
orbit T  terhadap grup permutasi G’. 
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( ) ( ) ( )( )rywywywGPP ,...,,; 21 =  ( )∑ iTω = ( )Φ∑ ∑
∈ ∈Φ''

'
'

1
G XG π

π

ω  (3.4) 

 
Dikembalikan pada bentuk X dan G, sesuai dengan teorema 3.9 
sehingga diperoleh : 

( )( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )[ ]
( )( ) ( )

∑ ∑
∈

∀
Φ=Φ∈Φ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ΦΦΦ=
G

x
xxT

nxwxwxw
G

PP
π π:

21 ...1
 

                   (3.5) 
Penjumlahan pada persamaan (3.5) diambil untuk semua fungsi 
( )xΦ  yang konstan atas setiap cycle π . Misalkan π  mempunyai 

tipe [ ]naaa ...21  dan didefinisikan ( )iyw  sebagai berikut: 

Ω  = ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
44444444444 844444444444 76 faktora

rr ywywywywywyw
1

.......... 2121 ++++++  

     × ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
4444444444444 84444444444444 76 faktora

rr ywywywywywyw
2

22
2

2
1

22
2

2
1 .......... ++++++  

 

     × ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
4444444444444 84444444444444 76 faktora

rr ywywywywywyw
3

33
2

3
1

33
2

3
1 .......... ++++++  

 
×  ………………………………………………………………….. 

   × ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
4444444444444 84444444444444 76 faktora

n
r

nnn
r

nn

n

ywywywywywyw ++++++ .......... 2121  
 
Perluasan dari Ω  memuat naaar +++ ...21  bentuk, yang jumlahnya juga 
merupakan jumlah dari fungsi ( )xΦ  yang konstan atas setiap cycle 
π . Sehingga dapat ditunjukkan bahwa pada setiap bentuk individu 
dalam perluasan diatas sama dengan bobot ω  dari fungsi ( )xΦ . 
Misalkan penyajian cycle π  mempunyai korespodensi satu-satu 
dengan faktor dari Ω , yaitu cycle dengan panjang 1 
berkorespondensi satu-satu dengan  faktor pertama 1a , cycle dengan 
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panjang 2 dengan 2a  dan seterusnya. Misalkan ( )xΦ  memetakan 
cycle dengan panjang  j yang diketahui (sebut saja himpunan Q ) 
didalam vy , maka  

( ) ( )( )∏
∈

Φ=
Qx

j
v xwyw  

Seluruh bentuk perluasan yang diberikan dengan perkalian pada 
semua cycle akan sama dengan 

( )( )∏ ∏ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ

∈U Qx

xw  dimana U adalah semua cycle π . 

Tetapi tiap cycle ini mempunyai pengaruh pada partisi di X, sehingga 
bentuk perluasan hanya   ( )( ) ( )Φ=Φ∏

∈

ω
Xx

xw . 

Jadi penjumlahan pada persamaan (3.5) mempunyai nilai yang sama 
dengan Ω . Sehingga jelas terlihat bahwa ( )nxxxZ ,...,,: 21π=Ω . 

Jadi ( )∑
∈

=
G

nxxxZ
G

PP
π

π ,...,,;1
21 = ( )nxxxGZ ,...,,; 21  

dengan ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]ir
ii

i ywywywx +++= ...21     untuk  i = 1,2,…,n.  ■ 
 
Contoh 3.15 
Dari Contoh 3.3 diketahui 3=X dan 2=r , maka terdapat 2 bobot 
pada himpunan Y. Misalkan ( )1yw  = ada garis = t, ( )2yw = tidak ada 

garis = 1. Kemudian substitusikan ( )tx += 11 , ( )2
2 1 tx +=  dan 

( )3
3 1 tx += . Dengan Teorema Polya kedua didapat 

( ) ( ) ( )( )rywywywGPP ,...,,; 21  = ( )nxxxGZ ,...,,; 21  

 = ( )321
3
1 23

6
1 xxxx ++  

 

   = ( ) ( )( ) ( )( )323 121131
6
1 tttt ++++++  

  = ( )32 6666
6
1 ttt +++  
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  = ( )321 ttt +++  
Jadi graf yang yang memiliki 3 titik akan ada 1 graf dengan 3 garis, 1 
graf dengan 2 garis, 1 graf dengan 1 garis,dan 1 graf tanpa garis. 
Dan dapat digambarkan sebagai berikut : 
 
 

 
 

          
Gambar 3.1 Graf tidak isomorfis dengan 3 simpul. 
 
Contoh 3.16 
Misalkan G suatu graf dengan 4 simpul, maka terdapat suatu 
himpunan X dengan 4 elemen dimana { }4,3,2,1=X  dan 

{ }24,214 ...,, gggS =  adalah grup simetri dimana  

( )( )( )( )43211 =g  ( )( )( )32142 =g  ( )( )31423 =g  
( )( )( )24314 =g  ( )( )( )34215 =g  ( )( )31246 =g  
( )( )( )43127 =g  ( )( )34128 =g  ( )( )( )42319 =g  
( )( )231410 =g  ( )( )234111 =g  ( )( )243112 =g  
( )( )231413 =g  ( )( )241314 =g  ( )132415 =g  
( )142316 =g  ( )134217 =g  ( )143218 =g  
( )123419 =g  ( )123420 =g  ( )( )412321 =g  
( )( )213422 =g  ( )( )413223 =g  ( )( )214324 =g  

 
Jika G adalah graf lengkap dengan 4 simpul, maka G mempunyai 6 
sisi. Sehingga harus dilakukan kombinasi pada tiap permutasi dari 
grup simetri 4S . Sehingga diperoleh 

( )( )( )( )4321
1234
1234

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan indeks cycle 1g = 4

1x , maka 

diperoleh ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

342423141312
342423141312'

1g = ( )( )( )( )( )( )342423141312  

dan indeks cycle 6
1

'
1 xg = . 
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( )( )( )3214
4231
1234

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan indeks cycle 2

2
12 xxg = , maka 

diperoleh ( )( )( )( )231443134212
312123414342
342423141312'

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  

dan indeks cycle 2
2

2
1

'
2

xxg = . 

( )( )3142
4132
1234

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan indeks cycle 313 xxg = , maka 

diperoleh ( )( )324313424112
321213424341
342423141312'

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  

dan indeks cycle 2
3

'
3

xg = . 

( )( )3412
2143
1234

8 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan indeks cycle 2

28 xg = , maka diperoleh 

( )( )( )( )342314241312
431314232421
342423141312'

8 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan 

indeks cycle 2
2

2
1

'
8

xxg = . 

( )1324
3421
1234

15 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan indeks cycle 415 xg = , maka diperoleh 

( )( )414232133412
214142313234
342423141312'

15 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=g  dan 

indeks cycle 42
'
15 xxg = .   

Disimpulkan untuk 64 xx → , 2
2

2
12

2
1 xxxx → , 2

331 xxx → , 2
2

2
1

2
2 xxx → , 

424 xxx → . Sehingga diperoleh  

( )43214 ,,,; xxxxSZ  =  ( )∑
∈ 4

4321
'

4

,,,,1
Sg

i
i

xxxxgZ
S

  

 = ( )42
2
3

2
2

2
1

6
1 689

24
1 xxxxxx +++  
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Misalkan terdapat himpunan Y dengan r elemen (r=2). Maka, dengan 
Teorema Polya pertama dapat diperoleh 

( )2,2,2,2;4SZ  = ( )2.2.62.82.2.92
24
1 2226 +++  

 = 11 
Jika G adalah graf yang memiliki 4 simpul, maka terdapat 11 pola 
graf yang tidak isomorfis. 
 
Diketahui himpunan Y mempunyai 2 elemen (r=2). Maka terdapat 2 
bobot pada himpunan Y. Misalkan ( ) =1yw t = ada garis, ( ) 12 =yw = 
tidak ada garis. Kemudian disubtitusikan ( )11 += tx , ( )12

2 += tx , 
( )13

3 += tx , ( )14
4 += tx . 

Dengan menggunakan Teorema Polya kedua 
( ) ( ) ( ) ( )( )43214 ,,,; ywywywywSPP  = ( ) ( ) ( ) ( )( )1,1,1,1; 432

4 ++++ ttttSZ  
  

 =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )116181191
24
1 42232226 +++++++++ tttttt  

 =  ( )24244872482424
24
1 23456 ++++++ tttttt  

 =  ( )1232 23456 ++++++ tttttt  
 
Jadi, jika graf mempunyai 4 simpul maka terdapat 1 graf dengan 6 
sisi, 1 graf dengan 5 sisi, 2 graf dengan 4 sisi, 3 graf denga 3 sisi, 2 
graf dengan 2 sisi dan 1 graf tanpa sisi. 
  
 
  
 
 
  

 
 

Gambar 3.2 Graf yang saling tidak isomorfis dengan 4 simpul 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 
 
           Dari uraian diatas, maka dapat disimpulkan sebagai berikut : 
 1. Untuk membuktikan Teorema Polya digunakan Teorema 

Burnside dan Teorema Isomorfisma Grup. 
 2. Teorema Polya pertama digunakan untuk menghitung 

banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfis dengan n titik. 
 3. Teorema Polya kedua digunakan untuk menghitung 

banyaknya graf sederhana yang tidak isomorfis dengan n titik 
dan k garis. 

 
4.2 Saran 
          Untuk pembahasan selanjutnya penulis mengharapkan 
pembaca mengkaji dan mempelajari aplikasi Teorema Polya dalam 
bidang kimia. 
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