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EKSENTRIK DIGRAPH DAN  
BARISAN ITERASI EKSENTRIK DIGRAPH  

 

 

ABSTRAK 

 
Digraph adalah pasangan himpunan (V,A) di mana V=V(D) 

adalah himpunan titik dalam digraph D dan A=A(D) adalah 
himpunan rusuk dalam digraph D. Eksentrik digraph dari digraph, 
dinotasikan ED(D) didefinisikan sebagai digraph yang mempunyai 
himpunan titik yang sama dengan D atau V(ED(D)) = V(D) di mana  
setiap rusuknya adjacent ke setiap titik eksentriknya. Pada skripsi ini 
dibahas bagaimana  menentukan eksentrik digraph dan barisan 
iterasi eksentrik digraph dari  digraph, digraph lengkap, digraph 
multipartisi lengkap, dan sikel berarah, sehingga diketahui period 
dan tail-nya. Suatu eksentrik digraph dari digraph diperoleh dengan 
menghubungkan tiap titik dalam digraph dengan titik eksentriknya, 
barisan iterasi eksentrik digraph diperoleh jika terdapat suatu 
eksentrik digraph yang terulang dalam iterasi tersebut, sehingga dari 
barisan iterasi eksentrik digraph dapat diketahui period dan tail-nya. 
Pada digraph lengkap Kn, ED(Kn)= Kn, period  dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph-nya masing-masing adalah 1 dan 0. Pada 
digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
ED2(

knnnK ,,, 21 �
)=

knnnK ,,, 21 �
, 

period dan tail dari barisan iterasi eksentrik digraph-nya masing-
masing adalah 2 dan 0. Pada sikel berarah Cn, ED2(Cn)= Cn, period 
dan tail dari barisan iterasi eksentrik digraph-nya masing-masing 
adalah 2 dan 0. 
 
Kata kunci : eksentrik digraph, barisan iterasi eksentrik digraph, 

period, tail. 
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THE ECCENTRIC DIGRAPH AND  
A SEQUENCE OF ITERATED ECCENTRIC DIGRAPHS  

 

 

ABSTRACT 

 
A directed graph (digraph) is a pair of set (V,A) where V=V(D) 

is a vertex set in digraph D and A=A(D) is an arc set in digraph D. 
The eccentric digraph of a digraph D can be denoted as ED(D), 
defined as a digraph that has the same vertex set with D or 
V(ED(D))=V(ED) where each of its arc adjacent to its eccentrix 
vertex. This minor thesis discuss how to determine the eccentric 
digraph and  the sequence of iterated eccentric digraph of a digraph, 
a complete digraph, a complete multipartition digraph, and a directed 
cycle, so the period and the tail can be obtained. An eccentric 
digraph of a digraph can be obtained by connecting every vertexes in 
digraph with the eccentrix vertex. The sequence of iterated eccentric 
digraph can be obtained if there is a repetition of eccentric digraph in 
the iteration, so that the sequence of iterated eccentric digraph can be 
known the period and the tail. In a complete digraph Kn, ED(Kn)= Kn, 
the period and the tail of the sequence of iterated eccentric digraph 
are 1 and 0. In a complete multipartition digraph 

knnnK ,,, 21 �
, then 

ED2(
knnnK ,,, 21 �
)=

knnnK ,,, 21 �
,the period and the tail of the sequence of 

iterated eccentric digraph are 2 and 0. In a directed cycle Cn, then 
ED(Cn)= Cn, the period and the tail of the sequence of iterated 
eccentric digraph are 2 and 0. 

Keywords : the eccentric digraph, a sequence of iterated 
eccentric digraph, period, tail. 
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   BAB I 
PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

      Teori graf diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 
1736 ketika mendiskusikan persoalan jembatan Konigsberg. 
Publikasi dari persoalan tersebut dan usulan solusinya dinamakan 
teori graf. Pada permasalahan yang dialami oleh Euler, simpul 
mempresentasikan kota yang dihubungkan oleh jembatan, 
sedangkan sisi adalah jembatan yang menghubungkan antar 
lokasi (Chartrand dan Lesniak, 1996). 

Pada saat ini teori graf telah dapat memberikan kerangka 
dasar bagi banyak persoalan yang berhubungan dengan struktur 
dan hubungan antara suatu obyek diskrit dalam bentuk apapun. 
Topik yang dibahas pada teori graf banyak mendapat perhatian, 
karena model-modelnya sangat berguna untuk aplikasi yang luas, 
seperti masalah dalam jaringan komunikasi, transportasi, ilmu 
komputer, dan lain sebagainya. 

Salah satu aplikasi dalam teori graf adalah menentukan kota 
terjauh (maksimal panjang lintasan) dari suatu kota ke kota lain. 
Pada suatu graf, tiap kota digambarkan dengan titik dan jalan 
dinyatakan dengan sisi. Jika sisi dari suatu graf mempunyai arah, 
maka graf disebut dengan graf berarah (directed graph). Graf 
berarah tersebut juga mempunyai aplikasi yang luas, misalnya 
untuk merepresentasikan beberapa model jaringan, 
merepresentasikan posisi yang sesuai dengan gambar pada 
beberapa tipe game, menggambarkan finite state machines, rute 
lalu lintas, masalah komunikasi, dan lain sebagainya. Jarak 
(distance) antara dua titik u dan v pada graf berarah (digraph) D 
yang dinotasikan d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek dari 
titik u ke titik v. Jika tidak ada lintasan yang menghubungkan u 
dan v, maka ∞=),( vud . Eksentrisitas titik v yang dinotasikan 
e(v) adalah jarak terjauh (maksimal lintasan terpendek) dari v ke 
setiap titik  pada digraph D. Radius dari digraph D yang 
dinotasikan rad(D) adalah eksentrisitas minimum pada setiap titik 
di D, sedangkan diameter dari digraph D yang dinotasikan 
diam(D) adalah eksentrisitas maksimum pada setiap titik di D. 
Titik u adalah titik eksentrik dari v jika jarak dari v ke u adalah 
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sama dengan eksentrisitas dari v atau d(v,u)=e(v) (Buckley dan 
Harary, 1990). Sebuah titik dikatakan titik sentral dari digraph D 
jika eksentrisitasnya sama dengan rad(D), sedangkan sebuah titik 
dikatakan titik peripheral dari digraph D jika eksentrisitasnya 
sama dengan diam(D). Sentral dari digraph D yang dinotasikan 
dengan cen(D) adalah subdigraph yang terbentuk dari titik sentral 
- titik sentral dalam digraph D, sedangkan periphery dari digraph 
D yang dinotasikan dengan per(D) adalah subdigraph yang 
dibentuk oleh titik peripheral - titik peripheral dalam digraph D 
(Chartrand dan Lesniak, 1996). 

Eksentrik digraph diperkenalkan pertama kalinya oleh Fred 
Buckley dalam papernya, The Eccentric Digraph of a Graph. 
Buckley (2001) menyimpulkan bahwa hampir setiap graf G, 
eksentrik digraph-nya adalah *)()( GGED = , dimana *)(G  
adalah graf komplemen dari G yang setiap sisinya diganti dengan 
dua rusuk (arc) yang simetri. Terinspirasi dari paper Fred 
Buckley, James Boland dan Mirka Miller mengamati struktur dan 
sifat eksentrik digraph dari digraph.  

Eksentrik digraph  dari digraph D yang dinotasikan dengan 
ED(D), didefinisikan sebagai graf berarah yang mempunyai 
himpunan titik yang sama dengan D atau V(ED(D)) = V(D) 
dimana rusuknya menghubungkan dari titik u ke titik v, jika dan  
hanya jika  v adalah titik eksentrik dari u. 

Tahap pertama pada skripsi ini adalah menentukan eksentrik 
digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph, 
sehingga dapat diketahui perilaku dari barisan iterasi eksentrik 
digraph. Tahap selanjutnya adalah menentukan eksentrik digraph 
dan barisan iterasi eksentrik digraph dari beberapa kelas digraph, 
sehingga dapat diketahui perilaku dari barisan iterasi eksentrik 
digraph dari beberapa kelas digraph tersebut. 
 
1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat disusun 
rumusan masalah sebagai berikut : 

1. Bagaimana menentukan eksentrik digraph dan barisan 
iterasi eksentrik digraph dari digraph.   
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2. Bagaimana perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph 
dari digraph yaitu dengan menentukan period dan tail 
dari barisan iterasi eksentrik digraph tersebut. 

3. Bagaimana menentukan eksentrik digraph dan barisan 
iterasi eksentrik digraph dari digraph lengkap, digraph 
multipartisi lengkap, dan sikel berarah. 

4. Bagaimana perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph 
dari beberapa digraph yang diteliti yaitu dengan 
menentukan period dan tail dari barisan iterasi eksentrik 
digraph tersebut. 

1.3 Batasan Masalah 

Batasan masalah dalam penulisan skripsi ini adalah : 
1. Digraph  yang akan diteliti adalah digraph (umum), 

digraph lengkap, digraph multipartisi lengkap, dan 
sikel berarah. 

2. Perilaku yang akan diteliti dari barisan iterasi eksentrik 
digraph adalah menentukan period  dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph. 

1.4 Tujuan 

Tujuan dari skripsi ini adalah sebagai berikut : 
1. Menentukan eksentrik digraph dari digraph dan barisan 

iterasi eksentrik digraph dari digraph.  
2. Meneliti perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph 

yaitu dengan menentukan period dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph tersebut. 

3. Menentukan eksentrik digraph dan barisan iterasi 
eksentrik digraph dari digraph lengkap, digraph 
multipartisi lengkap, dan sikel berarah. 

4. Meneliti perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph 
dari beberapa digraph yang diteliti yaitu dengan 
menentukan period dan tail dari barisan iterasi eksentrik 
digraph tersebut. 
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BAB II 
TINJUAN PUSTAKA 

2.1 Konsep Dasar Digraph 

Banyak konsep pada graf tidak berarah G yang dapat 
diterapkan pada graf berarah. Hal ini dikarenakan setiap sisi pada 
graf tidak berarah G, dapat direpresentasikan dengan rusuk pada 
graf berarah D. 
 
Definisi 2.1.1 

Graf  berarah atau yang lebih dikenal dengan nama directed 
graph atau digraph D  adalah pasangan himpunan (V, A) dimana 
V=V(D) adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang 
disebut titik (vertex) dan A=A(D) adalah himpunan dari pasangan 
terurut (u, v) yang disebut dengan rusuk (arc), dimana (u,v) dan 
(v,u) adalah rusuk yang berbeda. Untuk selanjutnya, graf berarah 
D akan disebut digraph D, yang dinotasikan dengan D=(V,A) 
(Chartrand dan Oellermann, 1993).  
 
Contoh 2.1:  
 

        v2   • 
 

         v6• •v1  •v3 • v4 
 

        v5   • 
     
    
 

Gambar 2.1  
Digraph D yang memuat loop dan rusuk paralel 

 
Himpunan titik dan himpunan rusuk pada Gambar 2.1 adalah 
sebagai berikut. 
a). V(D) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6}  
b). A(D) = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11 } 

= { (v1,v2), (v2,v3), (v2,v3), (v3,v4), (v4,v4), (v4,v4), (v5,v3), 
(v3,v5), (v5,v5), (v1,v5), (v1,v6) } 
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Definisi 2.1.2 

Rusuk (arc) yang menghubungkan suatu titik ke dirinya 
sendiri disebut loop. Dua rusuk dikatakan paralel jika keduanya 
mempunyai titik awal dan titik akhir yang sama (Siang, 2002).  

Pada Gambar 2.1, rusuk a5 = (v4,v4), a6 = (v4,v4), a10 = (v1,v5)   
adalah loop dan rusuk a2 = (v2,v3) , a3 = (v2,v3) adalah rusuk 
paralel dengan titik awal v2 dan titik akhir v3. 

 
Definisi 2.1.3 

Sama halnya pada graf, order dari digraph D yang 
dinotasikan dengan n(D) adalah banyaknya titik di D, yakni         
n = |V|. Size dari digraph D yang dinotasikan dengan m(D) adalah 
banyaknya rusuk di D, yakni m = |A|. Sehingga, (n,m) pada 
digraph dinotasikan sebagai digraph dengan order n dan size m 
(Chartrand dan Lesniak, 1996).  

Contoh 2.1 adalah digraph D yang mempunyai order dan size 
masing-masing adalah 6 dan 11. 
 
Definisi 2.1.4 

Graf dasar  dari digraph D (Underlying graph) adalah graf G 
yang diperoleh dengan mengganti semua rusuk (u,v) atau (v,u) 
dari digraph D dengan sisi uv (Chartrand dan Oellermann, 1993).  
 
Contoh 2.2 : 

 
•••• ••••   •••• •••• 

         

•••• •••• ••••  •••• •••• •••• 
 

Gambar 2.2   Digraph dan graf yang mendasarinya 
 

2.2 Derajat (Degree) pada Digraph 

Definisi 2.2.1 

Misal u dan v titik pada digraph D. Jika a=(u,v) adalah rusuk 
dari digraph D  yang menghubungkan u dan v, maka u dikatakan 
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adjacent ke v dan v adjacent dari u. Selanjutnya, a dikatakan 
incident dari u dan incident ke v, dimana u incident ke a dan v 
incident dari a (McHugh,1990). 

Pada Gambar 2.1, titik v1 adjacent ke titik v2 dan v2 adjacent 
dari v1, titik v3 adjacent ke dan adjacent dari v5, dan v5 adalah 
adjacent ke dan dari dirinya sendiri. Untuk  a1=(v1,v2), a1 
dikatakan incident dari v1 dan incident ke v2. 
 
Definisi 2.2.2 

Derajat luar (outdegree) titik v pada digraph D yang 
dinotasikan od v adalah banyaknya titik-titik pada digraph D yang 
adjacent dari v. Derajat dalam (indegree) titik v pada digraph D 
yang dinotasikan id v adalah banyaknya titik-titik pada digraph D 
yang adjacent ke v. Derajat (degree) titik v pada digraph D yang 
dinotasikan deg v didefinisikan sebagai  jumlah dari derajat luar 
(outdegree) dan derajat dalam (indegree) titik v, yang dapat 
dituliskan sebagai 

vidvodv +=deg .  

Jika jumlah derajat luar dan derajat dalam dari suatu titik sama 
dengan 1, maka titik tersebut disebut titik pendan (Chartrand dan 
Zhang, 2005).  
 
Teorema 1. 

Diberikan suatu digraph D yang mempunyai order p dan size 
q, dengan V(D)={v1, v2, … , vp}. Maka 

 

� �
= =

==
p

i

p

i
ii qvidvod

1 1

 

 
Bukti: 
Ketika derajat luar-derajat luar titik pada D dijumlahkan, tiap 
rusuk dihitung satu kali. Karena tiap rusuk adalah incident dari 
tepat satu titik. Secara sama, ketika derajat dalam-derajat dalam 
titik pada D dijumlahkan, rusuknya  dihitung satu kali karena tiap 
rusuk incident ke satu titik (Chartrand dan Zhang, 2005). 
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Pada Gambar 2.1, ditunjukkan bahwa 
 Titik  Outdegree Indegree  Degree 
   v1         3       0       3 
    v2              2       1       3 
   v3              2       3       5 
    v4              2       3       5 
    v5              2       3       5 

  v6                          0       1       1 

dan v6 adalah titik pendan karena jumlah derajat luar dan derajat 
dalamnya sama dengan 1.  Jumlah derajat luar dari titik-titik pada 
digraph D adalah 11, demikian pula jumlah derajat dalam dari 
titik-titik pada digraph D adalah 11, sehingga digraph D 
mempunyai size 11. 
 
Definisi 2.2.3 

Digraph H dikatakan subdigraph dari digraph D  jika setiap 
titik di H adalah titik di D dan setiap rusuk di H adalah rusuk di 
D, dengan kata lain V(H) ⊆ V(D) dan A(H) ⊆ A(D) (Grimaldi, 
1994). 

 
Contoh 2.3 : 
 

           a• •b   •b   
                  

 
           c• •d              c• •d 

      D          H 
Gambar 2.3  

Digraph D dan subdigraph H dari digraph D. 
 
Definisi 2.2.4 

Digraph H’ dikatakan subdigraph yang merentang (spanning 
subdigraph) dari D jika H’ merupakan subdigraph dari D dimana 
V(H’) = V(D) (Chartrand dan Oellermann, 1993).  
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Contoh 2.4 :  
 
           a• •b             a• •b 

       
 

          d • •c                   d• •c   
      D          H’ 

Gambar 2.4 
   Digraph D dan spanning subdigraph H’ dari digraph D. 

  
2.3 Koneksitas pada Digraph 

Definisi 2.3.1 

Walk berarah adalah barisan titik dan rusuk yang diawali dan 
diakhiri dengan titik. Walk berarah dengan panjang n dari vo ke vn 
dapat dituliskan sebagai berikut : 

vo, a1, v1, a2, v2, a3, v3, …, vn-1, an, vn   (n ≥ 0), 

rusuk ai = (vi-1, vi) dengan i = 1, 2, …, n adalah rusuk yang 
mempunyai titik ujung vi-1 dan vi.  

Path berarah dengan panjang n dari vo ke vn adalah walk dari 
vo ke vn yang semua rusuknya berbeda. Path berarah dari vo ke vn 
dapat dituliskan sebagai berikut : 

vo, a1, v1, a2, v2, a3, v3, …, vn-1, an, vn   (n ≥ 0), 

dengan ji aa ≠  dan ji ≠ . Path berarah sederhana dengan 

panjang n dari vo ke vn adalah path dari vo ke vn yang semua 
titiknya berbeda. 

Sirkuit berarah dengan panjang n adalah path yang diawali 
dan diakhiri dengan titik yang sama, sehingga vo = vn . Sirkuit 
berarah sederhana dengan panjang n dari vo ke vn adalah sirkuit 
dari vo ke vn yang semua titiknya berbeda (Chartrand dan Zhang, 
2005).  
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Contoh 2.5 : 
 

        u•           x •  •z 
 

  • v 
 

        t •          w •  •y 
 

Gambar 2.5   Digraph D 
 
a). (y, w, v, x, y, w, t) adalah walk berarah dari y ke t  dengan 

panjang 6. 
b). (t, u, v, x, y, w, v, t adalah path yang diawali dan diakhiri 

dengan titik t dengan panjang 7. Karena titik awal dan titik 
akhirnya sama maka path tersebut adalah sirkuit , tetapi 
bukan sirkuit sederhana. 
Semiwalk berarah adalah barisan titik dan rusuk yang diawali 

dan diakhiri dengan titik. Semiwalk berarah dengan panjang n dari 
vo ke vn dapat dituliskan sebagai berikut : 

vo, a1, v1, a2, v2, a3, v3, …, vn-1, an, vn   (n ≥ 0), 

di mana rusuk ( )iii vve ,1−=  atau ( )1, −= iii vve  untuk setiap i 

( ni ≤≤1 ) adalah rusuk yang mempunyai titik ujung vi-1 dan vi. 
Jika rusuk-rusuk pada semiwalk  v0  ke vn semuanya berbeda, 
maka semiwalk v0 ke vn  adalah semipath v0 ke vn..  Berbeda 
dengan walk dan path, semiwalk dan semipath tidak 
memperhatikan arah rusuknya (Chartrand dan Oellermann, 1993).  

Pada Gambar 2.5, (x, z, y, w, v, u) adalah semiwalk x ke u. 
Karena rusuk-rusuk pada semiwalk x ke u semuanya berbeda, 
maka semiwalk adalah semipath. 
 
Definisi 2.3.2 

Digraph D  dikatakan terhubung jika terdapat u dan v adalah 
titik dalam digraph D, maka terdapat suatu walk u-v. Komponen 
dari digraph D adalah subdigraph terhubung maksimal dari D. 
Jadi, setiap digraph terhubung hanya mempunyai satu komponen 
dan untuk digraph tidak terhubung mempunyai sedikitnya dua 
komponen (Grimaldi, 1994).  
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Contoh 2.6 : 
 

•  •     • • 
     

•  •         • 
•       • 

•  •     •       
        (a)    (b) 

 
Gambar 2.6    

Digraph terhubung (a) dan digraph tidak terhubung (b) dengan 
dua komponen. 

 
Digraph D dikatakan terhubung lemah jika untuk setiap 

pasangan titik-titik u dan v, D memuat semipath u-v (tentunya, 
jika D memuat semipath u-v, maka D memuat semipath v-u). 
Digraph D dikatakatan terhubung kuat (strong) jika untuk setiap 
pasangan titik-titik u dan v, D memuat kedua path u-v dan path  
v-u untuk setiap pasangan u,v adalah titik yang berbeda di D. 
Digraph D dikatakan unilateral jika untuk setiap pasangan titik-
titik u dan v, D memuat salah satu  path u-v atau path v-u atau 
keduanya (Chartrand dan Zhang, 2005).  

Pada Gambar 2.5, adalah digraph yang tidak terhubung kuat, 
karena tidak terdapat path z-y dalam digraph D dan digraph 
tersebut adalah unilateral. Sedangkan pada Gambar 2.6, digraph 
D adalah digraph yang terhubung kuat.  
 
Definisi 2.3.3 

Jarak (distance) antara dua titik u dan v pada digraph D yang 
dinotasikan d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek dari titik u 
ke titik v. Jika tidak ada lintasan yang menghubungkan u dan v, 
maka ∞=),( vud  (Chartrand dan Lesniak, 1996). 
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Contoh 2.7:  
 

           c• 
 

           a•          d • • e 
 

          b •  
  

Gambar 2.7  
Digraph dengan d(a,e) = 3, dan d(e,a) = ∞. 

 
Definisi 2.3.4 

Eksentrisitas titik v dinotasikan e(v) adalah jarak maksimum 
dari v ke setiap titik dalam digraph D, secara matematis dapat 
dituliskan 

{ })(|),()( DVuuvdmaksve ∈= . 

Radius dari digraph D yang dinotasikan rad(D) adalah 
eksentrisitas minimum dari semua titik di D, dapat dituliskan 

{ })(|)(min)( DVvveDrad ∈= , 

sedangkan diameter dari digraph D yang dinotasikan diam(D) 
adalah eksentrisitas maksimum dari semua titik di D, dapat 
dituliskan  

{ })(|)()( DVvvemaksDdiam ∈= . 

Titik u adalah titik eksentrik dari v jika jarak dari v ke u adalah 
sama dengan eksentrisitas dari v atau d(v,u)=e(v). Sebuah titik 
dikatakan titik sentral dari digraph D jika eksentrisitasnya sama 
dengan rad(D), sedangkan sebuah titik dikatakan titik peripheral 
dari digraph D jika eksentrisitasnya sama dengan diam(D). 
Sentral dari digraph D yang dinotasikan cen(D) adalah 
subdigraph yang terbentuk dari titik sentral - titik sentral dari 
digraph D, dan periphery dari digraf D yang dinotasikan per(D) 
adalah subdigraph yang terbentuk dari  titik peripheral-titik 
peripheral dari digraph D (Chartrand dan Lesniak, 1996).  
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Contoh 2.8 : 

             a• •b 
   
 

           d•          c• •e 
 

Gambar 2.8   Digraph D 
 
Berdasarkan Gambar 2.8, diketahui bahwa 
 titik  eksentrisitas  titik eksentrik 
   a    e(a)= 3   d,e 
   b    e(b)= 3   a 
   c    e(c)= 3   b 
   d    e(d)= 4   e 
   e    e(e)= 4   b 
sehingga rad(D) = 3, diam(D) = 4, dengan titik sentralnya adalah 
a,b,c dan titik peripheral-nya adalah d, e. 
 
Definisi 2.3.5 

Digraph D  dikatakan simetris jika terdapat (u,v) suatu rusuk 
dalam digraph D, maka terdapat pula (v,u) suatu rusuk dalam 
digraph D. Jika digraph D simetris, maka D dapat diperoleh dari 
beberapa graf G dengan mengganti sisi uv dengan rusuk (u,v) dan 
(v,u), dan dapat ditulis dengan D = G*. Sebuah digraph yang 
kedua titiknya dihubungkan oleh tepat 1 rusuk, disebut 
tournament (Chartrand dan Oellermann, 1993).  
 
Contoh 2.9 

•   •              • 
                  

• •  •  •            • 
 

•  •           •          •     • 
 (a)   (b)   (c) 

Gambar 2.9  
Digraph yang simetris (a), digraph yang tidak simetris (b) 

dan tournament (c). 
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3 4 
4 

2.4 Digraph Berlabel 

Digraph berlabel adalah suatu digraph tanpa rusuk paralel di 
mana rusuk-rusuk atau titik-titik dari sebuah digraph diberi nilai 
atau bilangan riil tak negatif dengan suatu data (Lipschutz dan 
Lipson, 2002).  
 
Contoh 2.10 : 
 
             a• •b 
   
 

           d•          c• •e 
     

Gambar 2.10  
Digraph  D yang titik-titiknya dilabeli dengan eksentrisitasnya. 

 
2.5 Representasi Digraph dalam Matriks 

Definisi 2.5.1 

Misal D adalah digraph yang terdiri dari n titik tanpa rusuk 
paralel, cara menyatakan suatu digraph dalam matriks adjacency 
yaitu dengan memperhatikan titik dalam digraph D beserta rusuk 
adjacency-nya. Matriks adjacency yang sesuai dengan digraph D 
adalah matriks bujur sangkar n x n , A = (aij) dengan 
 1 jika ada rusuk dari titik vi ke vj 
 aij = 

0 jika tidak ada rusuk dari titik vi ke vj . 
 

Definisi 2.5.2 
Misal D adalah digraph terhubung yang terdiri dari n titik 

tanpa rusuk paralel. Matriks jarak yang bersesuaian dengan 
digraph adalah matriks bujur sangkar n x n, M= (mij) dengan 
 d(vi,vj) jarak dari vi ke vj 
 mij = 

0 i = j. 
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Contoh 2.11 : 

   • v1    •v2 
 

  •v3 

 
           v4•            •v5 

 
Gambar 2.11 Digraph D 

 
Digraph D pada Gambar 2.11  mempunyai himpunan titik  

V(D)= {v1, v2, v3, v4, v5}, 
maka matriks adjacency dari digraph D adalah sebagai berikut, 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

01000

00001
11011
10000
00010

5

4

3

2

1

54321

v

v

v

v

v

A

vvvvv

 

dan matriks jarak dari digraph D adalah sebagai berikut. 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

∞
∞

∞
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=
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v

v

v

v

M

vvvvv

 

Menurut Siang (2002), hal-hal yang perlu diperhatikan 
sehubungan dengan penggunaan matriks hubung untuk 
menyatakan digraph: 

1. Banyaknya rusuk yang keluar dari titik vi (outdegree) 
adalah banyaknya elemen 1 pada baris ke-i matriks 
hubungnya. 
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2. Banyaknya garis yang menuju titik vi (indegree) adalah 
banyaknya elemen 1 pada kolom ke-i matriks hubungnya. 
Banyaknya keseluruhan rusuk dalam digraph D adalah 
banyaknya elemen 1 pada matriks hubungnya. 

3. Digraph tidak mempunyai loop bila dan hanya bila 
semua elemen diagonal utamanya = 0. Loop pada suatu 
titik bersesuaian dengan aii =1. 

 
2.6 Jenis-jenis Digraph 

Sama halnya pada graf, digraph juga mempunyai bentuk yang 
bermacam-macam. 

1. Digraph Lengkap (Complete Digraph) 

Digraph D adalah digraph  lengkap dengan n titik jika setiap 
titiknya terhubung langsung dengan semua titik yang lain, yang 
dinotasikan dengan Kn (Chartrand dan Lesniak, 1996).  
 
Contoh 2.12 : 

 
•  • 

 
• 
 
 
• 
 

Gambar 2.12  Digraph  Lengkap K4 

 
2. Digraph Lintasan (Path Digraph) 

Digraph yang setiap titiknya terhubung dengan satu lintasan 
disebut digraph  lintasan (path digraph). Digraph lintasan dengan 
n titik dinotasikan Pn. Jika digraph lintasan mempunyai rusuk 
(u,v) dan rusuk (v,u), maka digraph lintasan adalah digraph 
lintasan yang simetri dan dinotasikan dengan Pn* (Golumbic, 
1980).  
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Contoh 2.13 : 
   
 • • •  • • • 

(a) (b) 
 

Gambar 2.13 Digraph Lintasan 

Gambar 2.13 (a) adalah digraph lintasan P3*. 
Gambar 2.13 (b) adalah digraph lintasan P3 . 
 
3. Sikel Berarah (Directed Cycle) 

Sebuah digraph yang terdiri dari satu lingkaran disebut sikel 
berarah (directed cycle). Sikel berarah dengan n titik dinotasikan 
Cn (Golumbic,1980). 
 
Contoh 2.14 : 

  • 
 

  •  • 
       

Gambar 2.14 Sikel Berarah C3 

4. Digraph Bipartisi Lengkap  

Digraph D dikatakan digraph bipartisi jika himpunan titik-
titik V(D) dapat dipisah menjadi dua himpunan V1(D) dan V2(D), 
dan suatu titik di V1 terhubung dengan suatu titik di V2. Jika setiap 
pasang titik di V1 dan V2 terhubung langsung maka graf tersebut 
dinamakan digraph bipartisi lengkap. Jika |V1| = m dan |V2| = n, 
digraph bipartisi lengkap dinotasikan Km,n (Golumbic,1980).  
 
Contoh 2.15 : 
 

•        •    • • 
 
 

• • •     •      •               • 
 

(a) (b) 
Gambar 2.15   
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Gambar 2.15 (a) adalah digraph  bipartisi K2,3. 
Gambar 2.15 (b) adalah contoh digraph bipartisi lengkap K2,3. 

 
5. Digraph Star 

Digraph  Star adalah digraph bipartisi lengkap yang 
dinotasikan dengan K1,n atau Kn,1. Selanjutnya, digraph star K1,n 

atau Kn,1 akan dinotasikan dengan Sm, dengan m = n + 1 
(Golumbic,1980).  
 
Contoh 2.16 :  

  •     • 
 
 
                 • 
 
 
                 • 

Gambar 2.16 Digraph Star S4. 
 
6. Digraph Multipartisi Lengkap 

Digraph D dikatakan digraph multipartisi lengkap  jika 
himpunan titik-titik V(D) dapat dipisah menjadi beberapa 
himpunan V1(D), V2(D), … , Vn(D), dan setiap pasang titik di V1, 
V2, … ,Vn saling terhubung langsung. Jika |V1| = n1, |V2| = n2, … , 
|Vk| = nk,  digraph multipartisi lengkap dinotasikan 

knnnK ,,, 21 �
, di 

mana      ni > 1 untuk  i=1,2, … , k (McHugh, 1990). 
Contoh 2.17 : 

 
•  • 

 
•    • 
 
 

• • • 
 

Gambar 2.17 Digraph Multipartisi Lengkap K2,2,3 
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7. Gabungan Digraph 

Misal ada dua digraph D1 dan D2 yang mempunyai himpunan 
titik V(D1) dan V(D2) saling asing begitu juga himpunan rusuk 
A(D1) dan A(D2), maka gabungan digraph dinotasikan D1 ∪ D2 
adalah digraph yang mempunyai himpunan titik                       
V(D1 ∪ D2) = V(D1) ∪ V(D2) dan himpunan  rusuk                   
A(D1 ∪ D2) = A(D1) ∪ A(D2) (Chartrand dan Oellermann, 1996).  
 
Contoh 2.18 : 
  
           •           •           •                            •       •       •  

        P3 
        • • 

•          •      
       K2     D=P3 ∪ K2 

Gambar 2.18  Gabungan 2 digraph 

Pada Gambar 2.18,  digraph D = P3 ∪ K2 adalah gabungan 
digraph lintasan P3 dan digraph lengkap K2. 

 
2.7 Eksentrik Digraph 

Eksentrik digraph diperkenalkan pertama kalinya oleh Fred 
Buckley, dimana eksentrik digraph dari suatu graf maupun 
digraph dapat diperoleh dengan menghitung eksentrisitas dari tiap 
titik pada graf dan digraph tersebut sehingga diketahui titik 
eksentriknya. 

 
Definisi 2.7.1 

Eksentrik digraph  ED(G) dari graf G didefinisikan sebagai 
graf berarah yang mempunyai himpunan titik yang sama dengan 
G atau V(ED(G)) = V(G) dimana rusuknya menghubungkan titik 
u ke titik v, jika v adalah titik eksentrik dari u.  
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Contoh 2.19 : 
       a•          •b              a•  

          b• 
     e•   •f    •e       •f
      •d 
       c•          •d              c • 
 

G     ED(G) 
Gambar 2.19  Graf dan Eksentrik digraph-nya 

 
Buckley (2001) menyimpulkan bahwa hampir setiap graf G, 

eksentrik digraph-nya adalah ED(G) = ( )*G , dimana ( )*G  
adalah graf komplemen dari G yang setiap sisinya diganti dengan 
dua rusuk  yang simetris. 
 
Definisi 2.7.2 

Eksentrik digraph dari digraph D yang dinotasikan ED(D) 
didefinisikan sebagai graf berarah yang mempunyai himpunan 
titik yang sama dengan D atau V(ED(D)) = V(D) di mana 
rusuknya menghubungkan titik u ke titik v, jika dan hanya jika v 
adalah titik eksentrik dari u.  
 
Contoh 2.20 
 

a•   •b             a• •b 
   
 

d•          c•    •e            d• • •e 
 

    D         ED(D) 

    Gambar 2.20  Digraph  D dan eksentrik digraph-nya 
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BAB III 
PEMBAHASAN 

 

3.1 Eksentrik Digraph dari Digraph 

Dalam bagian ini akan dibahas bagaimana menentukan 
eksentrik digraph dari digraph, sehingga diperoleh barisan iterasi 
eksentrik digraph dan dapat diketahui period dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph tersebut.  

3.1.1 Menentukan Eksentrik Digraph dari Digraph  

Metode untuk menentukan eksentrik digraph dari digraph 
D, yang pertama adalah dengan menentukan matriks jarak yang 
entri-entrinya menyatakan panjang lintasan terpendek dari setiap 
pasangan titik yang berbeda dalam digraph D. 

Misal diketahui suatu digraph D dengan himpunan titik 

{ }nuuuDV ...,,)( ,21=  

dan himpunan rusuk (arc) 

{ }maaaDA ,...,,)( 21= . 

Langkah selanjutnya adalah menentukan eksentrisitas dari 
setiap titik dalam digraph D yaitu dengan menemukan jarak 
maksimal dari setiap pasangan titik yang berbeda dalam matriks 
jarak yang telah diketahui sebelumnya, sehingga eksentrisitas dari 
setiap titik vi dapat dituliskan sebagai berikut 

{ })(|),()( DVvvvdmaksve jjii ∈= . 

Berdasarkan eksentrisitas titik, jika jarak dari vi ke vj sama 
dengan eksentrisitas titik vi  yang dapat di tulis dengan d(vi ,vj) = 
e(vi ),  maka titik vj disebut sebagai titik eksentrik dari vi. 

Setelah diketahui titik eksentrik dari tiap titik dalam digraph 
D, maka dapat dibentuk suatu eksentrik digraph dari digraph 
tersebut yaitu dengan menghubungkan setiap titik dalam digraph 
D ke titik eksentriknya dengan suatu rusuk (arc). Eksentrik 
digraph dari digraph D dapat dinotasikan dengan ED(D) yang 
mempunyai himpunan titik yang sama dengan D atau V(ED(D)) = 
V(D). 
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3.1.2 Menentukan Barisan Iterasi Eksentrik Digraph dari 
Digraph  

Eksentrik digraph dari digraph D yang dapat dinotasikan 
dengan ED(D), juga dapat ditentukan eksentrik digraph-nya 
dengan menentukan jarak dari setiap titik pada ED(D) ke setiap 
titik yang lain dalam ED(D) dan menyatakannya pada suatu 
matriks jarak n x n yang dinotasikan dengan M=(mij), di mana n 
adalah banyaknya titik pada ED(D). 

Setelah diketahui matriks jarak dari eksentrik digraph 
ED(D), dapat diketahui jarak maksimal dari setiap titik ke tiap 
titik yang lain dalam eksentrik digraph ED(D) tersebut, maka 
dapat diketahui eksentrisitas titik dan titik eksentriknya.   

Selanjutnya, setiap titik pada ED(D) akan dihubungkan 
dengan rusuk yang adjacent ke titik eksentriknya (suatu titik yang 
tidak mempunyai derajat luar, maka titik tersebut tidak 
mempunyai titik eksentrik), sehingga terbentuklah eksentrik 
digraph  dari eksentrik digraph ED(D) yang dapat ditulis sebagai 
ED(ED(D))=ED2(D). Demikian juga untuk menentukan eksentrik 
digraph baru dari suatu eksentrik digraph yang telah diketahui, 
dapat dilakukan cara yang sama dengan sebelumnya sehingga 
diperoleh barisan iterasi eksentrik digraph berhingga sebagai 
berikut : 

   )(,),(),(, 2 DEDDEDDEDD n
�  , 

 
di mana barisan iterasi eksentrik digraph berakhir jika terdapat 
bilangan bulat s>0 dan 0≥r , sedemikian hingga 

)()( DEDDED rrs =+ . Berkaitan dengan barisan iterasi 
eksentrik digraph dari digraph D, diperoleh Proposisi sebagai 
berikut. 
Proposisi 1: 

Misal  diketahui barisan iterasi eksentrik digraph berhingga 
sebagai berikut : 

)(,),(),(, 2 DEDDEDDEDD n
�  

maka untuk setiap barisan iterasi eksentrik digraph, terdapat 
bilangan bulat  p>0 dan 0≥t  sedemikian hingga 
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)()( GEDGED ttp =+ ,     

di mana p dan t masing-masing adalah period dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph, dan nilai p dinotasikan dengan p(D) 
sedangkan nilai t  dinotasikan dengan t(D). 

Pada pernyataan sebelumnya, barisan iterasi eksentrik 
digraph akan berakhir pada eksentrik digraph ke n, jika terdapat 
bilangan bulat r dan s yang memenuhi s>0 dan 0≥r  sedemikian 
hingga )()(1 DEDDED rs =+ , artinya r dapat juga dinyatakan 
sebagai t (r=t) dan  ( s+r) dapat dinyatakan sebagai p + t (s+r = 
p+t). Suatu barisan iterasi eksentrik digraph yang tidak 
mempunyai tail ( t(D)=0 ), digraph tersebut dapat dikatakan 
sebagai digraph yang periodic. Nilai p dapat dinotasikan dengan 
p(D) dan nilai t dinotasikan dengan t(D). 
 
3.2 Algoritma Menentukan Eksentrik Digraph dan Barisan 

Iterasi Eksentrik Digraph dari Digraph D  
Berdasarkan metode menentukan eksentrik digraph dan 

barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph D  sehingga 
diketahui perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph-nya, 
dapat dibuat algoritma sebagai berikut. 

Input     :  Matriks jarak dari digraph D. 

Output  : Matriks jarak dari barisan eksentrik digraph yang tidak 
terulang, nilai period yang dinotasikan p(D), dan nilai 
tail yang dinotasikan dengan t(D). 

Langkah – langkah untuk menentukan eksentrik digraph dan  
barisan iterasi eksentrik digraph adalah sebagai berikut : 
Langkah 1: Mencari panjang lintasan terpendek dari setiap     

pasangan titik yang berbeda dalam digraph D, dan 
menyatakannya dalam suatu martriks jarak n x n,  
M = (mij) dengan 

    d(vi,vj)  jarak dari vi ke vj 
 mij = 
    0  i = j, 
  dengan i, j = 1, 2, ... , n. 
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Langkah 2: Mencari jarak maksimal dari setiap titik dalam 
digraph D terhadap pasangannya, yang dapat ditulis 
sebagai 

{ })(|),(max)( DVvvvdve jjii ∈= . 

Langkah 3:  Menentukan titik eksentrik dari setiap titik pada 
digraph D. 

Langkah 4: Menghubungkan tiap titik pada digraph D dengan 
setiap titik eksentriknya sehingga terbentuk 
eksentrik digraph. 

Langkah  5:    Menyusun matriks jarak dari eksentrik digraph. 
Langkah 6: Memeriksa apakah terdapat matriks jarak dari 

eksentrik digraph sebelumnya yang sama dengan 
matriks jarak dari eksentrik digraph yang baru 
dihasilkan. 

  Apabila ya, maka iterasi akan dihentikan. 
  Apabila tidak, lakukan langkah 1 – 5. 
Langkah 7: Menentukan nilai period dan tail dari barisan 

eksentrik digraph yang dihasilkan dari iterasi. 
Langkah 8 :   Selesai. 
 
3.2 Implementasi Algoritma Menentukan Eksentrik Digraph 

dan Barisan Iterasi Eksentrik Digraph pada suatu 
Digraph 

 
Jika diketahui suatu digraph D  pada Gambar 3.1. Tentukan 

eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph D tersebut. 

              a• •b •c 

 

           d• •e  

Gambar 3.1 Digraph D 

Penyelesaian : 
Diketahui suatu digraph D pada Gambar 3.1 dengan  

himpunan titik 
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{ },,,,,)( edcbaGV =  

dan himpunan rusuk 

  )},(),,(),,(),,(),,(),,(),,{()( beedecebcbabdaDA = .  

Untuk menentukan eksentrik digraph dari digraph D, mula-mula 
dicari panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik yang 
berbeda dalam digraph D, dan menyatakannya dalam suatu 
martriks jarak n x n,  M = (mij) dengan 
    d(vi,vj)  jarak dari vi ke vj 
 mij = 
    0  i = j, 
dengan i, j = 1, 2, ... , n. 
 

- Matriks jarak yang bersesuain dengan digraph D pada  
Gambar 3.1 adalah sebagai berikut. 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=

03212
10323
14023
12101
21430

e

d

c

b

a

M

edcba

 

- Menentukan eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada digraph D. Eksentrisitas titik dan titik eksentrik 
dari tiap titik pada digraph D disajikan dalam Tabel 3.1 
berikut. 

Tabel 3.1 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada digraph D 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
a 
b 
c 
d 
e 
 

e(a)=4 
e(b)=2 
e(c)=4 
e(d)=3 
e(e)=3 

c 
d 
d 

a, c 
d 
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Sehingga, dapat pula diketahui bahwa : 
 

2)()}(|)(min{)( ==∈= beDVuueDRad  

4)}(),(),({)(|)({)( ==∈= deceaeDVuuemaksDDiam
 

Berdasarkan definisi,diketahui bahwa digraph D memiliki 
titik sentral yaitu titik b , dan titik peripheral yaitu a, c dan d. 

- Eksentrik digraph dari digraph D disajikan dalam Gambar 
3.2 berikut, 

 
 
•a  •b  •c 
 
 

           d•  •e 
 

Gambar 3.2 Eksentrik Digraph dari Digraph D, ED(D) 
 

di mana eksentrik digraph dari digraph D mempunyai 
himpunan titik yang sama dengan himpunan titik pada 
digraph D yaitu 

{ }edcbaDVDEDV ,,,,)())(( == , 

dan himpunan rusuk (arc) yang menghubungkan titik-titik 
pada digraph D  dengan titik eksentriknya yaitu 

A(ED(D))={(a,c), (b,d), (c,d), (d,a), (d,c), (e,d)}. 
 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(D) pada Gambar 3.2, dilakukan cara yang sama dengan  
menentukan eksentrik digraph pada digraph D, yaitu menentukan 
jarak dari tiap titik pada eksentrik digraph ED(D) ke tiap titik lain 
pada eksentrik digraph ED(D) dengan menyusun matriks jarak 
yang entri-entrinya menyatakan panjang lintasan terpendek dari 
setiap pasangan titik yang berbeda.  
 
-  Matriks jarak dari eksentrik digraph ED(D) pada Gambar 3.2, 

adalah matriks n x n, M’=(mij)’ sebagai berikut. 
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- Dari matriks M’, Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari 

tiap titik pada Gambar 3.2 disajikan dalam Tabel 3.2 
berikut. 

Tabel 3.2 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada eksentrik digraph ED(D)  

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
a 
b 
c 
d 
e 
 

e(a)=� 
e(b)=� 
e(c)=� 
e(d)=� 
e(e)=� 

b,e 
e 

b,e 
b,e 
b 
 

 
- Eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(D), yang 

dinotasikan  ED2(D) disajikan dalam Gambar 3.3 berikut, 
 

           a•  •b  •c 
 
 

 
           d•  •e 

 
Gambar 3.3 Eksentrik Digraph dari eksentrik digraph ED(D), 

ED(ED(D))=ED2(D) 
 

di mana eksentrik digraph ED2(D) mempunyai himpunan 
titik yang sama dengan himpunan titik pada eksentrik 
digraph ED(D) yaitu 
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{ }edcbaDVDEDV ,,,,)())(( == , 

dan himpunan rusuk (arc) yang menghubungkan titik-titik 
pada digraph D  dengan titik eksentriknya yaitu 

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{())(( 2 beedbdecbcebeabaDEDA =
 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED2(D) pada Gambar 3.3, yaitu dengan menentukan jarak dari 
tiap titik pada eksentrik digraph ED2(D) ke tiap titik lain pada 
eksentrik digraph ED2(D) dengan menyusun matriks jarak yang 
entri-entrinya menyatakan panjang lintasan terpendek dari setiap 
pasangan titik yang berbeda.  

 
- Matriks jarak dari eksentrik digraph ED2(D) pada Gambar 

3.3 adalah matriks n x n, M”=(mij)” sebagai berikut. 
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- Dari matriks M”, Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari 

tiap titik pada Gambar 3.3 disajikan dalam Tabel 3.3 
berikut. 

Tabel 3.3 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada eksentrik digraph ED2(D)  

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
a 
b 
c 
d 
e 
 

e(a)=� 
e(b)=� 
e(c)=� 
e(d)=� 
e(e)=� 

c,d 
a,c,d 
a,d 
a,c 

a,c,d 
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- Eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED2(D), yang 
dinotasikan  ED3(D) disajikan dalam Gambar 3.4 berikut, 

 
 

           a•  •b  •c 
 
 

 
           d•  •e 

 
Gambar 3.4 Eksentrik Digraph dari eksentrik digraph ED2(D), 

ED(ED2(D))=ED3(D) 
 

di mana eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED2(D), 
yang dinotasikan ED3(D) mempunyai himpunan titik yang 
sama dengan himpunan titik pada eksentrik digraph ED2(D) 
yaitu 

{ }edcbaDVDEDV ,,,,)())(( 3 == , 

dan himpunan rusuk (arc) yang menghubungkan titik-titik 
pada digraph D  dengan titik eksentriknya yaitu 

)},(),,(),,(),,(),,(
),(),,(),,(),,(),,(),,(),,{())(( 3

deceaecdad

dcacdbcbabdacaDEDA =
 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED3(D) pada Gambar 3.4, yaitu dengan menentukan jarak dari 
tiap titik pada eksentrik digraph ED3(D) ke tiap titik lain pada 
eksentrik digraph ED3(D) dengan menyusun matriks jarak yang 
entri-entrinya menyatakan panjang lintasan terpendek dari setiap 
pasangan titik yang berbeda.  

 
- Matriks jarak dari eksentrik digraph ED3(D) pada Gambar 

3.4 adalah matriks n x n, M(3)=(mij)(3) sebagai berikut. 
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- Dari matriks M(3), Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari 

tiap titik pada Gambar 3.4 disajikan dalam Tabel 3.4 
berikut. 

Tabel 3.4 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada eksentrik digraph ED3(D)  

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
a 
b 
c 
d 
e 
 

e(a)=� 
e(b)=� 
e(c)=� 
e(d)=� 
e(e)=� 

b,e 
e 

b,e 
b,e 
b 

 
- Eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED3(D), yang 

dinotasikan  ED4(D) disajikan dalam Gambar 3.5 berikut, 
 

           a•  •b  •c 
 
 

 
           d•  •e 

 
Gambar 3.5 Eksentrik Digraph dari eksentrik digraph ED3(D), 

ED(ED3(D))=ED4(D) 
 

di mana eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED3(D), 
yang dinotasikan ED4(D) mempunyai himpunan titik yang 
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sama dengan himpunan titik pada eksentrik digraph ED3(D) 
yaitu 

{ }edcbaDVDEDV ,,,,)())(( 4 == , 

dan himpunan rusuk (arc) yang menghubungkan titik-titik 
pada digraph D  dengan titik eksentriknya yaitu 

)},(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,{())(( 4 beedbdecbcebeabaDEDA =  

 

Dari Gambar 3.3 dan Gambar 3.5, nampak bahwa himpunan 
rusuk  pada ED2(D) sama dengan ED4(D), sehingga diketahui 
bahwa 

ED2(D) = ED4(D)                (3.1). 

Karena telah tercapai ED3(D) yang sama dengan  ED(D), 
maka iterasi tersebut dihentikan. Sehingga diperoleh barisan 
iterasi eksentrik digraph dari digraph D pada Gambar 3.1 adalah 
sebagai berikut 

D, ED(D), ED2(D), ED3(D) 

Berdasarkan Proposisi 1,  terdapat bilangan bulat terkecil 
p>0 dan 0≥t  sedemikian hingga )()( GEDGED tpt += , maka 
dari Persamaan 3.1 dapat diketahui bahwa  

t(D) = 2    (3.2) 
  p(D) + t(D) = 4    (3.3), 
dengan mensubstitusikan Persamaan 3.2 ke 3.3, diperoleh  
  p(D) + t(D) = 4 
  p(D) + 2 = 4  
  p(D) = 2. 
Sehingga, perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph D  mempunyai period 2 dan tail 2. 

Hasil perhitungan secara analitik tersebut, sesuai dengan 
perhitungan menggunakan program Delphi untuk menentukan 
eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph pada 
Lampiran 2. 
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3.4 Eksentrik Digraph dari Digraph Lengkap 

Dalam bagian ini akan dibahas bagaimana menentukan 
eksentrik digraph dari digraph lengkap, sehingga diperoleh 
barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph lengkap dan dapat 
diketahui period dan tail dari barisan iterasi eksentrik digraph 
tersebut. 

3.4.1 Menentukan Eksentrik Digraph dari Digraph Lengkap 
Digraph lengkap Kn adalah digraph yang mempunyai n titik, 

di mana setiap titiknya terhubung dengan semua titik yang lain. 
Misal digraph lengkap Kn mempunyai himpunan titik 

},,,{)( 21 nn vvvKV �=  

dan himpunan rusuk 

},,,,,,{)( )1(121 −+= nnnnn aaaaaKA �� , 

di mana derajat luar tiap titik sama dengan derajat dalamnya, 
yaitu n – 1. Banyaknya rusuk dari digraph lengkap Kn dapat 
dituliskan sebagai 

)1(|)(| −= nnKA n . 

Sehingga, panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik 
yang berbeda dalam digraph lengkap Kn, dapat disajikan dalam 
matriks jarak n x n, M=(mij) berikut. 
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Pada matriks jarak M, nampak bahwa jarak maksimal dari setiap 
titik dalam digraph lengkap Kn ke semua titik yang berbeda dalam 
digraph lengkap Kn adalah 1, sehingga diperoleh eksentrisitas 
titik vi untuk i = 1, 2, ... , n pada digraph lengkap Kn adalah  
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e(vi) = 1 ,  untuk i = 1, 2, ... , n. 
dan titik eksentrik dari titik-titik pada digraph lengkap Kn adalah   

titik eksentrik dari vi = vj ,  di mana 1)(),( == iji vevvd  

untuk nji ,,2,1 �=≠ . 

Berdasarkan eksentrisitas titik e(vi) dan titik eksentrik pada 
digraph lengkap Kn, dapat diperoleh eksentrik digraph dari 
digraph lengkap Kn, yang dinotasikan ED(Kn) yaitu dengan 
menghubungkan tiap titik pada digraph lengkap Kn  dengan titik 
eksentriknya. 

Eksentrik digraph dari digraph lengkap Kn adalah digraph 
dengan himpunan titik 

},,{))(( 21 nn vvvKEDV �=  

dan himpunan rusuk 

},,,,,,{))(( )1(121 −+= nnnnn aaaaaKEDA �� , 

di mana tiap titik pada digraph lengkap Kn adjacent ke setiap titik 
eksentriknya. Banyaknya rusuk pada eksentrik digraph dari 
digraph lengkap yang dinotasikan ED(Kn) adalah sebagai berikut 

)1(|))((| −= nnKEDA n . 

Sehingga, panjang lintasan terpendek dari setiap titik ke semua 
titik yang berbeda dalam eksentrik digraph dari digraph lengkap 
Kn, dapat disajikan dalam matriks jarak  n x n, M’=(mij)’ berikut. 
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Berdasarkan banyaknya rusuk dan matriks jarak M yang 
sama dengan matriks jarak M’, diketahui bahwa eksentrik digraph 
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dari digraph lengkap Kn,  yang dinotasikan ED(Kn) adalah sama 
dengan digraph lengkap Kn atau dapat dituliskan dengan 

nn KKED =)( . 

 
3.4.2 Menentukan Barisan Iterasi Eksentrik Digraph dari 

Digraph Lengkap 
Barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph lengkap Kn 

dapat dicapai jika terdapat eksentrik digraph yang sama dalam 
iterasi menentukan eksentrik digraph dari digraph lengkap Kn. 
Untuk mengetahui adanya eksentrik digraph yang sama dalam 
iterasi menentukan eksentrik digraph, yaitu dengan memeriksa 
matriks jarak dari setiap eksentrik digraph dalam iterasi. 

Nampak bahwa matriks jarak  pada digraph lengkap Kn dan 
matriks jarak pada eksentrik digraph dari digraph lengkap Kn 
adalah sama, artinya   

nn KKED =)(          (3.4). 

Karena nn KKED =)( , maka diperoleh barisan iterasi eksentrik 
digraph dari digraph lengkap Kn adalah sebagai berikut. 

nK          

Berdasarkan Persamaan 3.4, misal Kn  dapat dinotasikan sebagai 
)(0

nKED  dan )( nKED  dapat dinotasikan sebagai )(1
nKED , 

maka untuk nn KKED =)(  dapat dituliskan sebagai 

)()( 01
nn KEDKED =          (3.5). 

Berdasarkan Proposisi 1, dapat diketahui bahwa 

t(Kn) = 0         (3.6) 
p(Kn) + t(Kn) = 1        (3.7). 

Dengan mensubstitusikan persamaan 3.6 ke 3.7, diperoleh  

  p(Kn) + t(Kn) = 1 
p(Kn) + 0 = 1  

  p(Kn) = 1. 
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Sehingga, perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph lengkap Kn mempunyai period 1 dan tail 0. 

 
Contoh 3.1 

Tentukan eksentrik digraph  dan barisan iterasi eksentrik 
digraph dari digraph lengkap K5 berikut. Tentukan pula period 
dan tail dari  barisan iterasi eksentrik digraph tersebut. 

 

•v1 

 

          v2•   

•v3 

 

            v4• 

•v5 

Gambar 3.6 Digraph Lengkap K5 

Pada Gambar 3.6, digraph lengkap K5 mempunyai himpunan titik 

},,,,{)( 543215 vvvvvKV =  

dan himpunan rusuk 

},,,,{)( 203215 aaaaKA �= . 

Matriks jarak 5x5 yang bersesuaian dengan digraph lengkap 
K5 , M=(mij) berikut. 
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Berdasarkan matriks jarak M dari digraph lengkap K5, 
diperoleh eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap titik dalam 
digraph lengkap K5  yang disajikan dalam Tabel 3.5 berikut. 

Tabel 3.5 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada digraph lengkap K5 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

 

e(v1)=1 

e(v2)=1 

e(v3)=1 

e(v4)=1 

e(v5)=1 

v2, v3, v4, v5 

v1, v3, v4, v5 

v1, v2, v4, v5 

v1, v2, v3, v5 

v1, v2, v3, v4 

 
 
Dengan menghubungkan tiap titik dalam digraph lengkap K5 

dengan titik eksentriknya, diperoleh eksentrik digraph dari 
digraph lengkap K5  berikut. 
 

•v1 

 

          v2•   

•v3 

 

            v4• 

•v5 

Gambar 3.7 Eksentrik Digraph dari Digraph Lengkap K5 

Pada Gambar 3.7, eksentrik digraph dari digraph lengkap K5, 
yang dinotasikan ED(K5)  mempunyai himpunan titik 

},,,,{))(( 543215 vvvvvKEDV = , 

di mana )())(( 55 KVKEDV =  dan himpunan rusuk 

},,,,{))(( 203215 aaaaKEDA �= . 

Matriks jarak 5x5 yang bersesuaian dengan eksentrik digraph dari 
digraph lengkap K5 , M’=(mij)’ berikut.  
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Nampak bahwa matriks jarak  pada digraph lengkap K5 dan 
matriks jarak pada eksentrik digraph dari digraph lengkap K5 
adalah sama, artinya   

55 )( KKED = . 

Karena 55 )( KKED = , maka diperoleh barisan iterasi eksentrik 
digraph dari digraph lengkap K5 adalah sebagai berikut : 

5K          

Jika  K5  dapat dinotasikan sebagai )( 5
0 KED  dan )( 5KED  

dapat dinotasikan sebagai )( 5
1 KED , maka untuk 55)( KKED =  

dapat dituliskan sebagai 

)()( 01
nn KEDKED =  

Berdasarkan Proposisi 1, dapat diketahui bahwa 
t(K5) = 0          
p(K5) + t(K5) = 1.     

Sehingga, diperoleh p(K5) = 1. 

Jadi, perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph lengkap K5 mempunyai period 1 dan tail 0. 

Hasil perhitungan secara analitik tersebut, sesuai dengan 
perhitungan menggunakan program Delphi untuk menentukan 
eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph lengkap K5 pada Lampiran 2. 
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3.5 Eksentrik Digraph dari Digraph Multipartisi Lengkap 

Dalam bagian ini akan dibahas bagaimana menentukan 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap, sehingga 
diperoleh barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph 
multipartisi lengkap dan dapat diketahui period dan tail dari 
barisan iterasi eksentrik digraph tersebut.  

3.5.1 Menentukan Eksentrik Digraph dari Digraph 
Multipartisi Lengkap 

Digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �

 adalah digraph 

yang mempunyai himpunan titik-titik V(
knnnK ,,, 21 �

) yang dapat 

dipisah menjadi beberapa himpunan V1, V2, … ,Vn dan setiap 
pasang titik di V1=V1(D), V2=V2(D), … , Vn=Vn(D), saling 
terhubung. Jika |V1| = n1, |V2| = n2, … , |Vk| = nk,  di mana ni > 1 
untuk  i=1,2, … , k  maka himpunan titik pada digraph 
multipartisi lengkap dapat dituliskan dengan 

V(
knnnK ,,, 21 �

) = { V1, V2, … , Vn}. 

Misal digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �

, mempunyai 

himpunan titik 

V(
knnnK ,,, 21 �

)= 
�

�

�

}12

211

211

1

,,{
},,,{

nnn

n

vvV

vvvV

++=
=

   

           },,{
121121 ...1... kkk nnnnnnnn vvV ++++++++ −−

= �  

dan himpunan rusuk 

},,,{

)(

)0()0()0(21

,,,

211221

21

++++++++++++

=

����

�

� nnnnnnnnn

nnn

kkk

k

aaa

KA
 

Banyaknya rusuk dari digraph multipartisi lengkap dapat 
dituliskan sebagai berikut. 
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)0(

)0()0(|)(|

21

1221,,, 21

++++

+++++++=

�

��
�

nnn

nnnnnnKA

k

kknnn k  

Panjang lintasan terpendek dari setiap titik ke semua titik yang 
berbeda dalam digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  dapat 

disajikan dalam matriks jarak n x n, M=(mij) sebagai 
berikut.
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�
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Pada matriks jarak M, nampak bahwa jarak maksimal dari setiap 
pasangan titik yang berbeda dalam digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  adalah 2, sehingga diperoleh eksentrisitas titik vi untuk 

i = 1, 2, ... , nk pada digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �   

adalah  

e(vi) = 2,   

dan titik eksentrik pada digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �  

adalah  

titik eksentrik dari vi = vj ,  

untuk mji Vvv ∈, , di mana knji ,...2,1=≠  dan nm ,...,2,1= . 

Berdasarkan eksentrisitas titik e(vi) dan titik eksentrik pada 
digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  dapat diperoleh eksentrik 

digraf dari digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �  yang 
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dinotasikan dengan ED(
knnnK ,,, 21 �

) yaitu dengan 

menghubungkan tiap titik pada digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  dengan titik eksentriknya. 

Eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �

, 

yang dinotasikan dengan ED(
knnnK ,,, 21 �

) adalah digraph dengan 

himpunan titik 

V(ED(
knnnK ,,, 21 �
))= 

�

�

�

},,{
},,,{

211

1

12

211

nnn

n

vvV

vvvV

++=
=

   

           },,{
121121 ...1... kkk nnnnnnnn vvV ++++++++ −−

= �  

dan himpunan rusuk 

},,,{))(( )1()1()1(21,,, 221121 −++−+−=
kkk nnnnnnnnn aaaKEDA

��
� , 

di mana tiap titik dalam eksentrik digraph dari digraph 
multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  adjacent ke setiap titik 

eksentriknya. Banyaknya rusuk pada eksentrik digraph dari 
digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 yang dinotasikan 

ED(
knnnK ,,, 21 �
)  adalah sebagai berikut. 

)1()1()1(|))((| 2211,,, 21
−++−+−= kknnn nnnnnnKEDA

k
�

�
. 

Panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik yang 
berbeda dalam eksentrik digraph dari digraph multipartisi 
lengkap 

knnnK ,,, 21 �
, dapat disajikan dalam matriks jarak n x n, 

M’=(mij)’ berikut. 
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Berdasarkan banyaknya rusuk pada eksentrik digraph dari 
digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
, diketahui bahwa 

eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �

, 

yang dinotasikan ED(
knnnK ,,, 21 �

) adalah gabungan dari nk 

digraph lengkap atau dapat dituliskan dengan 

ED(
knnnK ,,, 21 �

)=
knnn KKK ∪∪∪ �

21
. 

 
3.5.2 Menentukan Barisan Iterasi Eksentrik Digraph dari 

Digraph Multipartisi Lengkap 
Barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph multipartisi 

lengkap 
knnnK ,,, 21 �

 dapat dicapai jika terdapat eksentrik digraph 

yang sama dalam iterasi menentukan eksentrik digraph dari 
digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
. Untuk mengetahui 

adanya eksentrik digraph yang sama dalam iterasi menentukan 
eksentrik digraph, yaitu dengan memeriksa matriks jarak dari 
setiap eksentrik digraph dalam iterasi. 

Nampak bahwa matriks jarak M pada digraph multipartisi 
lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 tidak sama dengan matriks jarak M’ pada 

eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap, yang 
dinotasikan dengan ED(

knnnK ,,, 21 �
). Sehingga iterasi perlu 
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dilakukan kembali, yaitu dengan menentukan eksentrik digraph 
dari eksentrik digraph ED(

knnnK ,,, 21 �
) yang dapat dituliskan, 

 ED(ED(
knnnK ,,, 21 �

)) = ED2(
knnnK ,,, 21 �

). 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph  
ED(

knnnK ,,, 21 �
), cukup diperhatikan matriks jarak M’ yang 

menyatakan panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik 
dalam eksentrik digraph ED(

knnnK ,,, 21 �
). Dari matriks jarak M’, 

diketahui bahwa eksentrisitas titik vi untuk i = 1, 2, ... , nk pada 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �   

adalah  
e(vi) = ∞,   

dan titik eksentrik pada eksentrik digraph dari digraph 
multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �  adalah  

titik eksentrik dari vi = vj ,  

untuk mi Vv ∈ , di mana )}(,)({ ,,,,,, 2121 kk nnnmmnnnj KVVVKVv
��

∈−=   

untuk knji ,...2,1=≠  dan nm ,...,2,1= . 

Berdasarkan eksentrisitas titik e(vi) dan titik eksentrik pada 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 
ED(

knnnK ,,, 21 �
) dapat diperoleh eksentrik digraph dari eksentrik 

digraph ED(
knnnK ,,, 21 �

), yang dinotasikan ED(ED(
knnnK ,,, 21 �

)), 

di mana 

ED(ED(
knnnK ,,, 21 �

))=ED2(
knnnK ,,, 21 �

). 

Eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(
knnnK ,,, 21 �

) 

yang dinotasikan dengan ED2(
knnnK ,,, 21 �

) adalah digraph dengan 

himpunan titik 
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V(ED2(
knnnK ,,, 21 �
))= 

�
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nnn

n

vvV

vvvV

++=
=

   

           },,{
121121 ...1... kkk nnnnnnnn vvV ++++++++ −−

= � , 

dan himpunan rusuk 

},,,{

))((
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2

211221
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����

�

� nnnnnnnnn

nnn

kkk

k
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KEDA
 

di mana tiap titik dalam eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(

knnnK ,,, 21 �
) adjacent ke setiap titik eksentriknya. Banyaknya 

rusuk pada eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(

knnnK ,,, 21 �
) adalah sebagai berikut. 
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nnn
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kknnn k  

Panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik yang 
berbeda dalam eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(

knnnK ,,, 21 �
), dapat disajikan dalam matriks jarak n x n, 

M”=(mij) ” berikut. 
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Nampak bahwa matriks jarak matriks jarak M” pada eksentrik 
digraph dari eksentrik digraph ED(

knnnK ,,, 21 �
) dan matriks jarak 

M pada digraph multipartisi lengkap 
knnnK ,,, 21 �

 adalah sama, 

artinya   

kk nnnnnn KKED ,,,,,,
2

2121
)(

��
=        (3.8). 

Berdasarkan Persamaan 3.8, diketahui bahwa eksentrik 
digraph dari eksentrik digraph ED(

knnnK ,,, 21 �
), yang dinotasikan 

ED2(
knnnK ,,, 21 �

) sama dengan digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
, sehingga dapat dituliskan dengan 

ED2(
knnnK ,,, 21 �

)=
knnnK ,,, 21 �

. 

Karena 
kk nnnnnn KKED ,,,,,,

2
2121

)(
��

= , maka diperoleh barisan 

iterasi eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 adalah sebagai berikut 

)(, ,,,,,, 2121 kk nnnnnn KEDK
��

. 

 
Berdasarkan Persamaan 3.8, misal 

knnnK ,,, 21 �
 dapat dinotasikan 

sebagai )( ,,,
0

21 knnnKED
�

, maka untuk persamaan 3.8 dapat 

dituliskan sebagai 

)()( ,,,
0

,,,
2

2121 kk nnnnnn KEDKED
��

=       (3.9). 

Berdasarkan Proposisi 1, dapat diketahui bahwa 

t(
knnnK ,,, 21 �

) = 0      (3.10) 

p(
knnnK ,,, 21 �

) + t(
knnnK ,,, 21 �

) = 2    (3.11). 

Dengan mensubstitusikan persamaan 3.10 ke 3.11, diperoleh  

  p(
knnnK ,,, 21 �

) + t(
knnnK ,,, 21 �

) = 2 

p(
knnnK ,,, 21 �

) + 0 = 2  

  p(
knnnK ,,, 21 �

) = 2. 
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Sehingga, diketahui bahwa perilaku dari barisan iterasi 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 

mempunyai period 2 dan tail 0. 
 

Contoh 3.2 

Tentukan eksentrik digraph  dan barisan iterasi eksentrik 
digraph dari digraph multipartisi lengkap K2,2,3 berikut. Tentukan 
pula period dan tail dari barisan iterasi eksentrik digraph tersebut. 

 

v2•  •v3 

v1•    •v4  

 

 

 

v4• v5• v6• 

    
Gambar 3.8 Digraph Multipartisi Lengkap K2,2,3 

 

Pada Gambar 3.8, digraph multipartisi lengkap K2,2,3 mempunyai 
himpunan titik 

},,,,,,{)( 76543213,2,2 vvvvvvvKV =  

dan himpunan rusuk 

},,,,{)( 323213,2,2 aaaaKA �= . 

Matriks jarak 7x7 yang bersesuaian dengan digraph 
multipartisi lengkap K2,2,3  , M=(mij) berikut. 
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Berdasarkan matriks jarak M dari digraph multipartisi 
lengkap K2,2,3, diperoleh eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari 
tiap titik dalam digraph multipartisi lengkap K2,2,3  yang disajikan 
dalam Tabel 3.6 berikut. 

Tabel 3.6 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada digraph multipartisi lengkap K2,2,3 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 

v7 

 

e(v1)=2 

e(v2)=2 

e(v3)=2 

e(v4)=2 

e(v5)=2 
e(v6)=2 
e(v7)=2 

v2 

v1 

v4 

v3 

v6,v7 

v5,v7 

v5,v6 

 
 
Dengan menghubungkan tiap titik dalam digraph multipartisi 

lengkap K2,2,3 dengan titik eksentriknya, diperoleh eksentrik 
digraph dari digraph multipartisi lengkap K2,2,3  berikut. 
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v6 

 
•v2                  v3• 

           v1•    •v4 

 
 
 
           v5• • •v7 

 
 

 
Gambar 3.9 Eksentrik Digraph dari  
Digraph Multipartisi Lengkap K2,2,3   

 
Pada Gambar 3.9, eksentrik digraph dari digraph multipartisi 
lengkap K2,2,3, yang dinotasikan ED(K2,2,3)  mempunyai himpunan 
titik 

},,,,,,{))(( 76543213,2,2 vvvvvvvKEDV = , 

di mana )())(( 3,2,23,2,2 KVKEDV =  dan himpunan rusuk 

},,,,{))(( 103213,2,2 aaaaKEDA �= . 

Matriks jarak 7x7 yang bersesuaian dengan eksentrik digraph dari 
digraph multipartisi lengkap K2,2,3, M’=(mij)’ sebagai berikut.  

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

∞∞∞∞
∞∞∞∞
∞∞∞∞

∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞
∞∞∞∞∞

=

011
101
110

01
10

01
10

'

7

6

5

4

3

2

1

7654321

v

v
v
v
v
v
v

M

vvvvvvv

 



 48 

Nampak bahwa matriks jarak M pada digraph multipartisi 
lengkap K2,2,3 tidak sama dengan matriks jarak M’ pada eksentrik 
digraph dari digraph multipartisi lengkap K2,2,3. Sehingga iterasi 
perlu dilakukan kembali, yaitu dengan menentukan eksentrik 
digraph dari eksentrik digraph ED( 3,2,2K ). 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph  
ED( 3,2,2K ), cukup diperhatikan matriks jarak M’ yang 

menyatakan panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik 
dalam eksentrik digraph ED( 3,2,2K ). Dari matriks jarak M’, 

diperoleh eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap titik dalam 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap K2,2,3  yang 
disajikan dalam Tabel 3.7 berikut. 
 

Tabel 3.7 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada eksentrik digraph dari digraph 
multipartisi lengkap K2,2,3 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 

v7 

 

e(v1)=∞ 

e(v2)=∞ 

e(v3)=∞ 

e(v4)=∞ 

e(v5)=∞ 
e(v6)=∞ 
e(v7)=∞ 

v3,v4,v5,v6,v7 

v3,v4,v5,v6,v7 

v1,v2,v5,v6,v7 

v1,v2,v5,v6,v7 

v1,v2,v3,v4 

v1,v2,v3,v4 

v1,v2,v3,v4 

 
 

Dengan menghubungkan tiap titik dalam eksentrik digraph 
dari digraph multipartisi lengkap ED(K2,2,3) dengan titik 
eksentriknya, diperoleh eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(K2,2,3) yang dinotasikan dengan ED2(K2,2,3) sebagai berikut.  
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v2•  •v3 

v1•    •v4  

 

 

 

v4• v5• v6• 

    
Gambar 3.10 Eksentrik Digraph dari  

Eksentrik Digraph ED(K2,2,3) 
 

Pada Gambar 3.10, eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(K2,2,3 ) mempunyai himpunan titik 

},,,,,,{))(( 76543213,2,2
2 vvvvvvvKEDV = , 

di mana ))(())(( 3,2,23,2,2
2 KEDVKEDV =  dan himpunan rusuk 

},,,,{)( 323213,2,2 aaaaKA �= . 

Matriks jarak 7x7 yang bersesuaian dengan eksentrik digraph 
dari eksentrik digraph ED(K2,2,3) , M”=(mij)” yaitu 
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Nampak bahwa matriks jarak M pada digraph multipartisi 
lengkap K2,2,3 dan matriks jarak M” pada eksentrik digraph dari 
eksentrik digraph ED(K2,2,3) adalah sama, artinya  
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3,2,23,2,2
2 )( KKED =  

Karena 3,2,23,2,2
2 )( KKED = , maka diperoleh barisan iterasi 

eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap K2,2,3 adalah 
sebagai berikut : 

),(, 3,2,23,2,2 KEDK  

Jika  K2,2,3  dapat dinotasikan sebagai )( 3,2,2
0 KED , maka untuk 

3,2,23,2,2
2 )( KKED =  dapat dituliskan sebagai 

)()( 3,2,2
0

3,2,2
2 KEDKED =  

Berdasarkan proposisi 1, dapat diketahui bahwa 
t(K5) = 0          
p(K5) + t(K5) = 2.     

Sehingga, diperoleh p(K5) = 2. 

Jadi, dapat diketahui bahwa perilaku dari barisan iterasi eksentrik 
digraph dari digraph digraph multipartisi lengkap K2,2,3 

mempunyai period yaitu 2 dan tail 0. 
Hasil perhitungan secara analitik tersebut, sesuai dengan 

perhitungan menggunakan program Delphi untuk menentukan 
eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari 
digraph multipartisi lengkap K2,2,3 pada Lampiran 2. 

 

3.6 Eksentrik Digraph dari Sikel Berarah 

Dalam bagian ini akan dibahas bagaimana menentukan 
eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari sikel 
berarah, sehingga dapat diketahui period dan tail dari barisan 
iterasi eksentrik digraph dari sikel berarah tersebut.  

3.6.1 Menentukan Eksentrik Digraph dari Sikel Berarah 

Sikel berarah Cn adalah digraph yang mempunyai n titik 
dalam satu lingkaran, dengan rusuk-rusuk dalam sikel berarah 
adalah searah dan tertutup. Misal sikel berarah Cn mempunyai 
himpunan titik 

},,,{)( 21 nn vvvCV �=  
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dan himpunan rusuk 

},,,{)( 21 nn aaaCA �= , 

dimana derajat luar tiap titik sama dengan derajat masuknya, 
yaitu 1. Banyaknya rusuk dari sikel berarah Cn dapat dituliskan 
sebagai 

nCA n =|)(| . 

Sehingga, panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik 
yang berbeda dalam sikel berarah Cn, dapat disajikan dalam 
matriks jarak n x n, M=(mij) berikut. 
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Pada matriks hubung M, nampak bahwa jarak maksimal dari 
setiap titik dalam sikel berarah Cn ke semua titik yang berbeda 
dalam sikel berarah Cn adalah n – 1 , sehingga diperoleh 
eksentrisitas titik vi untuk i = 1, 2, ... , n pada sikel berarah Cn 
adalah  

e(vi) = n – 1, 

dan titik eksentrik pada sikel berarah Cn adalah  

         vn,  untuk i = 1 

titik eksentrik dari vi =   vj ,  untuk i=2,3,...,n 

               j=i – 1. 

Berdasarkan eksentrisitas titik e(vi) dan titik eksentrik pada 
sikel berarah Cn, dapat diperoleh eksentrik digraph dari sikel 
berarah Cn, yang dinotasikan dengan ED(Cn) yaitu dengan 
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menghubungkan tiap titik pada sikel berarah Cn dengan titik 
eksentriknya. 

Eksentrik digraph dari sikel berarah Cn, yang dinotasikan 
dengan ED(Cn) adalah sikel berarah Cn dengan himpunan titik 

},,{))(( 21 nn vvvCEDV �=  

dan himpunan rusuk 

},,,{))(( 21 nn aaaCEDA �= , 

di mana setiap titik dalam eksentrik digraph dari sikel berarah Cn 
adjacent ke setiap titik eksentriknya. Banyaknya rusuk pada 
eksentrik digraph dari sikel berarah, ED(Cn) adalah sebagai 
berikut 

nCEDA n =|))((| . 

Sehingga, panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik 
yang berbeda dalam eksentrik digraph dari sikel berarah Cn, dapat 
disajikan dalam matriks hubung n x n, M’=(mij)’ berikut. 
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Berdasarkan matriks jarak M dan dengan matriks jarak M’, 

dimana M’=MT  sehingga diketahui bahwa eksentrik digraph dari 
sikel berarah Cn,  yang dinotasikan ED(Cn) adalah sikel berarah 
yang arah rusuknya berlawanan dengan arah rusuk pada sikel 
berarah Cn. 
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3.6.2 Menentukan Barisan Iterasi Eksentrik Digraph dari 
Sikel Berarah 

Barisan iterasi eksentrik digraph dari sikel berarah Cn dapat 
dicapai jika terdapat eksentrik digraph yang sama dalam iterasi 
menentukan eksentrik digraph dari sikel berarah Cn. Untuk 
mengetahui adanya eksentrik digraph yang sama dalam iterasi 
menentukan eksentrik digraph, yaitu dengan memeriksa matriks 
jarak dari setiap eksentrik digraph dalam iterasi. 

Nampak bahwa matriks jarak M pada sikel berarah Cn tidak 
sama dengan matriks jarak M’ pada eksentrik digraph dari sikel 
berarah Cn. Sehingga iterasi perlu dilakukan kembali, untuk 
menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(Cn) 
yang dapat dituliskan, 

 ED(ED(Cn)) = ED2(Cn). 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph  
ED(Cn), cukup diperhatikan matriks jarak M’ yang menyatakan 
panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik dalam 
eksentrik digraph ED(Cn). Dari matriks jarak M’, diketahui 
bahwa eksentrisitas titik vi untuk i = 1, 2, ... , n pada eksentrik 
digraph dari sikel berarah Cn, ED(Cn)adalah  

e(vi) =  n – 1,  

dan titik eksentrik pada eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(Cn)adalah  

 

         vj ,  untuk i=1,2,3,...,n – 1   

titik eksentrik dari vi =               j=i + 1  

       v1,  untuk i = n. 

Berdasarkan eksentrisitas titik e(vi) dan titik eksentrik pada 
eksentrik digraph dari sikel berarah ED(Cn) dapat diperoleh 
eksentrik digraph dari ED(Cn)yang dinotasikan dengan 
ED(ED(Cn), di mana 

ED(ED(Cn))=ED2(Cn). 
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Eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(Cn) yang 
dinotasikan dengan ED2(Cn) adalah digraph dengan himpunan 
titik 

},,,{)( 21 nn vvvCV �=  

dan himpunan rusuk 

},,,{))(( 21 nn aaaCEDA �= , 

di mana tiap titik dalam eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(Cn) adjacent ke setiap titik eksentriknya dalam eksentrik 
digraph ED(Cn). Banyaknya rusuk pada eksentrik digraph dari 
eksentrik digraph ED(Cn) adalah sebagai berikut. 

nCEDA n =|))((| 2  

Panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik yang 
berbeda dalam eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(Cn), 
dapat disajikan dalam matriks jarak n x n, M”=(mij)” berikut. 
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Nampak bahwa matriks jarak M” pada eksentrik digraph dari 
eksentrik digraph ED(Cn) dan matriks jarak M pada sikel berarah 
ED(Cn) adalah sama, artinya   

nn CCED =)(2       (3.12). 

Berdasarkan Persamaan 3.12, diketahui bahwa eksentrik digraph 
dari eksentrik digraph ED(Cn), yang dinotasikan ED2(Cn) sama 
dengan sikel berarah Cn, sehingga dapat dituliskan dengan 

nn CCED =)(2 . 



 55 

Karena nn CCED =)(2 , maka diperoleh barisan iterasi eksentrik 
digraph dari sikel berarah Cn adalah sebagai berikut 

),(, nn CEDC . 
 

Berdasarkan Persamaan 3.12, misal Cn dapat dinotasikan sebagai 
)(0

nCED , maka untuk Persamaan 3.12 dapat dituliskan sebagai 

    )()( 02
nn CEDCED =      (3.13). 

Berdasarkan Proposisi 1, dapat diketahui bahwa 
t(Cn) = 0            (3.14) 
p(Cn) + t(Cn) = 2      (3.15). 

Dengan mensubstitusikan persamaan 3.14 ke 3.15, diperoleh  

  p(Cn) + t(Cn) = 2 
p(Cn) + 0 = 2  

  p(Cn) = 2. 
Sehingga, dapat diketahui bahwa perilaku dari barisan iterasi 

eksentrik digraph dari sikel berarah Cn adalah mempunyai period 
yaitu 2 dan tail yaitu 0. 

 
Contoh 3.3 
 

Tentukan eksentrik digraph  dan barisan iterasi eksentrik 
digraph dari sikel berarah C6 berikut. Tentukan pula period dan 
tail dari  barisan iterasi eksentrik digraph tersebut. 
 

         v1• •v2 

 

           v6•   •v3 

 

          v5• •v4 

 

Gambar 3.11 Sikel Berarah C6 
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Pada Gambar 3.11, sikel berarah C6 mempunyai himpunan titik 

},,,,,{)( 6543216 vvvvvvCV =  

dan himpunan rusuk 

},,,,,{)( 6543216 aaaaaaCA = . 

Matriks jarak 6x6 yang bersesuaian dengan sikel berarah C6, 
M=(mij) yaitu. 
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Berdasarkan matriks jarak M dari sikel berarah C6, diperoleh 
eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap titik dalam sikel 
berarah C6  yang disajikan dalam Tabel 3.8 berikut. 

Tabel 3.8 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada sikel berarah C6 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 

 

e(v1)=5 

e(v2)=5 

e(v3)=5 

e(v4)=5 

e(v5)=5 
e(v6)=5 

v6 

v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

 
 
Dengan menghubungkan tiap titik dalam sikel berarah C6 

dengan titik eksentriknya, diperoleh eksentrik digraph dari sikel 
berarah C6 berikut. 
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         v1• •v2 

 

           v6•   •v3 

 

          v5• •v4 

 
Gambar 3.12 Eksentrik Digraph dari Sikel Berarah C6 

 

Pada Gambar 3.12, eksentrik digraph dari sikel berarah C6, yang 
dinotasikan ED(C6)  mempunyai himpunan titik 

},,,,,{))(( 6543216 vvvvvvCEDV = , 

di mana )())(( 66 CVCEDV =  dan himpunan rusuk 

},,,,,{))(( 6543216 aaaaaaCEDA = . 

Matriks jarak 6x6 yang bersesuaian dengan eksentrik digraph dari 
sikel berarah C6, M’=(mij)’ yaitu :  
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Sesuai dengan Sifat 3.6, nampak bahwa matriks jarak M pada 
sikel berarah C6 tidak sama dengan matriks jarak M’ pada 
eksentrik digraph dari sikel berarah C6, di mana M’= MT. 
Sehingga iterasi perlu dilakukan kembali, yaitu dengan 
menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(C6). 

Untuk menentukan eksentrik digraph dari eksentrik digraph  
ED(C6), cukup diperhatikan matriks jarak M’ yang menyatakan 
panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan titik dalam 
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eksentrik digraph ED(C6). Dari matriks jarak M’, diperoleh 
eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap titik dalam eksentrik 
digraph dari C6 yang disajikan dalam Tabel 3.9 berikut. 

Tabel 3.9 Eksentrisitas titik dan titik eksentrik dari tiap 
titik pada eksentrik digraph dari sikel berarah 
C6 

Titik Eksentrisitas Titik Titik Eksentrik 
v1 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 

 

e(v1)=5 

e(v2)=5 

e(v3)=5 

e(v4)=5 

e(v5)=5 
e(v6)=5 

v2 

v3 

v4 

v5 

v6 
v1 

 

Dengan menghubungkan tiap titik dalam eksentrik digraph 
dari sikel berarah C6, ED(C6) dengan titik eksentriknya, diperoleh 
eksentrik digraph dari eksentrik digraph ED(C6) yang dinotasikan 
dengan ED2(C6) sebagai berikut.  

         v1• •v2 

 

           v6•   •v3 

 

          v5• •v4 

 
Gambar 3.13 Eksentrik Digraph dari  

Eksentrik Digraph ED(C6) 
 

Pada Gambar 3.13, eksentrik digraph dari eksentrik digraph 
ED(C6) , yang dinotasikan ED2(C6)  mempunyai himpunan titik 

},,,,,{))(( 6543216
2 vvvvvvCEDV = , 

di mana ))(())(( 66
2 CEDVCEDV =  dan himpunan rusuk 

},,,,,{))(( 6543216
2 aaaaaaCEDA = . 



 59 

Matriks jarak 6x6 yang bersesuaian dengan eksentrik digraph 
dari dari eksentrik digraph ED(C6), yang dinotasikan ED2(C6), 
M”=(mij)” yaitu: 
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Nampak bahwa matriks jarak M pada sikel berarah C6 dan  
matriks jarak pada eksentrik digraph dari sikel berarah C6 adalah 
sama, artinya 

66
2 )( CCED = . 

Karena 66
2 )( CCED = , maka diperoleh barisan iterasi eksentrik 

digraph dari sikel berarah C6 adalah sebagai berikut : 
)(, 66 CEDC       

Jika  C6 dapat dinotasikan sebagai )( 6
0 CED , maka untuk 

66
2 )( CCED =  dapat dituliskan sebagai 

)()( 6
0

6
2 CEDCED =  

Berdasarkan Proposisi 1, dapat diketahui bahwa 
t(C6) = 0          
p(C6) + t(C6) = 2.     

Sehingga, diperoleh p(C6) = 2. 

Jadi, dapat diketahui bahwa perilaku dari barisan iterasi 
eksentrik digraph dari sikel berarah C6 mempunyai period yaitu 2 
dan tail 0. 

Hasil perhitungan secara analitik tersebut, sesuai dengan 
perhitungan menggunakan program Delphi untuk menentukan 
eksentrik digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph dari sikel 
berarah C6 pada Lampiran 2. 
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BAB IV 
PENUTUP 

 
4.1 Kesimpulan 

Dari pembahasan skripsi ini dapat disimpulkan hal-hal 
berikut. 
1. Untuk menentukan eksentrik digraph dari digraph, mula-

mula dicari panjang lintasan terpendek dari setiap pasangan 
titik yang berbeda dalam digraph dan menyusunnya dalam 
matriks jarak. Sehingga diperoleh eksentrisitas titik dan titik 
eksentrik dari setiap titik pada digraph. Dengan 
menghubungkan setiap titik pada digraph dengan titik 
eksentriknya, maka akan diperoleh eksentrik digraph dari 
digraph. 

2. Untuk menentukan barisan iterasi eksentrik digraph, yaitu 
dengan menemukan eksentrik digraph yang sama dalam 
iterasi eksentrik digraph. 

3. Perilaku dari barisan iterasi eksentrik digraph yaitu terdapat 
bilangan bulat terkecil p>0 dan 0≥t  sedemikian hingga 

)()( GEDGED ttp =+ , di mana p = p(D) dan t=t(D) adalah 
nilai period dan tail.  

4. Eksentrik digraph dari digraph lengkap Kn adalah digraph 
lengkap Kn. Barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph 
lengkap Kn yaitu: 

Kn,  
di mana barisan iterasi eksentrik digraph lengkap Kn 
mempunyai period 1 dan tail 0. 

5. Eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
, yang dinotasikan ED(

knnnK ,,, 21 �
), adalah 

gabungan dari digraph lengkap sebanyak nk. Barisan iterasi 
eksentrik digraph dari digraph multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 yaitu:  

),(, ,,,,,, 2121 kk nnnnnn KEDK
��
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di mana barisan iterasi eksentrik digraph dari digraph 
multipartisi lengkap 

knnnK ,,, 21 �
 mempunyai period yaitu 2 

dan tail 0. 
6. Eksentrik digraph dari sikel berarah Cn, yang dinotasikan 

ED(Cn) adalah sikel berarah yang arahnya berlawanan 
dengan arah sikel berarah Cn. Barisan iterasi eksentrik 
digraph dari sikel berarah Cn yaitu:  

Cn, ED(Cn), 
di mana barisan iterasi eksentrik digraph dari sikel berarah 
mempunyai period 2 dan tail 0. 

 
4.2 Saran 

Penelitian untuk menentukan eksentrik digraph dalam skripsi 
ini masih dapat dikembangkan pada  beberapa jenis digraph yang 
lain, dimungkinkan pula untuk mencari eksentrik digraph dari 
digraph terboboti dan digraph yang digabungkan dengan digraph 
lain. 
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LAMPIRAN  

Lampiran 1. Flowchart dari algoritma menentukan eksentrik 
digraph dan barisan iterasi eksentrik digraph. 
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 digraph D 

r = 0 

for i = 1 to n do 

for j = 1 to n do 

Hitung d(vi,vj) 

Next j 

Next i 
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for i = 1 to n do 

Hitung e(vi) 

Menentukan titik eksentrik dari vi 

Next i 

r = r + 1 

Menyusun matriks jarak dari EDr(D) 

Twin = false 

B 

C 

A 

A 

B 

D 
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For i =1 to r-1  do 

EDr(D)=EDi(D) 

Twin=true 

Next i 

twin 

Period=r-tail 

Output 
Matriks jarak dari 
eksentrik digraph yang 
tidak terulang, period, 
tail  

C D 
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Tampilan Output untuk Menentukan Barisan Iterasi 
Eksentrik Digraph dari Digraph D pada Gambar 3.1 
   

 
 
 
Tampilan Output untuk Menentukan Barisan Iterasi 
Eksentrik Digraph dari Digraph Lengkap K5 pada Gambar 3.6 
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Tampilan Output untuk Menentukan Barisan Iterasi 
Eksentrik Digraph dari Digraph Multipartisi Lengkap K2,2,3 
pada Gambar 3.8 
 

 
 
Tampilan Output untuk Menentukan Barisan Iterasi 
Eksentrik Digraph dari Sikel Berarah C6 pada Gambar 3.11 
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