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KEKONVERGENAN BARISAN HIMPUNAN ATAS
TOPOLOGI PADA RUANG KOLEKSI HIMPUNAN BAGIAN

ABSTRAK

Pasangan (X,7) disebut ruang topologi di mana X himpunan

yang mendasarinya dan 7 topologi pada X. Dalam ruang koleksi
himpunan bagian, ruang topologi dapat dibangun melalui
pendefinisian koleksi himpunan bagian. Pendefinisian ini didasarkan
atas upper topology (topologi atas) dan [lower topology (topologi
bawah). Kedua topologi ini membangkitkan Vietoris topology
(topologi Vietoris). Dengan dasar topologi tersebut, akan dibuktikan
kekonvergenan barisan himpunan. Dengan menggunakan Kriteria
yang telah diperkenalkan oleh Kelley(1955) dapat dibuktikan
kekonvergenan barisan himpunan dalam ruang koleksi himpunan
bagian tidak kosong atas topologi Vietoris.

Kata kunci: Barisan himpunan, kekonvergenan, koleksi himpunan
bagian, ruang topologi, topologi Vietoris.



THE CONVERGENCE OF NETS ON TOPOLOGY IN
FAMILY OF SUBSETS

ABSTRACT

A couple (X,7) is called topological space where X is the set

and 7 is topology on X. In family of subsets, a topological space is
build through the definition of family of subsets. The definition
based on upper topology and lower topology. The Vietoris topology
is that generated by upper topology and lower topology together.
Based on this topology, we will show the convergence of nets
(sequences of sets). By using criterion which have been introduced
by Kelley(1955), the convergence of nets in family of subsets on
Vietoris topology can be proved.

Keywords: Convergence, family of subsets, nets, topological space,
vietoris topology.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Konsep kekonvergenan barisan himpunan barisan telah
banyak diketahui, baik barisan himpunan bagian dari X dalam
konteks X sebagai plain set maupun dalam konteks X yang di tunjang
suatu topologi.

Telah banyak dikembangkan konsep topologi pada koleksi
semua himpunan bagian yang tidak kosong antara lain topologi
Vietoris, topologi bola tertutup dan topologi Fell.

Dalam hal ini penulis tertarik untuk mempelajari konsep
kekonvergenan barisan himpunan yang ditinjau dalam ruang topologi
dengan goO(X ) sebagai himpunan yang mendasarinya Yyang
dilengkapi oleh suatu topologi.

1.2 Rumusan Masalah
Dengan diberikan ruang topologi (X,z), akan dirumuskan
masalah sebagai berikut:
- Bagaimana membangun topologi pada ruang koleksi himpunan
bagian tidak kosong.
- Bagaimana konsep kekonvergenan barisan himpunan dalam
ruang koleksi semua himpunan bagian tidak kosong dari X atas

topologi ¢, (X).

1.3 Batasan Masalah

Pada skripsi ini hanya dibahas konsep kekonvergenan
barisan himpunan pada ruang koleksi himpunan bagian yang tertutup
dan tidak kosong atas topologi Vietoris.

1.4 Tujuan Penulisan

- Mempelajari kontruksi suatu topologi pada ruang koleksi
himpunan bagian tidak kosong dari ruang topologi (X,z).

- Mempelajari konsep kekonvergenan barisan himpunan dalam
ruang koleksi himpunan bagian tidak kosong atas topologi
Vietoris.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam bab ini diuraikan definisi, teorema dasar yang akan
digunakan, disertai dengan bukti maupun tanpa bukti. Pembahasan
ini menjadi teori dasar yang digunakan pada bab pembahasan.

2.1 Himpunan (set)

Definisi 2.1.1
Himpunan adalah suatu kumpulan dari obyek-obyek yang
mempunyai sifat tertentu. Pada umumnya nama sebuah himpunan
ditulis dengan huruf kapital. Himpunan A4 dikatakan himpunan
berhingga (finite) jika A mempunyai anggota sebanyak berhingga.
Himpunan yang tidak mempunyai anggota disebut himpunan kosong,
dinotasikan dengan ¢ . Jika x anggota himpunan 4, ditulis x € 4
dan jika bukan anggota 4 ditulis x & 4. A° dinotasikan sebagai
komplemen himpunan 4, yaitu:
A ={x|x ¢ 4}
(Deshpande, 1988).

Definisi 2.1.2
Diberikan himpunan B. Himpunan A dikatakan himpunan bagian
(subset) dari B jika setiap anggota 4 adalah anggota B, ditulis:
Ac B
Himpunan kosong merupakan himpunan bagian dari sebarang

himpunan.
(Deshpande, 1988).

Definisi 2.1.3
Diberikan himpunan X #¢. Himpunan kuasa (power set) dari

himpunan X adalah koleksi dari semua himpunan bagian dari
himpunan X dan ditulis o(X)
atau
plx) = {44 x}
(Deshpande, 1988).



Definisi 2.1.4
Diberikan himpunan — himpunan bagian [4;, A4,, ....] dari X. Maka
berlaku

(UAi)CznAic
Naf=Ua

Rumus di atas dikenal sebagai hukum D’Morgan.
(Deshpande, 1988).

2.2 Ruang Topologi

Definisi 2.2.1
Diberikan X # ¢ dan 7 < (X)) . 7 dikatakan topologi untuk X jika

memenuhi aksioma-aksioma di bawah ini:
1. ¢derdan Xer

2. Jika G er,i=1,2,..,nmaka ()G e
iel
3. Jika G, er dan ie/ (I himpunan indeks berhingga atau tak
berhingga) maka UGi ET
iel
Pasangan (X,7) disebut ruang topologi di mana X himpunan yang

mendasarinya dan 7 topologi pada X.
(Wahyudin, 1987).

Pada suatu himpunan X #¢ dapat berlaku lebih dari satu

topologi. Dimisalkan 7; dan 7, ialah topologi pada X, maka
dikatakan lebih kasar (coarser) dari 7, bila 7, c 7, .
(Kartono dan Nurwiyati, 1995).

Definisi 2.2.2
Diberikan (X,7) adalah ruang topologi. Suatu himpunan U, c X
adalah persekitaran (Neighbourhoods) dari x € X jika terdapat suatu

himpunan G € ¢ sedemikian sehingga xe G U, .
(Sieradski, 1992).



Definisi 2.2.3

Diberikan ruang topologi (X,7), Ac X . Maka menurut Sieradski

(1992):

1) peX disebut titik interior A jika dan hanya jika
JU,erspel,c4

i) /e X disebut titik limit 4 jika dan hanya jika untuk setiap
U, et berlaku U, n{4\{I}} = ¢

Himpunan semua titik interior dari 4 dinotasikan dengan 4°.
Himpunan semua titik limit dari 4 dinotasikan dengan 4.

Contoh 2.2.4

Diberikan X = {a, b, ¢} dengan T = {¢, {a}, {b}, {a, b}, X} dan
A={a}.

U,= {{a}, {a, b}, X}, tittk ae X adalah titik interior 4 karena
AU, er>aeU, c 4. Misal titik a< X adalah titik limit 4, maka
untuk  setiap U,er berlaku U, n{d\{a}}#4. Karena
{ayn{4\{a}}=¢, sehingga titikk acX bukan titik limit A.
Demikian juga titik b€ X bukan titik limit dari 4. Titik ce X
adalah titik limit 4 karena berlaku {X} {4\ {c}}=¢.

Definisi 2.2.5

Diberikan ruang topologi (X;7), A< X . Maka menurut Sieradski

(1992):

i) A4 disebut himpunan terbuka jika Vxe A, x merupakan titik
interior

11) A disebut himpunan tertutup jika x titik limit 4 mengakibatkan
xed

Selanjutnya gabungan antara 4 dan A’ disebut A , yaitu
A= AU A". A” merupakan himpunan bagian terbuka terbesar dari X

dalam 4. Sedangkan A4 merupakan himpunan bagian tertutup
terkecil (closure) dari X atas A.



Anggota dari T disebut himpunan terbuka dalam X
Himpunan ¢ dan himpunan X adalah himpunan terbuka sekaligus
himpunan tertutup dalam ruang topologi (X,7). Himpunan G c X
disebut himpunan terbuka pada (X;7) jika Ger. Selanjutnya
komplemennya X \G disebut himpunan tertutup pada (X,7). Jadi
F c X disebut himpunan tertutup jika F° 7.

Teorema 2.2.6
Diberikan ruang topologi (X,7)
(1) Irisan sebanyak berhingga atau tak berhingga (infinite) dari
himpunan-himpunan tertutup merupakan himpunan tertutup.
(2) Gabungan sebanyak berhingga himpunan-himpunan tertutup
merupakan himpunan tertutup.
(Kartono dan Nurwiyati, 1995).

Bukti:
(1) Misal {F;} adalah suatu koleksi himpunan dengan F, c X

dan F; tertutup Vie /. Karena {F} tertutup Viel maka
Ff=G,er Viel sehingga

N&=NE)=Ne:

iel iel iel

Ya)

Karena G, er,Viel, UGi € 7. Akibatnya (UGiJ

iel iel

tertutup. Jadi ﬂE = (U Gl.] tertutup.

iel iel

(2) Jika F; tertutup untuk i=/,2,3,...,n maka Fer dan UE
i=1
adalah tertutup karena



ﬁFf =(UF,] =5
i=l P

i=1

Teorema 2.2.7
Suatu himpunan G adalah terbuka jika dan hanya jika G, persekitaran
untuk setiap xe G .

(Sieradski, 1992).

Bukti:
(=) Diambil xeG. Pilih himpunan terbuka G; = G. Maka
x € G,  G,. Jadi G, merupakan persekitaran Vxe G .

(<) Diketahui G, persekitaran untuk setiap titik x € G . Maka ada
himpunan terbuka G, sedemikian sehingga xeG,cG. Akan

dibuktikan G terbuka. Dimisalkan H = UGx . Diambil x € G maka

eG
ada G €7 dan xeG,. Karena G, € H dan x€G, maka xe H .
Didapat G < H . Diambil xe€ H, terdapat x € G sedemikian
hingga xe€G,. Karena G persekitaran x€ G maka xe G, G,
jadi x € G. Sehingga H — G . Dapat disimpulkan
H=G=|]JG,
xeG
Karena G, terbuka VxeG sedemikian hingga UG, terbuka,

diperoleh H =G = UGX terbuka.

xeG

Definisi 2.2.8
Jika Y ialah sebarang himpunan bagian pada ruang topologi (X,7),
maka koleksi
Ty ={U=VmY:Ver}
merupakan topologi pada Y. Selanjutnya (Y,7y) disebut subruang

topologi dari (X;7). Suatu himpunan terbuka di subruang (Y,7y)
dikatakan relatif terbuka terhadap X ; suatu himpunan tertutup di

|/



subruang (Y,Ty) dikatakan relatif tertutup pada X ; dan suatu

persekitaran di subruang (Y,7Ty) dikatakan persekitaran relatif pada X.
(Sieradski, 1992).

Definisi 2.2.9
Diberikan (X,7) adalah ruang topologi. Suatu sub-koleksi himpunan

BcC 7 merupakan basis untuk topologi 7 jika setiap anggota dari T

merupakan union (gabungan) dari sebarang anggota-anggota dari 3.
(Soehakso).

Jadi jika @ adalah basis untuk topologi 7 dan G € 7 maka
untuk setiap x € G terdapat B, € B sedemikian sehingga xe 8. G .

Teorema 2.2.10
Jika B, merupakan suatu basis untuk topologi T pada X dan @,
koleksi dari semua himpunan terbuka pada (X,;7) di mana B;C 3,

maka @, adalah juga basis untuk topologi 7.
(Soehakso).

Bukti:
Misal G adalah himpunan bagian terbuka dari X. Karena @

merupakan suatu basis untuk topologi 7 pada X maka G merupakan
gabungan dari anggota-anggota @,. Yang berarti bahwa G = U B,

iel
di mana @€ B,. Tetapi karena B, B, maka berlaku untuk setiap
B;€ B; juga merupakan anggota dari ®,. Yang berarti bahwa G
merupakan gabungan dari anggota-anggota @,. Dengan demikian 3,
merupakan basis untuk topologi 7 pada X juga.
Berdasarkan Teorema 2.2.10 ini, dapat diambil kesimpulan
bahwa basis untuk suatu topologi adalah tidak tunggal.

Definisi 2.2.11
Diberikan (X,7) adalah ruang topologi pada X dan 4c @(X). Suatu

koleksi himpunan 4 (X ) merupakan sub-basis untuk topologi T

8



jika setiap anggota 7 (himpunan terbuka) merupakan gabungan dari
irisan berhingga anggota-anggota 4.
(Sochakso).

Dengan kata lain, 4 merupakan sub-basis untuk topologi T
jika koleksi irisan berhingga dari anggota-anggota 4 merupakan

basis untuk topologi 7.

Definisi 2.2.12

Diberikan himpunan X dan 4c X . Selimut untuk 4 ialah koleksi
himpunan bagian 9 = {Gi cXiiel } dari X sedemikian hingga
AcU{G, :iel}. Sub-selimut untuk 4 ialah sub-koleksi ¥ c &
yang tetap merupakan selimut untuk 4.

Keluarga ¢ dikatakan selimut terbuka untuk A jika setiap Ge &

merupakan himpunan terbuka.
(McCluskey, 1997).

Definisi 2.2.13

Ruang topologi (X,7) dikatakan kompak jika setiap selimut terbuka

untuk X memiliki sub-selimut berhingga.
(McCluskey, 1997).

Definisi 2.2.14

Ruang topologi (X,7) disebut ruang Hausdorrf jika dan hanya jika
untuk setiap dua titik x dan y yang berlainan di dalam X, terdapat
persekitaran x dan y yang saling asing.

(Kelley, 1955).

2.3 Barisan Titik

Definisi 2.3.1

Diberikan (X,7) adalah ruang topologi dan <x,> untuk setiap ne /V
adalah barisan dalam X. Maka:
1) x disebut titik limit dari <x,> jika untuk setiap persekitaran U,

terdapat n € /Vsedemikian hingga x,, € U, untuk setiap m >n



il)  x disebut cluster point <x,> jika untuk setiap persekitaran U,
dan setiap n € /V maka terdapat m € /V sedemikian hingga m >

ndan x, eU,
(Klein and Thompson, 1984).

Contoh 2.3.2

Diberikan barisan <x,> untuk setiap n € /V yang didefinisikan oleh
x,=1 untuk setiap ne /V.

Maka <x,>={1, 1, 1,1, ............. }. x=1 adalah titik limit dari <x,>
karena untuk setiap U, terdapat ne /V sedemikian hingga x,, €U,
untuk setiap m > n.

x=1 adalah cluster point dari <x,> karena untuk setiap U; dan setiap
n€ /N maka terdapat m € /Vsedemikian hingga m >n dan x,, €U, .

2.4 Barisan Himpunan

Definisi 2.4.1
Diberikan himpunan X #¢ dan barisan himpunan <4,> untuk

setiap ne /NVdengan 4, c X,V ne /Vdidefinisikan:
A

limsup 4, =0,y Yz Ay
dan
liminf 4, =,y N5, 4,
Barisan <4,> dikatakan konvergen ke himpunan 4 jika:
lim sup 4, = lim inf 4, = A
ditulis
lim 4, =4

n—>N

(Klein and Thompson, 1984).

Proposisi 2.4.2

Jika <4,> dan <B,> untuk setiap ne /V adalah barisan himpunan
bagian dari X, maka dengan menggunakan Definisi 2.4.1 berlaku:

i) liminf(4, N B,)=liminf 4, N liminf B,

iiy  limsup(4, U B, )=limsup 4, U limsup B,

iii)  liminf(X\ 4,)= X \limsup 4,

10



iv)  limsup(X \ 4,)= X \liminf 4,
(Klein and Thompson, 1984).

Bukti:
1) Dengan menggunakan Definisi 2.4.1 maka:

liminf(4, N"B,) =,y Nysn (Am NB, )
=Uyen [(Cz 4,) 0 (2, B,,)]
=(Ypen Nz 4) O (e Opzy B
=liminf 4, Nliminf B,
iy  limsup(4, UB,) =N,y Yypsn(4, UB,)
=pen [(UmZn 4,)9(Y,,B, )]
=(Mpen Yizn An) Y (e Yyisy By)
=limsup 4, U limsup B,
iii)  Didefinisikan bahwa A\ B= AN B"
liminf(X\ 4,)  =liminf(X ~4C)
(X A5
= (e On XY (e Oy 4ny)
Karena irisan maupun union dari himpunan X adalah
himpunan itu sendiri, maka:

liminf(X\4,) =X N\ (Oey Ypon 4n)S
=X (limsup 4, )
=X\lim sup 4,
iv)  limsup(X\4,) =1imsup(X N AS )

= C
i mnEN UmZn (X M Am )

m2n

Y UneN M

mzn

=(Cpen Ynsn X) OOy sy 4r)
Karena irisan maupun union dari himpunan X adalah
himpunan itu sendiri, maka:
limsup(X\ 4,) =X (U,ey Oy 4,)C

=X N (liminf 4, )

=X\liminf 4,

m2n

11



Lemma 2.4.3
Jika <4,> untuk setiap n € /V adalah barisan himpunan bagian dari X,
maka liminf 4, < limsup 4, .

(Klein and Thompson, 1984).
Bukti:

liminf 4, =0,y Nypsp 4, x€liminf4 =u,_, N, . A maka

XeEU, .y Npsy 4, Misal B en, . A . Maka xeU, B, .
Maka ada me/V sedemikian hingga xe€ B, Vn=>m. Karena
B en,, A, dan xeB, Vn=m maka xeAd, VmelN
Dengan kata lain xe A4, Vme/N maka xeuU, A . Misal
A, =C, Vn.Maka

X e r\neN(jn = mneN %

m2n

X € UmZn
on A, =1imsup 4, .
x € limsup 4, . Jadi

liminf 4, < limsup 4,

2.5 Topologi pada Koleksi Himpunan

Diberikan ruang topologi (X,7) dan G#¢ dan G er. Pada
koleksi himpunan g,(X)= {U cX:U= ¢} didefinisikan sub-
koleksi

[0,G]={U e, (X):U c G}

Dimisalkan %= {[0, G]: Gerf

Definisi 2.5.1
Diberikan ruang topologi (X,7). Suatu topologi 7, pada goO(X ) yang
dibangkitkan oleh sub-basis % disebut upper topology (topologi

atas).
(Klein and Thompson, 1984).

Sub-koleksi [O,G] merupakan himpunan terbuka dalam

(0 (X ), T,) sehingga komplemen dari [0, G] adalah
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0o(X\[e,G]={U € 9o (X):U « G}
={U € 0,(X):Un(X\G)= ¢
={U € pO(X): UNF #¢,F tertutup dalamX}
©o(X)\[s,G] merupakan himpunan tertutup pada (gp,(X), 7.)
selanjutnya dinotasikan sebagai
Ir={Uep,(X):UNF =g}
Dimisalkan F tertutup dalam (X,7). Pada koleksi g,(X)
didefinisikan himpunan
[.F] = U e gy (x):U < F
Komplemen dari [-,F ] adalah himpunan
Po(X)\ [o,F] = U epy(X):U ¢ F}
={U ep,(X):Un(X\F)= ¢}
= {Uep,(X):UnG=¢,Ger
selanjutnya dinotasikan sebagai
Io={U epy(X):UnG#¢),Ger
Dimisalkan koleksi £= {I ¢:Ge r}

Definisi 2.5.2
Diberikan ruang topologi (X,7). Suatu topologi T.pada ¢, (X ) yang
dibangkitkan oleh sub-basis £ disebut lower topology (topologi

bawah).
(Klein and Thompson, 1984).

Himpunan /; merupakan himpunan terbuka dalam (g, (X ),

T o) sehingga komplemen dari /; adalah
Po(X)\Ig={U € p,(X):U N (X \ F)=¢}
={Uep,(X):UnG=¢},Ger
merupakan himpunan tertutup dalam (goo(X ), ()
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Definisi 2.5.3
Diberikan (X,7) ruang topologi. Suatu topologi 7, pada gOO(X ) yang
dibangkitkan oleh % dan £ disebut Vietoris topology (topologi
Vietoris).

(Klein and Thompson, 1984).

Pencirian keanggotaan topologi 7, sering ditampilkan
melalui bentuk himpunan sebagai berikut:
Dimisalkan suatu koleksi berhingga dari himpunan terbuka dalam

(X,7) yaitu {G;: 1 <i<n} dan G, er,Vi=123,...,n maka
B(Gy, Gy, Gs,..., G) = {U € 9,(X):U c UG, danU NG, # ¢}

merupakan sub-basis dari 7,

Tiga buah jenis topologi T,, T, T, didefinisikan pada koleksi
©o(X). Sub-koleksi semua himpunan bagian tertutup dalam g,(X)
yang dinotasikan sebagai ,(X) atas topologi-topologi di atas
merupakan sub-ruang topologi dari g, (X ) Pada bab III akan
dibahas kekonvergenan barisan himpunan dalam ruang topologi

(FoX)T ).
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BAB 111
PEMBAHASAN

Sesuai dengan tujuan penulisan skripsi ini, maka pada bab III

akan dipelajari barisan himpunan bagian dalam ruang topologi dan
barisan himpunan bagian dalam ruang koleksi semua himpunan
bagian tertutup tidak kosong yang dilengkapi oleh suatu topologi.

3.1 Barisan Himpunan Bagian dalam Ruang Topologi

Definisi 3.1.1

Diberikan ruang topologi (X,7) dan barisan himpunan bagian dari X
<A,> untuk setiap ne /V.

i

ii)

iii)
1v)

v)

Titik xeX disebut limit point dari <A4,>, jika untuk setiap
persekitaran U, terdapat n € /V sedemikian hingga untuk setiap

m2n,A, "U_ +#¢

Titik xe X disebut cluster point dari <4,>, jika untuk setiap
persekitaran U, dan setiap ne /V, terdapat m > n sedemikian
hingga A, NU,_ # ¢

lim inf 4, adalah himpunan semua /imit point dari <4,>

lim sup 4, adalah himpunan semua cluster point dari <4,>
jika lim sup 4, = lim inf 4, = 4, maka A4 adalah /imit barisan
<4,>, dikatakan bahwa barisan <4,> konvergen ke A4 dan
ditulis 4 = lim 4,,.

Jika ruang topologi (X,7;) dengan 7; topologi diskrit, maka

Definisi 2.4.1 dan Definisi 3.1.1 bersesuaian (coincide)

Proposisi 3.1.2
Jika <4,> untuk setiap n € /V barisan himpunan bagian dalam ruang
topologi X, maka berlaku:

X \limsup 4, c liminf(X \ 4, )

Bukti:
Diambil x, € X \limsup 4, . Maka x, ¢ limsup 4, .



Berdasarkan Definisi 3.1.1 terdapat persekitaran U, dari x, dan suatu
nype /N sedemikian hingga untuk setiap m > n, berlaku
A,NU,=¢

Diambil sebarang persekitaran U dari x,, maka untuk setiap m >ny

xeUN(X\4,)=UnAS
Jadi (X \4, )ﬁ U # ¢ dengan kata lain x, titik limit dari (X | 4,,)
atau x, € liminf(X'\ 4,) . Jadi

X \limsup 4, < liminf(X \ 4,)

Proposisi 3.1.3

Jika <4,> dan <B,> untuk setiap ne /V barisan himpunan bagian
dari ruang topologi X, maka dengan menggunakan Definisi 3.1.1
didapat:

1) limsup(An uBn): limsup 4, Ulimsup B,

ii)  liminf(4, N B,)c liminf 4, A liminf B,

Bukti:

1) Akan dibuktikan

lim sup(An UB, ) < limsup 4, U limsup B,
dan

limsup 4, Ulimsup B, < limsup(4, U B, )
Diambil x, € lim Sup(An )/ Bn). Maka untuk persekitaran U,
dari x, dan setiap nye /Vada m>n,dan berlaku

Uyn(4,UB,)# ¢

Akibatnya (U, A4,)UU,NB,)#¢. Jika U,NA, =¢
maka U, N B, # ¢ untuk setiap m>n, berarti x, € limsup B, .
Jika UnB, =¢ maka UM A, #¢ untuk setiap m>n,
berarti x, € limsup4,. Jadi x, €limsup 4, UlimsupB,.
Maka

limsup(4, U B,) c limsup 4, U limsup B,
Sebaliknya, diambil 4, € 4, U B, maka

limsup 4, < limsup(4, U B,)
Demikian pula diambil B, € 4, U B, maka
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limsup B, < lim sup(An UB, )
Akibatnya

limsup 4, Ulimsup B, < limsup(4, U B,)
Jadi

lim sup(An uB, ) =limsup 4, Ulimsup B,

Diambil (4, " B,) — A, . Akibatnya

liminf(4, N B,)c liminf 4,
Sebaliknya diambil (4, N B,) < B, . Akibatnya

liminf(4, N B,) liminf B,
Sehingga

liminf(4, N B, ) liminf 4, N liminf B,

Proposisi 3.1.4
Dengan menggunakan notasi pada Proposisi 3.1.3, maka didapat

)
ii)

liminf(4, U B, ) > liminf 4, Uliminf B,

liminf(4, U B, ) liminf 4, U liminf B, U [limsup 4, N limsup B, |

Bukti:

)

Akan dibuktikan
liminf 4, U liminf B, — liminf(4, U B,)
Diambil 4, c (4, v B,). Akibatnya
liminf 4,  liminf(4, U B))
Sebaliknya diambil B, < (4, U B, ). Akibatnya
liminf B, c liminf(4, U B))
Sehingga
liminf 4, Uliminf B, < liminf(4, U B,)

liminf(4, U B, )c liminf 4, Uliminf B, U [limsup 4, N limsup B, |

dengan menggunakan Lemma 2.4.3 pada A, dan B, maka:

liminf(4, U B, )< liminf 4, Uliminf B, U [limsup 4, N limsup B, |
c (liminf 4, Ulimsup B, )~ (liminf B, U limsup 4, )

Karena simetris, maka akan dibuktikan salah satunya
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liminf(4, U B, ) liminf 4, U limsup B,
Misal x, € liminf(4, UB,) dan misal x, & limsupB,.
Maka ada persekitaran U, dengan nye /V sedemikian hingga
B, "U, = ¢ untuk setiap m>n,. Misal U persekitaran dari x,

dan ne/N. Maka U NU, adalah persekitaran dari x,.

Terdapat n; sedemikian hingga untuk setiap m>n;
(Am UBm)ﬁ(UﬁUO);t @ . Misal n,>n, , n;>n; , maka jika

m>n; didapat B, "U, =¢ dan (Am UBm)ﬂ(UﬁUO);é @.
Sehingga 4, ﬁ(U ﬁUO)¢¢ untuk setiap m > n, Maka

X, € liminf 4, .

Akibat 3.1.5

Jika barisan <B,> untuk setiap n € /Vkonvergen maka
limsup(4, U B,)=limsup 4, U lim B, dan

liminf(4, U B,) < limsup 4, Ulim B, .

Jika barisan <4,> dan <B,> untuk setiap ne /V keduanya
konvergen maka begitu juga dengan <A4,UB,> dan
lim(4, UB,)=1lim 4, UlimB, .

Bukti:

Dari Proposisi 3.1.3 (i) didapat

limsup(4, U B, )= limsup 4, U limsup B,
Karena B, konvergen, akibatnya

lim sup B, = lim inf B, = lim B,
sehingga

limsup(4, U B, )= limsup 4, U lim B,
Dari Proposisi 3.1.4 (ii) didapat:

liminf(4, U B,)c liminf 4, Uliminf B, U [limsup 4, N limsup B, |

c liminf 4, U[liminf B, U (limsup 4, N limsup B,)]

c liminf 4, U[(liminf B, U limsup 4,) N (liminf B, U limsup B, )]

Karena <B,> konvergen, maka:
c liminf 4, U[(limB, Ulimsup 4,) N"lim B, ]



c (Iiminf 4, lim B, Ulimsup 4,) N (liminf 4, UlimB,)
liminf 4, < limsup 4, , sehingga:
c (limsup4, UlimB, Ulimsup 4,) N (limsup 4, U 1limB))
c (limsup4, U1limB ) " (limsup 4, UlimB,)
Jadi

liminf(4, U B,)c limsup 4, U lim B,

Dari Proposisi 3.1.3 (ii) didapat:

lim sup(An U B, )=limsup 4, Ulimsup B,
Karena <4,> dan <B,> konvergen, maka

limsup(4, U B,)=1lim 4, Ulim B, (1)
Dari Proposisi 3.1.4 (i) didapat:

liminf(4, U B,)> liminf 4, Uliminf B,
Karena <4,> dan <B,> konvergen, maka

liminf(4, U B, ) lim 4, Ulim B, )
Dari Proposisi 3.1.4 (ii) didapat:

liminf(4, U B, )< liminf 4, U liminf B, U [limsup 4, N limsup B, |

Karena <4,> dan <B,> konvergen, maka

liminf(4, U B,)clim 4, Ulim B, U [lim4, N lim B, |
clim4, y[lmB, U(lim4, N"limB,)]
clim4, U[(lmB, Ulim4,) "(limB, UlimB,)]
clim4, U[(limB, Ulim4,) " (limB,)]
c (lim4, vlimB, Ulim4,) N (lim 4, U1im B, )]
c (lim4, vlimB,) N (lim 4, Ulim B,)]

Jadi

liminf(4, U B,)clim 4, UlimB, 3)
Dari persamaan (2) dan (3) didapat:

liminf(4, U B,)=1lim 4, UlimB, (4)

Dari persamaan (1) dan (4) didapat:
limsup(4, U B,)=liminf(4, U B,)=lim 4, Ulim B,

Sehingga disimpulkan barisan < 4, U B, > konvergen
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lim(4, U B,)=1lim 4, Ulim B,

Akibat 3.1.6
Jika barisan <4, UB,> untuk setiap ne /V konvergen dan jika

limsup 4, Nlimsup B, = ¢, maka kedua barisan <4,> dan <B, >
juga konvergen.
Bukti:
Dari Proposisi 3.1.4 (i) didapat:

liminf(4, U B, ) > liminf 4, Uliminf B, 5)
Dari Proposisi 3.1.4 (ii) didapat:
liminf(4, U B, )c liminf 4, Uliminf B, U [limsup 4, N limsup B, |
Karena limsup 4, Nlimsup B, = ¢ , maka:

liminf(4, U B, ) liminf 4, U liminf B, (6)
Dari persamaan (5) dan (6) didapat:

liminf(4, U B, )= liminf 4, Uliminf B,
Dari Proposisi 3.1.3 (ii) didapat:

lim sup(An uB, ) =limsup 4, Ulimsup B,
Barisan < 4, U B, > konvergen, maka

liminf(4, U B, )= limsup(4, U B,)

liminf 4, Uliminf B, =limsup 4, U limsup B, (7)
Diketahui limsup 4, Nlimsup B, =¢ . Misal limsup B, = ¢ karena
liminf B, < limsup B, . Maka liminf B, = ¢ .
Sehingga persamaan (7) menjadi

lim inf 4, = lim sup 4,
Sebaliknya misal limsup 4, =¢ karena liminf 4 < limsup 4, .
Maka liminf 4, = ¢ . Sehingga persamaan (7) menjadi

lim inf B, = lim sup B,
Maka dapat dibuktikan bahwa barisan <4,> dan <B,> juga
konvergen.

Proposisi 3.1.7
Jika <A4,> untuk setiap n € /V barisan himpunan bagian dari X, maka
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limsup 4, =N, (U, 4

n m

Bukti:
Dari Definisi 3.1.1 bahwa x € limsup 4, jika dan hanya jika untuk

setiap ne /V dan setiap persekitaran U,, terdapat m>n sedemikian
hingga A NU_# ¢, dalam hal ini jika dan hanya jika untuk setiap

ne N , x adalah closure dari U, . A . Sehingga

limsup4, =N, (U, .., 4

m

Proposisi 3.1.8
Jika <A4,> untuk setiap n e /V barisan himpunan bagian dari X, maka

limsup4, =N, _ Niumm A ) di mana H dinotasikan sebagai

sebarang himpunan bagian cofinal dari /V dan irisannya mencakup
seluruh H.
Bukti:

Jika x € liminf 4, , U, persekitaran dari x dan A himpunan bagian
cofinal dari /Vdan nye /V. Maka 4, N"U_ # ¢ untuk setiap n>n,.
Terdapat meH dengan m>n, dan A NU_#¢. Maka

xeiumeH A, ) Untuk setiap himpunan bagian cofinal dari H,

didapat

liminf 4, <, (U, _, 4,)
Misal x ¢ liminf 4, maka terdapat persekitaran U, sedemikian
hingga untuk setiap ne /V dipilih m,>n dengan 4, NU =¢.
Diberikan H;;, = <m,> untuk setiap ne /N. Kemudian H,, adalah
himpunan bagian cofinal dari /V untuk U, m(umne H,, 4, ):¢

Maka x ¢ (UmeHU A4, ) Sehingga

limsup4, =N, y(U,., 4

m

21



Akibat 3.1.9

Jika <4,> untuk setiap ne /V barisan konstan, sedemikian hingga
jika A, = A, untuk setiap ne/V maka terdapat lim 4, dan
limA, = A,

Bukti:

Misal /V’ himpunan bagian dari /V. Maka iumeN ) A0 dan

limsup4, =N, _ Ni LA, ). Karena <4,> barisan konstan, maka
lim4, = 4,

3.2 Kekonvergenan Barisan dalam Ruang Topologi (FoX)T ).

Definisi kekonvergenan barisan himpunan yang telah
diuraikan diatas, sebagaimana yang dimaksud oleh Definisi 3.1.1
tidak melibatkan pertopologian pada (, (X ) atau F,(X). Pada sub-
bab ini akan dibahas kekonvergenan barisan himpunan atas topologi
pada koleksi himpunan bagian tertutup tak kosong dari X.

Dalam Kelley (1955) telah diberikan kriteria kekonvergenan
barisan himpunan atas suatu topologi, seperti teorema dibawah ini:

Teorema 3.2.1 (Kelley, 1955)

Diberikan barisan himpunan dari ruang topologi (X,7).

1) Jika <4,> untuk setiap n e /V adalah barisan konstan, yaitu 4,
= A, untuk setiap 7 € /V, maka A4, konvergen ke 4.

ii) Jika <4,> konvergen ke A4, maka setiap sub-barisan juga
konvergen ke 4.

ii1) Jika <4,> tidak konvergen ke A, maka terdapat sub-barisan
yang tidak konvergen ke 4.

Dalam Akibat 3.1.8, Teorema 3.2.1 (i) tidak berlaku atas
(o (X ) Sehingga diganti dengan Fy(X)dan barisan <4,> dan <B,>

untuk setiap n <€ /V dinotasikan sebagai barisan-barisan dalam F,(X).
A, dan B, dinotasikan sebagai himpunan-himpunan bagian dari X
yang tertutup dan tidak kosong.
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Proposisi 3.2.2

Kekonvergenan menurut Definisi 3.1.1 dalam %(X) memenuhi
Teorema 3.2.1 (i)

Bukti:

A, = Ay untuk setiap ne N, limsupd, =N, _ U, A = 4,

liminf A4, =U,_y N, 4, =4, , Ay = Ay Maka lim 4, = 4,
Untuk memenuhi Teorema 3.2.1 (ii) diperlukan 2 lemma:

Lemma 3.2.3
Jika <B,> untuk setiap m e /V adalah sub-barisan dari <4,> untuk

setiap ne /Nmaka liminf 4, c liminf B,

Bukti:

Diberikan x €liminf 4, dan persekitaran U, , maka terdapat nye /V
sedemikian hingga A NU, #¢,Vn=n,. Berhubung nye/NV
terdapat my€ £'sedemikian hingga m > m,e £'menjadikan N,, 2 n, (

N adalah fungsi dari £ke /Vdan B,, = AN”, ). Maka untuk setiap m >
my, B, "U_ # ¢ sehingga x € liminf B, .

Lemma 3.2.4

Dengan notasi yang sama dalam Lemma 3.2.3

limsup 4, > limsup B,,

Bukti:

Diberikan x €limsup B,, dan persekitaran U, . jika n e /V terdapat
hubungan m; € £ sedemikian hingga jika m > m; € I, maka N,, > n.
untuk m; terdapat m, > m; sehingga

m? b

B,,NU_ # ¢.Diberikan n, =N, .Makan>ndan 4, "U, #¢.
2 2

Maka x € limsup 4,

karena  x e€limsup B

Proposisi 3.2.5

Kekonvergenan menurut Definisi 3.1.1 mencakup Teorema 3.2.1 (ii)
Bukti:

Misal <4,> untuk setiap ne€ £ barisan yang konvergen ke 4, dan
misal <B,,> untuk setiap m € £'merupakan sub-barisan. Maka:
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Ap=liminf4, climinfB,,
c limsup B,,
c limsup 4,
=4,
Sehingga
lim inf B,, = lim sup B,, = 4y

Untuk teorema ketiga, dibutuhkan dua lemma yang
menguatkan dua teorema sebelumnya dan memberikan karakteristik
lebih lanjut tentang lim inf dan lim sup yang mengingatkan pada
cluster point dan limit point pada urutan-urutan terminology.

Lemma 3.2.6
Jika <4,> untuk setiap n € /V barisan himpunan bagian dari X, maka
liminf 4, = "limsup B,, di mana <B,> untuk setiap me £ adalah
sebarang sub-barisan yang irisannya memberi dampak pada semua
sub-barisan.
Bukti:
Menurut Lemma 3.2.3 dan Lemma 2.4.3 didapat:

liminf 4, < liminf B, < limsup B,,
Sehingga

liminf 4, c Nlimsup B,,
Misal x¢lim inf A4,. Maka terdapat persekitaran U, untuk setiap
me N, di pilih n,, = m dengan 4, NU=¢. <B,> untuk setiap

me /N didefinisikan pada B, =4, . Maka <B,> sub-barisan dan,

karena B, "U = ¢ untuk setiap m € /V, maka jelas x & lim sup B,,.

Lemma 3.2.7
Jika <4,> untuk setiap n e /V barisan himpunan bagian dari X, maka
limsup 4, = Uliminf B, di mana B,, sebarang sub-barisan dari <4,>
yang unionnya memberi dampak pada semua sub-barisan.
Bukti:
Menurut Lemma 3.2.4 dan Lemma 2.4.3 didapat:

liminf B,, < limsup B,, < limsup 4,
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Sehingga limsup 4, > Uliminf B,,. Misal x € lim sup 4, dan
persekitaran U,. Maka, untuk setiap me /V, terdapat n, > m
sedemikian hingga 4 U, # ¢ . Misal % adalah koleksi semua

persekitaran x dan diberikan £'= % x /V. Dapat dikatakan bahwa G
adalah fungsi dari £'ke /V di mana G(U,,m) = n,,. Kemudian B(U“m)

didefinisikan sebagai B, ,) =4, adalah sub-barisan dari <4,>.
Diberikan sebarang persekitaran V,, B(U e V_# ¢ untuk setiap
(Uym) = (Vy,n) dalam £(di mana ne /N). Maka xeliminfB,, .

Proposisi 3.2.8
Kekonvergenan menurut Definisi 3.1.1 mencakup Teorema 3.2.1
(iii)
Bukti:
Di buat kontrapositif dari Teorema 3.2.1 (iii)
Jika setiap sub-barisan dari <4,> untuk setiap ne /V adalah sub-
barisan yang konvergen ke 4y, maka lim 4, = A4,. Diberikan <B,,>
untuk setiap me 7V sub-barisan dari <4,>. Kemudian dimisalkan
terdapat sub-barisan <C;> untuk setiap /€ /'dengan limit 4.

Ap=lim C;= lim inf C; > lim inf B,, (menurut Lemma 3.2.3)

A4, o Uliminf B,, = limsup 4, (menurut Lemma 3.2.7)
Disisi lain:

Ap=1lim C;= lim sup C; c lim sup B,, (menurut Lemma 3.2.4)
Dan

A4, € nlimsup B,, = liminf 4, (menurut Proposisi 3.2.8)
Sehingga dengan Lemma 2.4.3 didapat bahwa

lim inf 4, = lim sup A4, = A4,.

Dalam ruang kompak Hausdorff akan ditunjukkan secara
langsung bahwa kekonvergenan dalam topologi Vietoris sesuai
dengan kekonvergenan dalam definisi 3.1.1. Kekonvergenan atas
topologi Vietoris dalam barisan <4,> yang konvergen ke A
dinotasikan sebagai:

A,—A(T)
Berikut teorema yang merujuk pada Kuratowski (1932)
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Teorema 3.2.9
Jika (X,7) adalah ruang Hausdorff yang kompak dan jika <4,> untuk

setiap ne /V barisan dalam #(X), maka lim 4, = A4 jika dan hanya

jika 4,—A(T ).

Bukti:

Bukti terstruktur adalah dengan menetapkan urutan fakta sebagai

berikut:

i) Jika 4,—A(T,) maka limsup 4, c 4

i) Jika 4,—A(T) maka 4 climinf 4,

ii1) Jika liminf 4, = 4 maka 4,—A(T )

iv) Jika limsup 4, = 4 maka 4,—A4(T,)

Bukti:

(i) Misal x¢ A. Kemudian selama ruang Hausdorff kompak
regular, maka terdapat himpunan-himpunan terbuka G, G,
sedemikian hingga 4 — G,,x e G,. [s,G,] adalah persekitaran
dari 4 dalam 7, dan A4,—A(T,), A, e[O, Gl] untuk n yang
cukup besar. Artinya 4, — G, untuk setiap n > n,. Sehingga
A, NG, = ¢ untuk setiap n > ny. Maka x ¢ limsup 4, .

(i1)) Jika 4,—A(Ty) dan jika xe 4 dan G sebarang persekitaran

terbuka dari x. I persekitaran dari 4 dalam 7.. 4, €/, untuk
setiap n > ny. Sehingga A4, NG # ¢ untuk setiap n > n,. Maka

x €liminf 4, .

Dapat dibuktikan bahwa (i) dan (ii) bersama dengan Lemma

2.4.3 , jika A,—A(T,) maka lim 4, = A.

(iii)
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Misal lim inf 4, = 4. Untuk menunjukkan 4,—A(Ty, akan
ditunjukkan bahwa A4, ada dalam tiap persekitaran dari 4.
Misal /; adalah persekitaran dari 4 dan diandaikan 4, € /.
Maka terdapat barisan <B,> untuk setiap m e £ sedemikian
hingga B,  X\G untuk setiap m e £ Hal ini berdampak

pada rantai inklusi:
A=liminf 4, climinfB, (dengan Lemma 3.2.3)



climinfC, (dimana C, =X |G Vm)
=X\G (dengan Akibat 3.1.9)
Hal ini kontradiktif dengan fakta bahwa A€/ .

(iv) Misal [O,G] persekitaran dari 4 dan misal barisan
<A,>¢ [¢,G] untuk setiap ne V. Maka 4, N(X \G)# ¢ untuk
sebarang n. Selanjutnya terdapat barisan <B,> untuk setiap
m € I’ sedemikian hingga B, < X \G # ¢ untuk setiap m € L.

Misal x, € B, m(X \G). X | G kompak, barisan <x,> untuk

setiap m e £ terdapat titik cluster x, dalam X | G. Misal
U,, persekitaran dari x,. Maka x,, €U, ~untuk setiap m.

B, NU,, # ¢ untuk setiap m.
X, € limsup B,  limsup 4, (dengan Lemma 3.2.4)

Karena lim sup 4, = 4 maka x,€ A. Hal ini kontradiktif
dengan fakta bahwa A c G .

Maka dari (iii) dan (iv) dapat dibuktikan bahwa jika lim 4, = 4
maka A4,—A(T).
Sehingga lim A4, = A4 jika dan hanya jika 4,—A(T)
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BAB IV
KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan
Pada ruang koleksi himpunan bagian tidak kosong diambil

beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1.  Topologi pada ruang koleksi himpunan bagian tidak kosong
dapat dibangun dengan menggunakan topologi Vietoris.

2. Konsep kekonvergenan barisan himpunan dalam ruang koleksi
himpunan bagian tidak kosong dapat dibuktikan atas topologi
Vietoris

4.2 Saran

Dengan menggunakan topologi Vietoris dalam ruang
kompak Hausdorrf, konsep kekonvergenan barisan himpunan atas
topologi pada ruang koleksi himpunan bagian tidak kosong dapat
dibuktikan. Untuk lebih menguatkan konsep kekonvergenan barisan
himpunan ini sebaiknya dibuktikan dengan menggunakan jenis-jenis
topologi yang lain.
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